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行 产品 的 设计 与 开发 、 改 进 生 产 过程 、 获 取 系 统 特征 和 优化 的 信息 。 
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展 与 实际 案例 , 本 书 还 强调 统计 软件 Minitab 和 Design-Expert 的 使 用 . 

本 书 的 翻译 工作 由 健 王 生 主持 实施 . 解 燕 、 侍 球 生 、 王 振 羽 和 张 健 分 别 完成 了 原著 第 1 章 至 
第 4 Si. 第 5 章 宇 第 8 章 、 第 9 章 至 第 12 章 和 第 13 章 至 第 15 章 的 翻译 初稿 , 并 对 所 有 案例 
重新 进行 计算 , 纠正 了 原著 中 的 一 些 错误 . 4 位 译 者 共同 校对 与 修改 , SS m EE AED UH ERR. 

译 者 在 翻译 过 程 中 始终 得 到 了 第 3 版 译 者 汪 仁 官 、 陈 荣 昭 两 位 先生 的 帮助 , 在 此 表示 感谢 . 
同时 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 会 司 的 领导 和 编辑 在 本 书 的 翻译 和 出 版 过 程 中 给 予 的 帮助 和 鼓励 , 
感谢 苏州 大 学 数学 科学 学 院 的 大 力 支 持 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 , 译文 中 难免 有 不 当 或 错 讲 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 . 

译 者 
2008 年 只 月 


了 路 


前 


读者 对 象 

这 是 一 本 论述 实验 设计 与 分 析 的 入 门 教科 书 . 它 是 基于 我 40 年 来 在 亚利桑那 州立 大 学 、 华 
盛 顿 大 学 和 佐治 亚 理 工学 院 讲授 实验 设计 方面 的 大 学 课程 而 写成 的 ， 它 还 包括 了 我 在 专业 实 戌 
中 认为 有 用 的 实验 设计 方法 , 多 年 来 我 在 自然 科学 和 工程 等 诸多 领域 内 担任 统计 顾问 , 并 涉足 产 

本 书 供 学 完 统计 方法 基础 课程 的 读者 使 用 . 读者 至 少 应 掌握 描述 性 统计 技术 、 正 态 分布 、 置 
信 区 间 以 及 关于 均值 和 方差 的 假设 检验 的 基本 知识 和 有 关 概 念 . 第 10 章 至 第 12 章 的 部 分 内 容 
要 求 读者 熟知 矩阵 代数 . 

因为 所 希 的 预备 知识 相对 适中 , 所 以 本 书 可 以 作为 工程 学 、 物理 学 、 数 学、 化 学 以 及 其 他 学 
科 本 科 生 的 侧重 于 实验 统计 设计 的 后 继 统 计 学 教程 .多 年 来 我 将 本 书 作 为 工科 研究 生 一 年 级 的 
教材 , 选修 这 门 课 的 学 生 的 专业 背景 有 工程 学 . 材料 学 、 物 理学 、 化 学 、 数 学 、 运筹 学 和 统计 学 等 . 
我 还 将 它 作 为 各 种 背景 的 技术 员 的 短期 技术 培训 教材 ， 书 中 的 大 量 例子 说 明了 所 有 的 设计 和 分 
析 方 法 , 这 些 例 子 都 体现 了 实验 设计 在 现实 世界 中 的 应 用 , 并 选 自 不 同 的 工程 学 及 科学 领域 . 这 
为 培养 工程 师 和 科学 家 的 理论 课程 平添 了 浓郁 的 应 用 气息 , 也 使 本 书 可 用 作 各 种 学 科 的 实验 者 
的 参考 书 . 


关于 本 书 


第 6 版 是 本 书 的 重要 修订 版 在 努力 保持 以 前 版 本 的 设计 和 分 析 这 两 方面 内 容 平衡 的 同时 ， 
我 添加 并 组 织 了 很 多 新 的 内 容 和 例子 . 本 版 更 加 强调 计算 机 的 应 用 . 

l. Minitab 软件 和 Design-Expert 软件 

近 几 年 来 , 在 实验 设计 和 分 析 领 域 出 现 了 一 批 优秀 的 软件 产品 ， 本 书 多 处 使 用 了 其 中 两 种 
软件 (Minitab 和 Design-Expert) 的 输出 结果 . Minitab 是 一 个 应 用 广泛 的 统计 软件 包 , TUS 
民 好 的 数据 分 析 能 为 和 相当 好 的 处 理 固定 因子 及 随机 因子 (包括 混合 模型 ) 的 实验 分 析 能 力 . 
Design-Expert 是 一 个 侧重 于 实验 设计 的 软件 包 , 它 具有 构建 和 评估 设计 的 能 力 并 可 以 进行 深入 
的 分 析 . 本 书 的 例子 都 可 以 用 Design-Expert 和 Minitab 的 学 生 版 完成 , 并 强烈 推荐 使 用 . 我 极 
力主 张 使 用 本 书 的 教师 在 课程 教学 中 加 入 计算 机 软件 . (在 我 的 课程 中 ， 每 一 讲 都 用 便携 式 计 算 
机 和 投影 仪 ， 在 诛 莽 中 讨论 的 每 一 个 设计 或 分 析 的 主题 我 都 用 计算 机 演示 过 .) 

2. 经 验 模型 

我 一 如 既往 地 注重 实验 本 身 和 实验 者 通过 该 实验 的 结果 建立 的 模型 之 间 的 联系 . 工程 师 (75 
至 广义 上 的 物理 学 家 、 化 学 家 ) 在 他 们 早期 的 科学 训练 中 学 习 了 物理 知识 及 机 理 模型 , 并 在 他 们 
的 大 部 分 职业 生涯 中 都 自觉 不 自觉 地 运用 了 这 些 模型 .统计 实验 设计 为 工程 师 开 发 - 个 系统 的 
经 验 模型 提供 了 理据 方面 的 基础 ,可 以 像 使 用 其 他 的 工程 模型 一 样 来 使 用 这 个 经 验 模型 (也 许 
借助 于 响应 曲面 或 等 高 线 , 也 许 借助 于 数学 方法 ). 通过 多 年 的 教学 , 我 得 出 这 样 一 个 结论 ， 运用 
统计 实验 设计 可 以 非常 有 效 地 调动 工程 师 的 创造 热情 . 因此 , 实验 的 基础 经 验 模型 和 响应 曲面 的 
概念 出 现在 早期 版 本 中 并 得 到 了 进一步 的 重视 . 


3. 析 因 设计 

我 也 作 了 一 些 努 力 , 尽快 将 读者 带 入 包括 析 因 设计 在 内 的 许多 重要 论题. 为 此 , 我 将 完全 随 
机 化 单 因子 实验 设计 的 介绍 性 材料 和 方差 分 析 的 内 容 压缩 到 一 章 里 (第 3 E). 之 所 以 扩充 析 因 
设计 和 分 式 析 因 设计 (第 5 章 至 第 9 章 ) 的 内 容 , 目的 是 为 了 兼顾 一 般 读者 和 教师 两 种 读者 , 同 
时 将 更 多 的 重点 放 在 经 验 模型 上 . 许多 重要 的 论题 包含 了 一 些 新 的 内 容 , 包括 分 式 析 因 后 的 追加 
试验 , 还 有 小 规模 、 有 效 分 辨 度 为 IV 和 V 的 设计 


4. 增加 的 重要 论题 


啊 应 曲面 这 一 章 (第 11 章 ) 紧 接 在 析 因 设计 、 分 式 析 因 设计 和 回归 模型 之 后 ， 另 增加 了 新 
的 一 草 (第 12 章 ), 其 内 容 为 稳健 参数 设计 和 工序 稳健 设计 . 第 13 章 和 第 14 章 主要 讨论 了 随 
机 效应 实验 及 其 概念 在 嵌 套 设计 和 型 区 设计 的 实际 应 用 . 因为 工业 界 对 这 些 设计 越 来 越 感 兴趣 ， 
第 13 章 和 第 14 章 还 介绍 了 一 些 新 的 论题 . 第 15 章 概 述 了 一 些 重 要 的 设计 和 分 析 论题 ; 非 正 
态 响应 , 选择 变换 形式 的 Box-Cox 方法 以 及 其 他 的 替代 方法 ; 不 平衡 析 因 实验 ， 协 方差 分 析 , 包 
括 协 变量 的 析 因 设计 和 重复 测量 . 

5. 实验 设计 

通 员 本 书 , 我 始终 强调 工程 师 和 科学 工作 者 在 产品 设计 和 开发 、 工序 开发 和 改进 等 方面 用 实 
验 设 计 作 为 工具 的 重要 性 ， 并 说 明了 利用 实验 设计 有 助 于 工程 师 开发 出 不 受 环 境 因 子 和 其 他 变 
弄 来 源 影响 的 所 谓 稳 健 产 品 . 我 相信 , 在 产品 工序 开发 的 早期 阶段 成 功 地 应 用 实验 设计 会 大 大 
缩短 开发 时 间 和 降低 成 本 , 而 且 比 起 用 其 他 方法 来 . 所 开发 的 工序 和 产品 会 有 更 好 的 性 能 , 并 有 
更 高 的 可 靠 性 . 

本 书 内 容 很 难 在 通常 的 一 门 课 程 中 完成 ， 我 希望 教师 能 针对 不 同 的 课程 灵活 地 选择 内 容 , 或 
者 根据 师 生 的 兴趣 更 为 深入 地 讨论 某 些 论题 每 章 之 末 都 有 一 些 思考 题 (第 1 章 除外 ), 这 些 思 
考题 的 计算 量 有 大 有 小 , 它们 有 助 于 加 强 基础 理论 的 学 习 ， 以 及 基本 原理 的 推广 或 完善 . 
课程 建议 

我 自己 的 课程 着 重 于 析 因 设计 和 分 式 析 因 设计 , 因此 , 我 通常 选择 第 1 音 、 第 2 ** (非常 
UO. 第 3 章 的 大 部 分 , 以 及 第 4 章 (不 完全 区 组 的 材料 除外 , 并 仅 简单 介绍 拉丁 方 ). 我 会 详细 讨 
论 第 5 章 至 第 8 章 的 关于 析 因 设计 和 二 水 平 的 分 式 析 因 设计 . 诛 程 最 后 引进 响应 曲面 方法 《第 
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1.1 实验 策略 


研究 者 几乎 在 所 有 的 研究 领域 中 都 会 进行 实验 , 通常 是 为 了 探究 一 个 特定 过 程 或 系统 . 从 字 
面 意义 上 说 , 一 次 实验 就 是 一 次 试验 (test), 更 正式 的 说 法 是 ， 我 们 可 以 定义 一 次 实验 (experiment) 
是 一 次 试验 或 一 系列 试验 , 在 实验 中 通过 对 某 - -过 程 或 系统 的 输入 变量 作 一 些 有 目的 的 改变 , 以 
便 能 够 观测 到 和 识别 出 可 在 输出 响应 中 观测 到 的 变化 的 缘由 . 

本 书 讲解 实验 的 设计 、 实 施 以 及 结果 数据 分 析 , 以 便 能 够 得 到 有 效 且 客观 的 结论 . 我 们 重点 
关注 工程 学 和 科学 方面 的 实验 . 实验 在 包括 新 产品 设计 和 配方 、 制造 过 程 (process) 开发 以 及 过 
程 改 进 在 内 的 产品 实现 (product realization) 中 起 着 重要 的 作用 . 多 数 情 况 下 是 为 了 开发 一 种 稳 
ER (robust) 过 程 ， 即 受 外 部 变异 性 来 源 影响 最 小 的 过 程 . 

举 一 个 实验 的 例子 , 假设 一 位 治 金工 程 师 想 要 研究 两 种 不 同 的 淳 火 工艺 QI ERO B I S) 对 
一 种 铝 合金 的 效应 , 在 这 里 , 实验 者 的 目的 是 确定 哪 种 淳 火 溶液 能 使 得 这 种 特殊 合金 的 硕 度 最 大 ， 
工程 师 决定 对 每 种 淳 火 介 质 都 提供 若干 合金 试 件 并 在 淳 火 后 测量 试 件 的 硬度 . 以 试 件 在 每 种 深 
火 溶液 中 处 理 之 后 的 平均 硬度 来 确定 哪 一 种 溶液 是 最 好 的 . 

考虑 这 样 一 项 简单 的 实验 时 , 有 很 多 重要 的 问题 需要 思考 : 

(1) 要 研究 的 浏 淡 介质 只 有 这 两 种 溶液 吗 ? 

(2) 在 这 项 实验 中 , 有 没有 其 他 可 能 影响 硬度 的 因子 应 该 被 研究 或 被 控制 呢 (比如 , Ikat 
质 的 温度 )? 

(3) 每 种 党 火 溶液 中 应 该 检测 多 少 块 合金 试 件 呢 ? 

(4) 插 样 把 试 件 分 配给 淳 火 溶液 ? 又 应 该 按 什 么 次 序 来 收集 数据 ? 

(5) 应 该 用 什么 样 的 数据 分 析 方 法 ? 

(6) 两 种 淳 火 介 质 间 的 平均 观测 硬度 之 差 是 多 大 时 将 被 认为 是 重要 的 ? 

所 有 这 些 问 题 , 也 许 还 有 很 多 其 他 问题 , 都 必须 在 进行 这 项 实验 之 前 得 到 满意 的 回答 

实验 是 科学 (或 工程 ) 方 法 的 一 项 重要 组 成 部 分 . 有 时 , 由 于 对 科学 现象 理解 得 比较 透彻 直 
接应 用 这 些 简单 的 原理 就 能 得 到 包括 数学 模型 的 有 用 结果 . 直接 由 物理 原理 得 到 的 模型 叫 机 理 模 
Æ (mechanistic model). 一 个 简单 的 例子 就 是 电路 中 关于 电流 的 著 多 AA, 即 欧姆 定律 : E = IR. 
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然而 , 科学 和 工程 的 大 多 数 问题 要 求 对 系统 的 运行 进行 观测 (observation) 和 实验 ,从 而 盖 明 系 
统 运行 的 原因 和 方式 . 设计 良好 的 实验 常常 可 以 导出 系统 运行 的 模型 , 这 种 由 实验 决定 的 模型 称 
作 经 验 模 型 (empirical model). 通 贯 全 书 , 我 们 将 介绍 把 所 设计 实验 的 结果 转化 为 所 研究 系统 的 
经 验 模型 的 技巧 . 这 些 经 验 模 型 像 机 理 模 型 一 样 能 被 科学 家 和 工程 师 使 用 . 

一 个 设计 良好 的 实验 是 重要 的 , 因为 从 实验 中 得 到 的 结果 和 结论 在 很 大 程度 上 依赖 于 收集 
数据 的 方法 . 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 在 上 述 实验 中 那 位 冶金 工程 师 用 来 自 同一 炉 的 试 件 进行 油 
学 ,而 用 第 二 炉 的 试 件 进行 盐水 淳 . 那么 , 当 比 较 平均 硬度 时 , 工程 师 就 不 能 说 出 所 观测 到 的 差 
剂 有 多 少 是 淳 火 介质 所 致 , 以 及 有 多 少 是 由 于 炉 次 的 不 同 而 致 2. 因此, 收集 数据 的 方法 对 由 实 
验 所 能 得 到 的 结论 起 到 了 负面 的 影响 . 

一 般 地 ， 实 验 可 以 用 来 研究 过 程 和 系统 的 性 
能 ,过 程 或 系统 可 以 用 图 1.1 所 示 的 模型 来 表示 . 
通常 可 以 形象 地 将 过 程 视 为 操作 、 机 器 、 方 法 、 
人 以 及 其 他 资源 的 一 种 组 合 ， 它 把 某 种 输入 (OR 
党 是 一 种 物质 ) 转变 为 有 一 个 或 多 个 可 观测 的 网 
应 (response) 变量 的 一 种 输出 . 某 些 过 程 变量 和 材 
料 特性 T1, 22,00 ,zp 是 可 控制 的 , 而 另 一 些 变量 
21, 22,-* ,Zg 是 不 可 控制 的 (尽管 它们 对 试验 的 目 n 5 5 
的 来 说 也 许 是 可 控 的 ). 实验 的 目的 包括 ; 个 可 控 因 子 


(1) 确定 哪些 变量 对 响应 y 的 影响 最 大 : 图 1.1 过 程 或 系统 的 一 般 模型 
(2) 确定 有 影响 的 > 设置 为 何 值 可 使 y 几乎 接 
近 于 所 希望 的 额定 值 ; 


(3) 确定 有 影响 的 x 设置 为 何 值 可 使 得 y 的 变异 性 较 小 ; 

(4) 确定 有 影响 的 z 设置 为 何 值 可 使 得 不 可 控制 的 变量 z2, cos... , z 的 效应 最 小 

正如 前 面 讨论 所 见 , 实验 往往 包括 几 个 因子 . 通常 进行 实验 的 人 ( 称 为 实验 者 ) 的 目的 , 就 
是 要 确定 这 些 因子 对 系统 的 输出 响应 的 影响 , 设计 和 进行 实验 的 一 般 方法 称 作 实验 策略 实验 者 
可 以 采取 多 个 策略 . 我 们 将 用 一 个 非常 简单 的 例子 来 说 明 一 些 策略 . 

我 很 喜欢 打 高 尔 夫 球 ， 可 是 我 不 喜欢 练习 ， 所 以 我 总 是 在 寻找 一 种 降低 得 分 的 更 简单 的 办 
法 . 我 认为 有 些 因子 可 能 会 很 重要 , 即 可 能 会 影响 我 的 高 尔 夫 得 分 , 这 些 因子 包括 ， (1) 使 用 的 长 
打 棒 的 类 型 (特大 尺寸 的 还 是 常规 尺寸 的 ); (2) 使 用 的 球 的 类 型 (树胶 的 还 是 三 片 的 ); (3) 步行 
TET SER ACER BE YE RESI SR AR CERE; (4) 打球 时 喝 的 是 水 还 是 啤酒 : (5) 在 上 午 打球 还 是 在 下 
午 打球 ; (6) 打球 时 天 气 是 冷 还 是 热 ; (7) 高 尔 夫 球鞋 钉 的 类 型 (金属 的 还 是 软 的 ); (8) 在 有 风 的 
日 于 还 是 无 风 的 日 子 打球 . 

TR, 还 可 以 考虑 其 他 的 因子 . 假定 我 们 主要 感 兴趣 的 就 是 这 些 因 子 . 而且 基于 长 期 的 比 
赛 经 验 , 我 认为 第 5~8 个 因子 可 以 忽略 ， 这 些 因子 之 所 以 不 重要 是 因为 它们 的 效应 非常 小 , 没有 
实际 意义 . 工程 师 和 科学 家 通常 必须 对 他 们 正 考虑 的 真实 实验 中 的 部 分 因子 作出 以 上 的 决策 . 
现在 , 考虑 怎样 通过 实验 检验 第 1~4 个 因子 对 我 的 高 尔 夫 成 绩 的 影响 假定 实验 过 程 中 最 


D 实验 设计 专家 可 能 会 说 ， 济 火 介 质 和 炉 次 的 效应 已 经 混杂 了 . 也 就 是 说 , 这 两 种 因子 的 效应 不 能 分 
FT. 
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多 能 打 8 轮 高 尔 夫 球 . 一 种 方法 就 是 选择 这 些 因子 的 任意 组 合 , 测试 它们 , 观测 发 生 了 什么 , fl 
如 , 选择 使 用 特大 长 打 棒 、 树胶 球 . 乘 高 尔 夫 球 车 和 喝 水 的 组 合 , 结果 为 87 杆 . 但 是 在 这 一 轮 中 ， 
我 注意 到 使 用 特大 长 打 棒 有 几 杆 进 球 结 果 并 不 好 (高尔夫 比赛 中 长 并 不 总 是 好 的 ), 因此 我 决定 
在 号 一 轮 中 使 用 常规 长 打 棒 , 其 他 因子 保持 不 变 . 基于 目前 试验 的 结果 , 下 次 试验 改变 一 个 (或 两 
^r) 因子 的 水 平 , 这 种 方法 可 以 几乎 无 限期 地 继续 下 去 . 这 种 我 们 称 之 为 最 佳 猜测 法 (best-guess 
approach) 的 实验 策略 在 实践 中 经 常 被 工程 师 和 科学 家 所 采用 .因为 实验 者 具有 大 量 关于 他 们 
正 研究 的 系统 的 技术 上 或 理论 上 的 知识 , 还 有 相当 丰富 的 实际 经 验 , 所 以 该 方法 的 使 用 效果 通常 
相当 好 . 但 是 最 佳 猜 测 法 至 少 有 两 点 不 足 ， 第 一 , 假定 最 初 的 最 佳 猜测 没有 产生 预期 的 结果 . 实 
验 兰 不 得 不 做 另 一 种 关于 因子 水 平 正 确 组 合 的 猜想 , 这 要 继续 很 长 一 段 时 间 , 而 且 没 有 成 功 的 保 
证 . 第 二 , 假定 最 初 的 最 佳 猜测 产生 了 一 个 可 以 接受 的 结果 , 现在 虽然 不 能 保证 最 优 解决 办 法 已 
被 发 现 , 但 实验 者 仍 试图 终止 实验 . 

为 一 种 在 实际 中 被 广泛 应 用 的 实验 策略 是 一 次 一 因子 (one-factor-at-a-time) 方法 .这 种 方 
法 包括 对 每 个 因子 选择 初始 点 , 或 者 水 平 的 初始 (baseline) 组 合 , 然后 在 保持 其 他 因子 在 初始 水 
平 不 变 的 条 件 下 , 让 每 一 个 因子 在 其 所 允许 的 范围 内 进行 连续 变动 . 当 所 有 的 试验 都 做 完 后 , 我 
们 束 可 以 作出 一 系列 的 图 形 , 来 显示 响应 变量 如 何 受 各 个 单 因子 变化 ( 即 保持 其 他 因 于 不 变 ) 的 
影响 . 图 1.2 给 出 了 高 尔 夫 实 验 的 一 系列 图 , 将 特大 长 打 棒 、 树 胶 球 、 步 行 和 喝 水 作为 4 个 因子 
的 初始 水 平 . 这 个 图 的 解释 是 非常 直观 的 , 例如 , 行进 模式 曲线 的 斜率 是 负 的 . 我 们 可 以 得 出 乘 
车 有 助 于 提高 成 绩 的 结论 . 根据 这 些 一 次 一 因子 图 形 , 我 们 选择 的 最 优 组 合 是 常规 长 打 棒 、 乘 车 
MRK. 高 尔 夫 球 的 类 型 似乎 并 不 重要 . 


特大 常规 树胶 球 =H 步行 RE 水 啤酒 
Kt HE 球 行进 模式 饮料 


图 1.2 两 尔 夫 实 验 的 一 次 一 因子 策略 的 结果 


一 次 一 因子 策略 的 主要 缺点 在 于 , 它 没 有 考虑 因子 
间 可 能 存在 的 交互 作用 (interaction). 交互 作用 会 使 一 
个 因子 与 另 一 个 因子 的 不 同 水 平 的 结合 使 用 难以 对 响应 
产生 同样 的 效应 . 图 1.3 说 明了 高 尔 夫 实验 中 长 打 棒 的 
类 型 和 饮料 因子 之 间 的 交互 作用 . 可 以 看 出 , 如 果 我 使 
用 常规 长 打 棒 , 所 喝 的 饮料 类 型 对 得 分 几乎 没有 影响 ,但 


得 分 


是 如 果 我 使 用 特大 长 打 棒 , 喝 水 的 效果 比 喝 啤 酒 的 效果 水 

更 好 . 因子 间 的 交互 作用 是 非常 普遍 的 , 如 果 交互 作用 KERE 

存在 , 那么 一 次 一 因子 的 策略 产生 的 结果 往往 不 理想 . 许 E13 高尔夫 实 验 长 打 棒 类 型 和 
多 人 没有 意识 到 这 一 点 , 结果 在 实际 中 经 常 采用 一 次 一 球 的 类 型 的 交互 作用 


四 了 实验 (有 些 人 确实 认为 这 个 策略 是 一 种 科学 方法 , 或 者 认为 它 “ 合 乎 工程 原理 .) 然而 对 设 
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计 而 言 , 一 次 一 因子 实验 往往 比 其 他 基于 统计 途径 的 方法 效率 更 低 . 第 5 章 将 详细 讨论 这 一 点 . 

处 理 多 个 因子 的 正确 方法 是 进行 析 因 实验 (factorial experiment)， 这 种 实验 策略 是 所 有 因 
子 一 起 变化 , 而 不 是 一 次 变 一 个 . 析 因 实验 设计 的 概念 非常 重要 , 因此 本 书 中 有 好 几 章 都 介绍 基 
本 析 因 实验 及 其 大 量 有 用 的 变形 和 特例 . 

为 了 说 明 析 因 实 验 是 如 何 进行 的 , 考虑 高 尔 夫 实验 , 假定 只 考虑 两 个 因子 : 长 打 棒 的 类 型 和 
球 的 类 型 . 图 1.4 显示 了 研究 两 个 因子 对 高 尔 夫 得 分 的 联合 效应 的 二 因子 析 因 实验 . 注意 到 这 
个 析 因 实验 的 两 个 因子 都 有 两 个 水 平 , 而 且 两 个 因子 水 平 交叉 的 所 有 可 能 组 全 在 设计 中 都 用 上 
了 . 从 几何 上 看 , 也 就 是 4 轮 实 验 的 结果 对 应 于 一 个 正 
方形 的 4 个 角 点 . 这 种 特殊 的 析 因 实验 称 作 22 析 因 设 
计 ( 两 个 因子 , 每 个 因子 有 两 个 水 平 ), 因为 我 希望 打 8 
轮 高 尔 夫 球 来 检测 这 些 因 子 , 所 以 图 1.4 中 显示 的 每 
个 因子 水 平 组 合 可 以 各 打 2 轮 . 实验 设计 者 称 之 为 重 E 
复 设计 两 次 . 这 样 的 实验 设计 可 以 帮助 实验 者 研究 每 E 
个 因子 的 个 体 效应 (或 主 效应 ) 并 判定 因子 是 否 存 在 2 
AH TERI. C 

图 1.5a 显示 了 执行 图 L4 中 的 析 因 实验 的 结果 . 

在 正方 形 的 4 个 角 点 上 显示 了 每 一 轮 高 尔 夫 得 分 . 注 

意 到 有 4 个 轮 次 的 高 尔 夫 得 分 提供 了 使 用 常规 长 打 棒 Min 
的 信息 , 另外 4 轮 提供 了 使 用 特大 长 打 棒 的 信息 通 SEE 

过 计算 正方 形 右 边 和 左边 的 得 分 均值 差 (如 图 1.5b 所 示 ), 我 们 得 到 从 特大 长 打 棱 换 到 常规 长 打 
棒 效 应 的 度量 , Bp 
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图 1.5 图 1.4 中 的 高 尔 夫 实验 的 得 分 以 及 因子 效应 的 计算 
因此 , 从 特大 长 打 棒 换 到 常规 长 打 棒 平 均 每 轮 增加 3.25 分 ， 与 此 类 似 , 正方 形 顶 部 的 4 个 得 分 
和 正方 形 底部 的 4 个 得 分 的 均值 差 度量 了 所 用 球 的 效应 ( 见 图 1.50): 


1 C C 
球 的 效应 = 88 +9 T CM B imm 


最 后 , 用 右上 -左下 对 角 线 和 左上 - 右 下 对 角 线 的 均值 差 来 度量 球 类 型 和 长 打 棒 类 型 的 交互 作用 
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( 见 图 1.5), 结果 如 下 : 
球 和 球 棒 的 交互 作用 二 — 88 490 — 一 

析 因 实验 的 结果 表明 长 打 棒 的 效应 大 于 球 以 及 交互 作用 的 效应 , 可 以 利用 统计 检验 判定 这 
些 效应 与 0 是 否 有 显著 差异 . 事实 上 , 统计 证 据 表 明 长 打 棒 效应 与 0 有 显著 差异 , 而 其 他 两 个 效 
应 与 0 没有 显著 差异 . 所 以 , 实验 结果 提示 我 应 该 采用 特大 长 打 棒 . 

这 个 简单 的 例子 显现 出 析 因 实验 的 一 个 非常 重要 的 特性 , 即 析 因 实验 可 以 高 效率 地 利用 实 
WAWE. 注意 到 这 组 实验 包括 8 个 观测 值 , 所 有 观测 值 都 用 于 计算 长 打 棒 、 球 和 交互 作用 的 效 
应 . 没有 其 他 的 实验 策略 可 以 这 样 高 效率 地 利用 数据 , 这 是 析 因 实验 一 个 重要 且 有 用 的 特性 , 

可 以 将 析 因 实验 的 概念 推广 到 3 个 因子 . 假定 希望 研究 长 打 棒 类 型 、 球 类 型 以 及 饮料 类 型 
对 高 尔 夫 得 分 的 效应 , 并 且 假 定 这 3 个 因子 都 有 两 个 水 平 , 析 因 实验 的 设计 可 以 如 图 1.6 所 示 . 
注意 到 各 有 两 个 水 平 的 3 个 因子 有 8 个 试验 组 合 , 8 个 试验 点 可 以 在 几何 上 用 立方 体 的 8 个 顶 
点 来 表示 . 这 是 一 个 2 析 因 设计 的 例子 . 因为 我 只 想 打 8 轮 高 尔 夫 球 , 所 以 , 此 次 实验 要 求 我 每 
轮 只 能 打 图 1.6 中 的 8 个 顶点 所 代表 的 其 中 一 种 组 合 . 但 是 , 与 图 1.4 中 的 二 因子 析 因 设计 相 
比 , 2” 析 因 设 计 在 因子 的 效应 方面 提供 了 相同 的 信息 . 例如 , 车 图 1.4 中 的 二 因子 设计 中 的 每 轮 
实验 重复 两 次 , 则 在 这 两 个 设计 中 , 都 有 4 个 试验 提供 关于 常规 长 打 棒 的 信息 , 4 个 试验 提供 关 
于 特大 长 打 棒 的 信息 ， 
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球 
长 打 棒 
图 1.6 涉及 长 打 棒 类 型 . 球 类 型 以 及 饮料 类 型 的 三 因子 析 因 实验 


图 1.7 显示 了 如 何在 2* 析 因 设 计 中 研究 所 有 的 4 个 因子 一 一 长 打 棒 , ER. 饮料 和 行进 方式 
(2b 1T SK IE?E). 像 在 任意 的 析 因 设计 中 一 样 , 它 利 用 了 因子 水 平 组 合 的 所 有 可 能 . 由 于 所 有 4 个 
因子 都 有 两 个 水 平 , 所 以 这 个 实验 设计 在 几何 上 仍然 可 以 用 立方 体 (实际 上 是 超 立 方 体 ) 表示 ， 


行进 模式 


饮料 


球 
长 打 棒 
图 1.7 涉及 长 打 棒 类 型 、 球 类 型 . 饮料 类 型 以 及 行进 模式 的 四 因子 析 因 实验 


一 般 地 , 如 果 有 k 个 因子 , 每 个 因子 有 两 个 水 平 , 那么 析 因 设计 就 要 进行 2^ $6. 例如 , 图 1.7 
中 的 实验 要 进行 16 轮 . 显然 , 随 着 感 兴趣 的 因子 数 的 增加 , 要 求 的 轮 数 也 迅速 增加 . 比如 , 具有 
10 修 因 村、 每 个 因子 都 有 两 个 水 平 的 实验 需要 进行 1 024 轮 . 这 无 论 从 时 间 还 是 资源 角度 来 说 ， 
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都 是 不 可 行 的 . 在 高 尔 夫 实验 中 , 我 只 能 打 8 轮 高 尔 夫 球 , 所 以 图 1.7 中 的 实验 次 数 就 已 经 很 多 

所 幸 的 是 , 如 果 有 4-5 个 甚至 更 多 的 因子 , 通常 没 必 要 对 因子 水 平 所 有 可 能 的 组 合 一 一 进 
TRE. 分 式 析 因 实验 (fractional factorial experiment) 是 基本 的 析 因 设计 的 变形 , 它 只 对 所 有 
组 合 的 一 个 子 集 进行 试验 . 图 1.8 显示 了 高 尔 夫 实验 中 4 个 因子 的 一 个 分 式 析 因 设 计 . 这 个 实 
验 只 需要 做 8 轮 而 不 是 原来 要 求 的 16 56, E] ETE Z 5T x (one-half fraction). 如 果 我 只 做 8 
轮 实验 , 那么 这 是 研究 所 有 4 个 因子 的 极 好 试验 . 它 提供 了 很 好 的 关于 4 个 因子 主 效应 的 信息 
以 及 因子 间 如 何 交 互 的 部 分 信息 . 
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图 1.8 ”涉及 长 打 棒 类 型 球 类 型 、 饮料 类 型 以 及 行进 模式 的 四 因子 分 式 析 因 实 验 


分 式 析 因 设计 广泛 应 用 在 产品 研究 和 开发 以 及 过 程 改进 中 . 这 些 设计 将 在 第 8 章 中 讨论 
1.2 ”实验 设计 的 一 些 典 型 应 用 


实验 设计 方法 在 很 多 学 科 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 正如 前 面 提 到 的 一 样 , 我 们 可 以 把 实验 看 作 
科学 研究 过 程 的 一 部 分 , 也 可 以 把 它 看 作 是 探究 系统 或 过 程 运行 方式 的 一 种 途径 . 一 般 来 说 , 我 
们 先是 对 某 一 过 程 提 出 一 些 猜想 , 然后 进行 实验 , 产生 这 一 过 程 的 一 些 数据 , 再 用 来 目 这 一 实验 
的 信息 建立 新 的 猜测 , 它 又 导出 新 的 实验 , 如 此 等 等 . 我 们 正 是 通过 这 样 的 一 系列 活动 进行 探究 
的 . 

在 科学 和 工程 学 领域 , 实验 设计 是 改进 产品 实现 过 程 的 非常 重要 的 手段 . 这 些 活动 是 新 的 
制造 过 程 设 计 与 开发 以 及 过 程 管 理 中 的 重要 元 素 . 在 过 程 开发 的 早期 , 应 用 实验 设计 方法 能 够 : 
(1) 提高 产量 ; (2) 减少 变异 性 , 与 额定 值 或 目标 值 更 为 一 致 ; (3) 缩短 开发 时 间 ; (4) 降低 总 成 本 . 

实验 设计 方法 在 开发 新 产品 、 改 进 老 产品 的 工程 设计 (engineering design) 活动 中 也 扮演 着 
重要 角色 . 实验 设计 在 工程 设计 中 的 某 些 应 用 包括 : (0) 评价 和 比较 基本 的 设计 结构 ; (2) 评定 材 
料 的 选择 方案 ; (3) 选择 设计 参数 , 使 得 产品 能 在 广泛 的 实际 使 用 条 件 下 运行 良好 , ERE, 使 
ARERR; (4) 确定 影响 产品 性 能 的 关键 产品 设计 参数 ; (5) 新 产品 的 配方 . 在 这 些 领域 中 ， 
应 用 实验 设计 可 以 使 产品 更 容易 制造 , 具有 更 高 的 现场 性 能 和 可 靠 性 , 具有 更 低 的 产品 成 本 、 更 
短 的 产品 设计 和 开发 时 间 . 现在 介绍 儿 个 例子 来 予以 说 明 . 

例 1.1 过 程 刻 画 

一 台 漫 流 焊接 机 用 在 印刷 电路 板 的 制造 过 程 中 . 机 器 将 电路 板 在 焊剂 中 清洗 、 预 热 , 然后 将 它 顺 着 传送 
带 通 过 一 波 融 化 的 焊料 ， 这 一 焊接 过 程 将 板 上 的 加 铅 元 件 进行 电 连接 和 机 械 连接 . 

目前 , 该 过 程 产生 大 约 1 又 的 次 品 . 也 就 是 说 , 电路 板 上 的 有 1 名 的 焊 点 是 不 合格 的 , 需要 人 工 修正 . 但 
ER. 国 为 每 个 印刷 电路 板 平均 含有 2 000 多 条 焊接 线 , 即使 是 1 锅 的 次 品 水 平 也 使 需要 返工 的 焊 点 太 名 了 . 
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对 此 , 负责 该 过 程 的 工程 师 想 用 实验 设计 来 确定 哪些 机 器 参数 对 出 现 焊料 次 品 有 影响 ,以 及 应 该 怎样 调整 那 
些 变量 以 便 减 少 焊 料 次 品 . 

浸 流 焊接 机 有 以 下 几 个 可 以 控制 的 变量 ，(1) 焊料 温度 ; (2) 预 热 温度 ; (3) 传送 带 速度 . (4) 焊剂 类 型 ; 
(5) 焊剂 的 比重 ; (6) 焊料 波 的 深度 ; (7) 传送 带 和 角度. 

除了 这 些 可 控制 的 因子 之 外 , 还 有 另外 几 个 因子 在 日 常生 产 中 不 容易 控制 (尽管 为 了 试验 的 目的 可 以 
对 它们 进行 控制 ). 这 些 因子 是 : (1) 印刷 电路 板 的 厚度 ; (2) 电路 板 上 所 用 的 元 件 的 类 型 ， (3) 电路 板 上 的 元 
件 的 布局 ; (4) 操作 工 ; (5) 生产 率 . 

在 这 种 情况 下 ,工程 师 想 要 刻画 (characterize) 漫 流 焊 接 机 . 也 就 是 说 , 他 想 要 确定 哪些 因子 (可 控制 
的 与 不 可 控制 的 ) 对 印刷 电路 板 出 现 次 品 有 影响 . 要 完成 这 一 任务 ， 他 可 以 设计 一 个 实验 以 便 能 够 估计 因子 
效应 的 大 小 和 方向 . 即 当 每 个 因子 变化 时 , 响应 变量 (每 单位 的 次 品 数 } 能 有 名 大 的 变化 ， 所 有 因子 一 起 改变 
产生 的 结果 与 调节 个 别 因 子 产生 的 结果 有 没有 差别 (BD, 因子 间 是 否 存在 交互 作用 )? 有 时 候 ,我 们 称 这 类 实 
Je A Akis (screening experiment). 筛选 实验 或 刻画 实验 一 般 需 要 使 用 分 趟 析 因 设计 . 如 图 1.8 所 示 的 
高 尔 夫 例子 . 

由 这 种 筛选 实验 或 刻画 实验 所 得 到 的 信息 , 将 用 于 识别 关键 的 过 程 因 子 , 并 确定 这 些 因 子 的 调整 方向 以 
便 进 一 步 减少 单位 次 品 数 .实验 也 可 以 提供 关于 在 日 常生 产 中 哪些 因子 应 该 更 仔细 地 控制 的 信息 ,以 避免 出 
现 高 次 品 水 平和 不 稳定 的 过 程 性 能 . 这 样 一 来 , 实验 的 一 种 结果 可 能 就 是 ， 不 仅 可 以 将 控制 图 技术 运用 到 过 
程 输出 上 ， 而 且 可 以 将 像 控 制图 这 样 的 技术 应 用 到 一 个 或 多 个 过 程 变量 (例如 焊料 温度 ) 中 . 过 一 段 时 间 , 如 
果 过 程 有 足够 的 改善 , 就 有 可 能 主要 依靠 过 程控 制 方案 来 控制 过 程 输入 变量 ,而 不 是 依靠 控制 图 来 控制 过 程 
输出 . 

例 1.2 过程 优化 

在 刻画 实验 中 ， 人 们 通常 希望 确定 哪些 过 程 变 量 会 影响 过 程 的 响应 . 逻辑 上 ， 下 一 步 枝 就 是 优化 ， 即 确 
定 寻 臻 最 佳 响应 的 重要 因子 的 范围 . 例如 , 如 果 响 应 是 产 率 , 则 寻求 最 大 产 率 的 区 域 : 如 果 响 应 是 产品 的 xs 
重要 尺度 的 变异 性 , 则 寻求 最 小 变异 性 的 区 域 . 

假 让 我 们 想 要 提高 某 一 化 学 过 程 的 产 率 . 由 刻画 实验 的 结果 知道 , 影响 产 率 的 两 个 最 重要 的 过 程 变量 是 
操作 温度 和 反应 时 间 . 当前 过 程 是 在 温度 145? F, 反应 时 间 2.1 小 时 进行 的 , 产 率 约 为 S096. 图 1.9 显示 了 
时 间 - 温 度 区 域 的 俏 视 图 .在 此 图 中 ， 具有 相同 产 率 的 连 线 形成 了 响应 等 高 线 (contour), 该 图 显示 了 产 率 为 
6076, 70%, 8076, 90%，95 吕 的 等 高 线 图 ， 这 些 等 高 线 是 产 率 曲面 {对 应 于 前 面 所 说 的 百分比 产 率 ) 的 截面 
在 时 间 - 温 度 区 域 上 的 投影 . 此 产 率 曲 面 有 时 叫做 响应 曲面 (response surface). 图 1.9 中 的 真实 响应 曲面 对 
生产 人 员 来 说 是 未 知 的 , 所 以 需要 实验 的 方法 并 通过 调整 时 间 和 温度 来 优化 产 率 . 

为 了 找 出 最 优 值 的 位 置 ， 需 要 进行 时 间 和 温度 一 起 变化 的 实验 , BD. 析 因 实验 . 图 1.9 显示 了 时 间 和 温 
度 都 各 有 两 个 水 平 的 析 因 实验 的 结果 , 在 正方 形 4 个 角 点 处 观测 得 到 的 响应 显示 ， 我 们 应 该 按 增 加 温度 且 减 
小 有 反应 时 间 的 方向 移动 以 增加 产 率 . 依 此 方向 再 进行 少量 的 附加 实验 ,而 这 些 附加 实验 将 足以 使 我 们 找到 最 
大 产 率 区 域 的 位 置 . 

旦 找到 了 优化 区 域 , 一 般 就 要 进行 另 一 次 实验 . 第 2 次 实验 的 目标 是 开发 个 过 程 的 经 验 模 型 ， 并 
得 到 一 个 对 时 间 和 温度 的 最 优 运行 条 件 的 精确 估计 ， 这 种 过 程 最 优化 的 方法 称 作 响应 曲面 方法 (response 
surface methodology), 第 11 章 将 会 详细 研究 它 ， 图 1.9 中 的 第 2 个 实验 是 一 个 中 心 复 合 设 计 (central 
composite design), 是 用 在 过 程 优化 研究 中 最 重要 的 实验 设计 之 一 . 

例 1.3 产品 设计 I 

生化 工程 师 要 设计 一 种 新 的 药品 静脉 推 射 菏 ,这 种 推 射 泵 应 该 在 特定 的 时 间 里 注射 规定 剂量 的 药品 .她 
必须 指定 一 抢 变 量 或 设计 参数 ,其 中 包括 空 简 的 直径 和 长 度 . 空 简 和 活塞 的 适合 度 , 活塞 的 长 度 、 连接 推 身 
录 和 岳 和 人 病人 静脉 的 针 的 乳头 的 直径 和 壁 厚 、 用 来 制造 空 简 和 乳头 的 材料 ， 以 及 系统 必须 控制 的 额定 气压 . 
部 分 设计 参数 的 效应 可 以 通过 建立 原型 (原型 中 的 参数 在 合适 的 范围 内 变化 ) 来 评估 . 可 以 设计 实验 来 检验 
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原型 ， 从 而 发 现 哪些 设计 参数 对 静 推 菏 的 性 能 影响 最 大 . o UE I 9T ULT BR LER 2 PT ELE GE 
可 靠 且 平稳 的 药品 注射 . 


第 二 次 优化 实验 
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区 域 的 途径 
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图 1.9 ”说 明 优 化 实验 的 产 率 作为 反应 时 间 和 反应 温度 的 函数 的 等 高 线 图 


例 1.4 产品 设计 II 

工程 师 要 设计 一 种 飞机 发 动机 {! 商 用 的 涡 扇 发 动机 ), 希望 能 运用 到 飞行 高 度 为 40 000 XR. KTER 
为 0.8 马赫 的 巡航 机 中 .设计 参数 包括 进口 流量 . AEE. 总 气压 、 定子 出 口 温 度 以 及 许多 其 他 因子 .系统 
的 输出 响应 变量 有 耗 油 量 和 发 动机 推进 力 ， 在 设计 过 程 的 早期 , 不 允许 建造 原型 或 试验 飞机 ,所 以 工程 师 利 
用 系统 的 计算 机 模型 (computer model), 并 把 重点 放 在 发 动机 的 关键 设计 参数 上 , 他 们 改变 这 些 参数 以 便 
优化 发 动机 的 性 能 . 实验 设计 可 以 借助 发 动机 的 计算 机 模型 来 确定 最 重要 的 设计 参数 和 它们 的 最 优 设置 . 

设计 师 经 常 利用 计算 机 模型 来 辅助 设计 . 例如 , 许多 结构 性 设计 和 机 理性 设计 方面 的 有 限 元 模型 ， 集 成 
电路 设计 的 电路 模拟 , 工厂 或 企业 级 的 用 于 进度 计划 和 产量 计划 或 供应 链 管理 的 模型 ， 以 及 复杂 化 学 过 程 的 
计算 机 模型 . 统计 设计 实验 可 以 像 在 实际 的 物理 系统 中 一 样 简便 和 成 功 地 应 用 在 这 些 模 型 当中 ， 从 而 绒 减 开 
发 时 间 , Ck EIE. 

例 1.5 ”产品 配方 

生化 工程 师 要 设计 一 种 诊断 产品 来 检测 某 一 种 特定 疾病 是 否 存 在 ， 该 产品 是 生物 材料 、 化 学 试剂 和 其 
他 材料 的 混合 物 , 当 与 人 的 血液 混合 时 发 生 反 应 并 提供 诊断 信息 . 这 里 使 用 的 实验 类 型 是 混 料 实验 (mixture 
experiment), 因为 组 成 诊断 产品 的 各 成 分 在 混合 物 中 的 比率 总 和 为 100 名 (无 论 是 体积 比 、 重量 比 还 是 摩尔 
比 )， 响 应 是 在 产品 中 出 现 的 混合 比 的 函数 . 混 料 实验 是 响应 曲面 实验 的 特殊 类 型 , 第 11 章 将 会 研究 它们 . 
在 设计 生物 科技 产品 . 药品 、 油漆 和 涂料 , 消费 品 【 比 如 清洁 剂 . 肥皂 和 其 他 个 人 护理 用 品 },， 以 及 各 种 其 他 
产品 方面 , 它们 都 有 很 大 的 用 途 . 


1.3 基本 原理 


如 果 想 要 更 有 效 地 进行 例 1. 至 例 1.5 所 描述 的 那 种 实验 , 就 必须 用 科学 的 方法 来 设计 它 
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们 . 所 谓 实验 的 统计 设计 (fstatistical design of experiments), 就 是 设计 实验 的 过 程 , 以 便 收集 适 
合 于 用 统计 方法 分 析 的 数据 , 从 而 得 出 有 效 且 客观 的 结论 . 如 果 想 从 数据 中 得 出 有 意义 的 结论 ， 
那么 用 统计 方法 作 实验 设计 是 必要 的 . 当 问 题 涉及 受 实验 误差 影响 的 数据 时 , 只 有 统计 方法 才 古 
客观 的 (objective) 分 析 方 法 . 因此 , 任何 实验 问题 就 存在 两 个 方面 : 实验 的 设计 和 数据 的 统计 分 
Br. 这 两 个 方面 是 紧密 相连 的 , 因为 分 析 方 法 直接 依赖 于 所 用 的 设计 . 这 两 个 论题 在 本 书 中 都 有 
涉及 . 

实验 设计 的 3 个 基本 原理 是 随机 化 (randomization)、 重复 (replication) 和 区 组 化 (blocking). 
随机 化 是 实验 设计 中 使 用 统计 方法 的 基石 . 它 的 意思 是 , 实验 材料 的 分 配 和 实验 中 各 次 试验 进行 
的 顺序 都 是 随机 确定 的 . 统计 方法 要 求 观测 值 (或 误差 ) 是 独立 分 布 的 随机 变量 . 随机 化 通常 能 
使 这 一 假定 有 效 . 把 实验 进行 适当 的 随机 化 亦 有 助 于 “平均 掉 ” 可 能 出 现 的 外 来 因子 的 效应 . 例 
如 , 假设 上 述 硬度 实验 中 的 试 件 的 厚度 稍 有 差异 , 而 淳 火 介质 的 效应 可 能 会 受 试 件 厚度 的 影响 . 
如 果 所 有 油 淳 的 试 件 都 比 盐 水 六 的 试 件 摩 , 则 实验 结论 可 能 存在 系统 偏差 . 这 个 偏差 将 对 其 中 一 
种 深 火 介质 不 利 ， 从 而 对 我 们 的 结论 也 不 利 . 然而 给 淳 火 介质 随机 地 分 配 试 件 就 会 缓解 这 种 问 
题 . 

计算 机 软件 程序 经 常用 于 辅助 实验 者 选择 和 指导 实验 设计 . 这 些 程序 经 常 使 实验 设计 按照 
随机 的 顺序 执行 每 一 轮 . 随机 顺序 可 以 由 一 个 随机 数字 发 生 器 产生 . 但 即使 有 了 这 样 一 种 计算 
机 程序 , 仍 有 必要 安排 在 实验 中 使 用 的 各 种 实验 材料 (比如 前 面 提 到 的 硬度 例子 中 的 各 个 试 件 )、 
操作 者 和 测量 装置 等 . 

有 时 候 实 验 者 很 难 随机 化 实验 的 某 一 部 分 . 例如 在 化 学 过 程 中 , 温度 是 非常 难以 改变 的 变 
量 . 相对 于 其 他 因子 , 我 们 很 少 改变 它 . 在 这 种 实验 中 , 完全 随机 化 是 非常 困难 的 , 因为 它 需 增加 
时 间 和 费用 . 我 们 将 采用 统计 设计 方法 来 处 理 随机 化 的 限制 问题 . 这 些 方法 的 一 部 分 将 在 后 续 章 
万 中 讨论 (特别 地 , 见 第 13 3€). 

所 谓 重复 , 是 指 每 个 因子 水 平 组 合 的 独立 重复 . 在 1.1 节 讨 论 的 冶炼 实验 中 , 重复 包含 用 油 
溢 处 理 试 件 和 用 盐水 浏 处 理 试 件 . 这 样 , 当 在 每 种 淳 火 介 质 中 处 理 了 5 块 试 件 时 , 我 们 就 说 做 了 
5 次 重复 . 这 10 个 观测 值 中 的 每 一 个 都 是 按照 随机 次 序 进行 的 . 重复 有 两 条 重要 的 性 质 . 第 一 ， 
它 允 许 实验 者 得 到 一 个 实验 误差 估计 , 这 个 误差 估计 成 为 一 个 确定 数据 之 间 的 观测 差 是 否 统 计 
意义 的 实际 差 的 基本 度量 单位 . 第 二 , 如 果 用 样本 均值 (y) 估计 实验 中 某 一 因子 水 平 的 响应 均值 
的 真 值 , 则 重复 能 够 使 得 实验 者 得 到 更 精确 的 参数 估计 . 例如 : 如 果 c? 是 单个 观测 值 的 方差 , 且 
有 n KER, 则 样本 均值 的 方差 是 

也 就 是 说 , WRA n — 1 次 重复 并 观测 得 y = 145( 油 济 ) 和 y» = 147( 盐 水 济 ), 我 们 也 许 
不 能 作出 关于 济 火 介质 效应 的 满意 推断 , 即 观测 差 可 能 是 实验 误差 的 结果 . 关键 是 , 没有 重复 我 
们 了 就 没有 办 法 知道 这 两 个 观测 值 为 何不 同 , 另 一 方面 , 如 果 n 合理 地 大 且 实 验 误 差 足够 小 , 则 当 
我 们 观测 到 y, < y, 时 , 就 有 相当 可 靠 的 结论 : 对 这 种 特殊 的 铝 合金 而 言 , 盐水 淳 会 比 油 淳 产生 
更 高 的 硬度 ， 

通常 在 随机 化 实验 中 连续 两 次 (或 更 多 次 ) 试验 的 一 些 因子 会 出 现 完全 相同 的 水 平 . 例如 ， 
一 个 实验 中 有 3 个 因子 : 压强 、 温度 和 时 间 . 随机 化 实验 次 序 后 , 我 们 发 现 : 


试验 号 压强 (psi) 温度 (C) 时 间 (分 钟 ) 
i 30 100 30 

i+l 30 125 45 

i42 40 12 45 


第 i 次 和 第 +1 次 试验 中 , 压强 的 水 平 是 相同 的 . 而 第 计 1 次 和 第 i2 次 试验 中 , 温度 和 时 间 
的 水 平 是 相同 的 . 为 了 获得 真正 的 重复 性 , 实验 者 需要 在 第 i 次 和 第 计 1 次 试验 中 间 ,“ 扭 动 压 
AER, 调 到 一 个 中 间 值 , 并 在 第 i+1 次 试验 中 重新 设 定 压强 为 30 psi. 类似 地 , 在 第 计 1 次 
和 第 i+2 次 中 间 , 在 设 定 第 i+2 次 试验 设计 水 平 之 前 , 先 将 温度 和 时 间 设 定 在 中 间 水 平 ， 部 分 
实验 误差 就 源 自 达到 和 维持 因子 水 平 的 变异 性 . 

重复 和 重复 测量 是 有 很 大 区 别 的 . 例如 , 假定 在 一 个 单 唱片 等 离子 体 蚀刻 工序 中 蚀刻 一 个 硅 
晶片 , 唱片 的 关键 尺寸 需 测量 3 次 . 这 种 测量 不 是 重复 , 而 是 重复 测量 . 此 时 , 3 次 重复 测量 的 观 
测 差 异 受 测量 系统 或 量具 内 在 的 变异 性 的 直接 影响 . 又 如 , 在 半导体 制造 实验 中 , 用 一 个 氧化 炉 
在 特定 的 气流 率 和 时 间 的 条 件 下 同时 加 工 4 个 晶片 , 测量 每 个 晶片 的 氧化 物 厚 度 . 和 前 例 相同 ， 
这 4 个 唱片 的 测量 不 是 重复 而 是 重复 测量 . 在 这 个 案例 中 , 这 4 个 测量 值 反映 了 特定 的 炉 次 中 
晶片 间 差 异 和 变异 性 的 其 他 来 源 . 而 重复 既 反 映 试验 间 的 变异 又 反映 试验 内 (内 在 ) 的 变异 ， 

区 组 化 是 用 来 提高 实验 精度 的 一 种 设计 技术 , 使 用 它 我 们 在 感 兴趣 的 因子 之 间 进 行 比较 . 区 
组 化 常用 于 减少 或 消除 讨厌 因子 带 来 的 变异 . 讨厌 因子 是 指 可 能 影响 实验 响应 而 我 们 不 直接 感 
兴趣 的 因子 . 例如 , 在 一 个 化 学 过 程 中 , 要 在 所 有 的 轮 次 中 使 用 两 批 原 材料 . 然而 由 于 供 货 商 之 
间 的 不 同 可 能 造成 批 次 间 的 差异 , 如 果 我 们 对 这 种 影响 不 是 特别 感 兴趣 ， 束 可 以 将 原材料 的 批 次 
作为 讨厌 因子 . 一 般 地 , 区 组 是 一 组 相对 类 似 的 实验 条 件 . 在 化 学 过 程 的 例子 中 , 批 次 内 的 变异 
现 期 小 于 批 次 间 的 变异 , 所 以 各 个 批 次 的 原材料 将 组 成 一 个 区 组 . 一 般 情况 下 ， 正如 在 该 例 中 一 
FE, 讨厌 因子 的 每 个 水 平 形成 一 个 区 组 . 实验 者 在 统计 设计 中 将 观测 值 按 区 组 进行 分 组 . 本 书 多 
处 (包括 第 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13 章 ) 将 详细 地 讨论 区 组 化 问题 , 2.5.1 节 给 出 了 一 个 简单 例子 来 
说 明 区 组 化 原理 ， 

实验 设计 的 3 个 基本 原理 (随机 化 、 重复 和 区 组 化 ) 是 每 个 实验 的 重要 部 分 . HRAB, 我 
们 将 反复 地 解释 并 强调 这 些 基 本 原理 . 


1.4 设计 实验 指南 


为 了 在 设计 和 分 析 实 验 时 使 用 统计 方法 ， 与 实验 有 关 的 每 一 个 人 需要 预先 对 所 研究 的 问题 
究竟 是 什么 以 及 如 何 收集 数据 等 有 一 个 清晰 的 认识 ， 至 少 要 对 如 何 分 析 这 些 数据 有 一 个 定性 的 
JTE. 推荐 的 步骤 大 纲 见 表 1.1. 现在 我 们 简要 地 讨论 该 大 纲 并 详细 地 描述 其 中 的 一 些 要 点 . 更 
多 的 细节 , 见 Coleman and Montgomery (1993). 本 章 的 补充 材料 也 是 有 用 E. 

(1) 问题 的 识别 与 表述 ”这 一 点 看 起 来 似乎 是 再 明白 不 过 了 , 但 是 在 实践 中 确认 需要 实验 
的 问题 的 存在 却 并 不 是 那么 简单 的 , 将 问题 阐述 得 简明 而 又 可 以 被 普遍 接受 就 更 不 简单 了 需要 
对 实验 目的 有 一 个 全 面 的 考虑 . 通常 吸收 所 有 有 关 各 方 的 参与 是 很 重要 的 , 其 中 包括 : TERN. 
原 量 保证 部 、 制造 部 、 市 场 营销 部 、 管理 部 门 、 顾客 以 及 操作 工 OB 0E, 他 们 有 很 多 很 好 的 想法 ， 
AUREAS T). 基于 这 个 原因 , 采用 团队 方法 来 设计 实验 是 值得 推荐 的 
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表 1.1 设计 实验 指南 
(1) 问题 的 识别 与 表述 
(2) 响应 变量 的 选择 ” 实验 前 的 计划 
(3) 因子 、 水 平和 范围 的 选择 ” 
(4) 实验 设计 的 选择 
(5) 进行 实验 
(6) 数据 的 统计 分 析 
(T) 结论 和 建议 
x 在 实践 中 , 第 2 步 和 第 3 步 通常 同时 进行 或 以 相反 次 序 进 行 . 


对 实验 涉及 的 有 关 问 题 列 一 个 清单 往往 是 有 帮助 的 . 明确 地 陈述 问题 通常 有 助 于 更 好 地 理 
解 正 在 研究 的 现象 以 及 问题 的 最 终 解 决 方案 . 牢记 总 目标 也 很 重要 . 例如 , 它 是 否 一 个 新 的 过 程 
或 系统 (此 时 初始 目标 可 能 是 刻画 或 因子 筛选 )? 它 是 否 一 个 已 经 被 提前 刻画 的 成 熟 的 或 者 容易 
理解 的 系统 (此 时 目标 可 能 是 优化 )? 一 个 实验 可 能 有 许多 目标 , 包括 确认 (系统 运行 的 方式 是 否 
与 以 前 一 样 ? ). 发 现 ( 如 果 我 们 开发 新 的 材料 、 变 量 、 运 行 条 件 等 , 将 会 发 生 什么 ? )、 稳定 性 或 
稳健 性 (在 什么 条 件 下 响应 变量 受 因 子 的 影响 小 , 或 者 我 们 怎样 才能 减 小 我 们 不 能 直接 控制 的 来 
源 引 起 的 响应 变量 的 变异 ? ). 显然 , 实验 中 涉及 的 问题 直接 与 总 目标 相关 . 提出 问题 时 必须 认识 
到 一 个 大 的 综合 性 实验 不 可 能 满意 地 回答 所 有 的 关键 性 问题 . 一 个 综合 性 实验 要 求实 验 者 知道 
许多 问题 的 答案 , 如 果 他 们 错 了 , 结果 将 是 令 人 失望 的 . 这 不 仅 浪费 时 间 、 材料 和 其 他 资源 , 也 许 
还 会 导致 根本 不 能 满意 地 回答 起 初 研究 的 问题 . 采用 序 贯 的 方法 是 一 个 较 好 的 策略 . 所 谓 序 贯 的 
方法 , 就 是 做 一 系列 较 小 的 实验 , 每 个 实验 都 有 一 个 特定 的 目标 , 比如 因子 筛选 . 

(2) 响应 变量 的 选择 ”在 选择 响应 变量 时 , 实验 者 应 该 确信 这 个 变量 确实 会 对 所 研究 的 过 程 
提供 有 用 的 信息 . 我 们 经 常 取 测 量 特性 的 平均 值 或 标准 差 (或 两 者 ) 为 响应 变量 . 多 重 响 应 并 非 
不 常用 . 仪表 性 能 (或 测量 误差 ) 也 是 一 个 重要 因子 . 如 果 仪 表 性 能 差 , 则 只 有 相对 大 的 因子 效 
应 才能 通过 实验 检测 出 来 , 或 者 需要 做 附加 的 重复 实验 . 在 一 些 仪表 性 能 不 好 的 情形 下 , 实验 者 
可 以 多 次 测量 每 个 实验 单元 , 采用 重复 测量 的 平均 值 作为 响应 的 观测 值 . 在 进行 实验 前 , 确定 与 
响应 的 定义 及 测量 方式 有 关 的 事项 是 非常 重要 的 ， 有 时 设计 实验 被 用 来 研究 和 改进 测量 系统 的 
性 能 , 相关 例子 见 第 12 XE. 

(3) 因子 .水 平和 范围 的 选择 (WE 1.1 的 注释 所 示 , 第 2 步 和 第 3 步 通常 同时 进行 , 或 者 
以 相反 次 序 进行 .) 当 所 考虑 的 因子 可 能 影响 过 程 或 系统 的 改进 时 ,实验 者 发 现 这 些 因 子 通常 可 
以 分 为 潜在 设计 因子 或 讨厌 因子 . 潜在 设计 因子 是 指 实验 者 希望 在 实验 中 改变 的 因子 . 通常 我 
们 发 现 会 有 许多 的 潜在 设计 因子 ,所 以 对 它们 进行 进一步 分 类 是 有 帮助 的 . 一 些 有 用 的 分 类 包括 
设计 因子 、 保 持 常量 因子 和 允许 改变 因子 . 设计 因子 是 指 在 实验 中 被 实际 选择 用 来 研究 的 因子 . 
保持 常量 因子 是 指 可 能 对 响应 施加 一 些 影响 的 变量 , 但 是 对 于 当前 实验 的 目的 而 言 , 我 们 对 这 些 
因子 并 不 感 兴趣 , 所 以 它们 将 被 保持 在 一 个 特定 的 水 平 . 例如 , 在 半导体 工厂 的 蚀刻 实验 中 , 也 
许 有 一 个 效应 对 于 用 在 实验 中 的 特定 的 等 离子 蚀刻 机 来 说 是 唯一 的 . 但 是 , 这 个 因子 在 实验 中 是 
很 难 改变 的 , 所 以 实验 者 也 许 会 在 一 个 特定 的 (在 理想 情况 下 , 是 “典型 的 *) 蚀刻 机 上 进行 所 有 
的 实验 , 因此 该 因子 保持 为 常量 . 至 于 允许 改变 因子 , 虽然 实验 单元 或 设计 因子 所 运用 到 的 “ 材 
料 ” 通 常 不 是 类 似 的 , 但 是 我 们 经 常 忽略 掉 单 元 和 单元 之 间 的 变异 , 而 依靠 随机 化 来 抵消 材料 或 


guh 


12 第 1 章 引 


实验 单元 的 效应 . 我 们 通常 假定 保持 常量 因子 和 允许 改变 因子 的 效应 相对 较 小 . 

但 是 , 讨厌 因子 可 能 有 较 大 的 效应 , 尽管 在 当前 实验 的 环境 中 我 们 对 此 并 不 感 兴 趣 , 但 是 必 
AFERAN. 讨厌 因子 通常 分 为 可 控 因 子 、 不 可 控 因子 和 噪声 因子 , 可 控 的 讨厌 因子 是 指 它 
的 水 平 可 被 实验 者 设置 . 例如 , 实验 者 在 进行 实验 时 可 以 选择 原材料 的 不 同 批 次 或 者 一 周 中 的 不 
同日 子 ， 前面 讨论 的 区 组 概念 经 常用 来 处 理 可 控 的 讨厌 因子 . 如 果 一 个 讨厌 因子 在 实验 中 是 不 
可 控 的 , 但 是 它 是 可 以 测量 的 ， 那么 可 以 采用 一 个 被 称 为 协 方差 分 析 的 分 析 过 程 来 补偿 它 的 效应 . 
例如 , 过 程 环境 的 相对 湿度 影响 过 程 的 性 能 , 如 果 湿 度 不 能 控制 | 那么 它 有 可 能 被 测量 且 被 视 为 
协 变量 . 车 因子 在 过 程 中 自然 变化 且 不 可 控制 ， 但 基于 实验 的 目的 而 言 它 是 可 控 的 , 则 称 此 因子 
为 噪声 因子 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 的 目标 通常 是 寻找 可 控 实验 因子 的 设置 ， 以 最 小 化 噪声 因子 引 
起 的 变异 性 . 有 时 称 之 为 过 程 稳健 性 研究 或 稳健 设计 问题 . 区 组 、 协 方差 分 析 和 过 程 稳健 性 研究 
将 在 后 面 章节 继续 讨论 . 

一 旦 实验 者 选择 了 设计 因子 ， 他 或 她 必须 选择 这 些 因 子 变化 的 范围 及 其 特定 水 平 , 还 必须 考 
虑 如 何 将 这 些 因 子 控制 在 所 希望 的 数值 上 以 及 如 何 测量 这 些 数值 例如 , 在 漫 流 焊接 实验 中 , T 
程 师 已 经 确定 了 12 个 可 能 影响 出 现 焊接 次 品 的 变量 . 实验 人 员 还 必须 确定 每 个 变量 的 范围 ( 即 
每 个 因子 未 来 可 能 变化 的 范围 ) 以 及 每 个 变量 使 用 多 少 个 水 平 . 要 做 到 这 一 点 , 就 需要 一 定 的 过 
程 知识 . 这 种 过 程 知 识 通 常 是 实践 经 验 和 理论 理解 的 结合 . 能 够 研究 所 有 的 重要 因子 而 不 受过 去 
经 验 的 过 分 影响 (特别 是 在 实验 的 早期 阶段 或 过 程 远 未 成 熟 时 ) 是 很 重要 的 . 

当 实 验 目的 是 因子 筛选 或 过 程 刻画 时 ， 通常 应 选择 较 少 的 因子 水 平 数 . 一 般 地 , 在 因子 筛选 
研究 中 两 个 水 平 是 较 好 的 , 选择 感 兴 趣 的 范围 也 是 重要 的 . 在 因子 筛选 中 , 范围 必须 相对 地 大 ， 
即 因子 变化 的 范围 应 该 较 宽 . 当 我 们 对 哪些 变量 重要 和 哪些 水 平 能 产生 最 佳 效果 认识 得 更 多 的 
时 候 , 感 兴趣 的 范围 通常 就 会 变 得 窄 一些 . 

为 了 组 织 在 实验 前 的 计划 中 产生 的 一 些 信息 , 可 以 使 用 EH SR Bl (cause-and-effect diagram). 
1.10 是 一 个 因果 图 ， 用 于 计划 一 个 实验 去 解决 半导体 工厂 的 蚀刻 机 中 遇 到 的 晶片 负 敬 (电荷 
聚集 在 晶片 上 ) 问题 . 因果 图 也 称 为 鱼刺 图 , 因为 感光 趣 的 “效应 ” 或 响应 变量 画 在 图 的 背 骨 上 ， 
潜在 原因 或 设计 因子 安排 在 一 串 肋骨 上 . 因果 图 采用 传统 意义 的 原因 去 组 织 信息 和 潜在 的 设计 
AT. 包括 测量 、 HEL AR, 环境 、 方法 和 机 器 . 我 们 注意 到 一 些 单个 原因 可 以 直接 作为 包含 
在 实验 里 的 设计 因子 (比如 车 轮转 速 、 气流 和 真空 )， 而 其 他 列 出 的 潜在 区 域 则 需 进一步 研究 , 才 
能 将 它们 转 为 设计 因子 (比如 操作 者 不 正确 的 工艺 流程 )， 剩 下 的 原因 可 能 导致 其 他 的 因子 , 它们 
在 实验 期 间 保 持 常量 或 者 被 区 组 化 (比如 温度 和 相对 湿度 ). 图 1.11 征 一 个 实验 的 因果 图 , 用 于 
研究 数控 机 床上 的 涡轮 刀片 的 几 个 因子 的 效应 . 这 个 实验 有 3 个 响应 变量 : 刀 剖 面 、 刀 面 抛光 
和 已 抛光 刀片 的 表面 抛光 缺陷 . 原因 可 以 分 成 几 组 ， 可 以 从 中 选择 实验 设计 因子 的 可 控 因 子 、 效 
应 可 能 被 随机 化 抵消 的 不 可 挖 因子 、 可 能 区 组 化 的 讨 庆 因子 和 进行 实验 时 可 能 保持 常量 的 因子 . 
实验 者 在 实验 前 的 计划 期 间 构建 几 个 不 同 的 因果 图 来 帮助 和 指导 自己 是 很 正常 的 ， 关 于 数控 机 
床 实 验 的 更 多 信息 , 以 及 在 实验 前 计划 中 用 到 的 图 示 方 法 的 进一步 讨论 , 见 本 章 补充 材料 . 

我 们 重申 , 前 面 从 第 1 步 到 第 3 步 所 有 的 观点 和 过 程 信息 是 非常 重要 的 . 我 们 把 这 归 诸 于 
实验 前 计划 . Coleman and Montgomery(1993) 一 书 中 提供 了 实验 前 计划 的 很 有 用 的 工作 表 . 更 
多 的 细节 和 使 用 这 些 工 作 表 的 一 个 例子 也 见 本 书 的 补充 材料 . 在 许多 情况 下 , 一 个 人 不 可 能 拥有 
所 需 的 全 部 知识 来 把 这 类 事情 做 得 充分 好 . 因此 ， 我 们 强烈 呼吁 在 计划 实验 过 程 中 的 团队 效应 . 
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成 功 的 关键 大 多 取决 于 实验 前 计划 的 好 坏 ， 
测 量 材 料 人 员 
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图 1.11 数控 机 床 实验 的 因果 图 


(4) 实验 设计 的 选择 ”如 果 正 确 地 做 了 前 面 的 实验 前 计划 活动 , 这 一 步 就 相对 容易 些 . 设计 
的 选择 涉及 考虑 样本 量 (重复 次 数 ), 选择 合适 的 实验 次 序 , 确定 是 否 划分 区 组 或 者 是 否 涉及 其 他 
随机 化 限制 . 本 书 讨论 一 些 较 重要 的 实验 设计 类 型 , 对 于 大 多 数 问 题 来 说 , 你 都 可 以 从 中 选择 到 
合适 的 实验 设计 类 型 . 

在 实验 设计 的 这 个 阶段 , 有 许多 交互 式 的 统计 软件 包 支 持 . 实验 者 可 以 输入 包括 因子 数 、 水 
平和 范围 的 信息 , 这 些 程序 将 会 给 出 一 个 可 供 考虑 的 设计 选择 或 推荐 一 个 特定 的 设计 . (在 大 多 
数 情况 下 , 我 们 更 愿意 看 到 一 些 选 择 方案 而 不 是 依赖 计算 机 的 推荐 .) 这 些 程序 通常 也 会 提供 一 
个 工作 表 ( 带 已 随机 化 的 试验 次 序 ) 用 于 指导 实验 的 进行 

住 选择 设计 时 , 时 刻 记 着 实验 的 目的 是 很 重要 的 . 在 很 多 工程 实验 中 , 我 们 已 经 知道 , 有 些 
因子 水 平 会 使 响应 得 出 不 同 的 数值 . 因此 , 我 们 想 要 识别 是 哪些 因子 引起 差异 并 估计 响应 改变 量 
的 大 小 . 在 其 他 情况 下 , 我 们 会 更 注意 验证 一 致 性 . 例如 , 比较 两 种 生产 条 件 ALB, A 是 标准 
的 , B 是 成 本 效益 更 好 的 . 实验 者 可 能 会 想 弄 清楚 这 两 种 生产 条 件 的 产 率 是 否 没 有 差异 . 

(5) 进行 实验 ”进行 实验 时 , 需要 仔细 监控 实验 的 过 程 以 确保 每 件 事情 都 按 计 划 做 完 . 在 这 
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个 阶段 , 实验 程序 中 的 错误 通常 会 破坏 实验 的 有 效 性 . 而 预先 计划 是 成 功 的 关键 . 在 复杂 的 制造 
或 研究 开发 环境 中 实施 已 设计 好 的 实验 , 人 们 很 容易 低估 物流 方面 和 计划 方面 的 问题 . 

Coleman and Montgomery(1993) 认为 进行 实验 前 ， 做 少数 试验 或 尝试 性 试验 通常 是 有 帮 
助 的 . 这 些 试验 提供 了 关于 实验 材料 一 致 性 的 信息 , 使 你 能 够 检查 测量 系统 , 对 实验 误差 有 一 个 
粗略 估计 , 以 及 有 机 会 实践 全 部 的 实验 技术 . 如 果 必 要 , 可 以 借 此 机 会 重新 审视 在 第 14 步 中 
所 作 的 决定 ， 

(6) 数据 的 统计 分 析 分析 数 据 应 该 用 统计 方法 , 以 便 结 果 和 结论 都 是 客观 的 , 而 不 是 主观 
HER. 如 果实 验 设计 正确 , 并 且 按 设计 执行 了 ， 则 所 需 的 统计 方法 不 必 去 费心 准备 ， 因 为 有 很 
多 优秀 的 软件 包 可 用 来 分 析 数 据 , 许多 用 在 第 4 步 中 去 选择 设计 的 程序 提供 了 无 颖 的 、 直 接 的 
界面 进行 统计 分 析 . 在 数据 的 分 析 和 解释 中 , 简单 的 图 解法 起 着 重要 的 作用 ， 因为 实验 者 想 回答 
的 许多 问题 可 以 纳入 假设 检验 的 框架 ， 所 以 假设 检验 和 置信 区 间 估 计 程 序 非常 有 助 于 分 析 已 设 
计 好 了 的 实验 的 数据 . 它 通常 也 有 助 于 根据 经 验 模型 来 给 出 许多 实验 的 结果 . 经 验 模型 是 指 从 数 
据 中 推导 出 的 等 式 , 它 表 达 了 响应 和 重要 设计 因子 之 间 的 关系 残 差 分 析 和 模型 适合 性 检测 也 是 
重要 的 分 析 方 法 . 后 面 的 章节 将 会 详细 地 讨论 这 一 点 . 

统计 方法 并 不 能 证 明 一 个 因子 (或 几 个 因子 ) 有 特殊 的 效应 它们 仪 对 实验 结果 的 可 靠 性 和 
有 效 性 提供 准则 . 只 要 统计 方法 应 当 得 当 ， 虽然 我 们 不 能 用 实验 来 证 明 任何 事情 , 但 是 却 可 以 用 
它们 度量 结论 中 可 能 出 现 的 误差 或 者 对 一 个 命题 附加 上 置信 水 平 统计 方法 的 主要 优点 是 它 对 
决策 过 程 加 进 了 客观 性 . 统计 方法 与 良好 的 工程 知识 (或 过 程 知 识 ) 以 及 常识 相 结 合 通常 有 助 于 
人 们 得 出 正确 的 结论 . 

(7) 结论 和 建议 ”分析 过 数据 之 后 ， 实验 者 必须 作出 有 关 实 验 结果 的 真实 结论 , 并 推荐 一 种 
处 理 方法 . 这 时 候 , 图 解法 常常 比较 有 用 ， 特别 是 在 给 别人 介绍 成 果 时 更 是 如 此 . 另外 , 还 需要 进 
行 跟踪 试验 与 确认 试验 以 证 实 实验 结论 的 正确 性 . 

通货 整个 过 程 , 要 牢记 实验 是 学 习 过 程 的 一 个 重要 部 分 ， 在 学 习 过 程 中 , 我 们 暂时 提出 了 关 
于 系统 的 假设 , 进行 实验 来 研究 这 些 假设 ， 根据 实验 的 结果 再 提出 新 的 假设 , 如 此 等 等 . 这 表明 
实验 是 选 代 式 地 逐步 深化 的 通常 一 种 错误 的 做 法 是 在 研究 一 开始 , 就 去 设计 一 个 单一 、 庞 大 
和 内 容 广 泛 的 实验 . 一 个 成 功 的 实验 需要 先 弄 清 其 中 的 重要 因子 ， 这 些 因子 可 能 变化 的 整个 范 
Hj, 使 用 合适 的 水 平 个 数 , 以 及 度量 这 些 变量 的 合适 单位 一 般 说 来 , 我 们 不 可 能 完全 知道 这 些 
问题 的 答案 , (HE, 当 我 们 不 断 实 验 下 去 就 会 获得 对 于 它 科 的 更 多 认识 . 随 着 实验 的 进展 , 我 们 
经 第 会 抛弃 一 些 输入 变量 , 而 加 进 一 些 其 他 变量 ， 改变 某 些 因 子 的 研究 范围 , 或 者 加 进 新 的 响应 
变量 . 因此 , 我 们 通常 序 贯 地 进行 试验 . 作为 一 般 法 则 , 在 第 一 次 试验 中 , 投入 的 可 用 资源 不 要 超 
过 约 2596. 这 样 可 以 确保 有 足够 的 资源 用 来 进行 确认 试验 并 最 终 完成 实验 的 最 后 目的 . 


1.5 统计 设计 简 史 


现代 统计 实验 设计 的 发 展 分 为 4 个 时 期 . 在 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 初 期 , 开拓 者 Ronald 
A. Fisher 贸 士 引领 了 农业 时 期 . 在 那个 时 期 Fisher 在 英国 伦敦 附近 的 Rothamsted 农业 实验 
站 负责 统计 和 数据 分 析 . 他 认识 到 , 生成 数据 的 实验 过 程 的 缺陷 通常 会 影响 系统 (这 里 是 指 农业 
系统 ) 的 数据 分 析 . 通过 与 许多 领域 的 科学 家 和 研究 者 交流 讨论 ， 他 总 结 出 1.3 节 里 讨论 过 的 3 
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个 实验 设计 的 基本 原理 : 随机 化 、 重复 和 区 组 化 ， Fisher 系统 地 将 统计 的 思想 和 原理 引入 到 实 
验 设 计 研 究 , 包括 析 因 设计 概念 和 方差 分 析 . 他 的 两 本 书 [Fisher(1958, 1966)] 对 统计 的 应 用 产 
生 了 深刻 影响 , 特别 在 农业 领域 以 及 相关 的 生命 科学 领域 . 关于 Fisher 的 一 部 优秀 的 传记 , M 
Box(1978). 

尽管 统计 设计 在 工业 背景 下 的 应 用 确实 开始 于 20 世纪 30 年 代 , 但 是 第 二 时 期 或 者 工业 时 
期 是 由 Box and Wilson(1951) 所 提出 的 响应 曲面 方法 (RSM) 催生 的 , 他 们 认识 到 许多 工业 实 
验 与 对 应 的 农业 实验 有 两 点 根本 不 同 : (1) 响应 变量 通常 可 以 被 (几乎 ) 立即 观测 到 , (2) 实验 者 
可 以 很 快 从 一 小 组 实验 中 得 到 用 于 规划 下 个 实验 的 重要 信息 . Box(1999) 称 工业 实验 的 这 两 个 
特性 为 及 时 性 和 序 贯 性 .在 接 下 来 的 30 年 中 , RSM 和 其 他 设计 技术 在 整个 化 工 邻 域 和 处 理 行 
业 中 被 广泛 应 用 , 且 大 多 数 用 于 研究 和 开发 工作 . George Box 明智 地 领导 了 这 项 运动 . 然而 , 统 
计 设 计 在 工厂 或 制造 过 程 生产 上 的 应 用 还 不 十 分 广泛 . 部 分 原因 是 对 于 工程 师 或 其 他 过 程 专 家 
在 基本 的 统计 概念 和 方法 上 的 培训 不 够 , 而 且 缺 少 计算 资源 和 用 户 友 好 的 统计 软件 的 支持 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 西方 工业 对 质量 改进 兴趣 的 增加 开局 了 统计 设计 的 第 三 时 期 . 田口 玄 
一 的 著作 [Taguchi and Wu (1980), Kackar(1985), Taguchi(1987, 1991)] 使 人 们 对 于 实验 设计 
的 兴趣 和 应 用 的 推广 具有 显 着 性 的 影 啊 . 田口 主张 在 实验 设计 中 使 用 他 提出 的 稳健 参数 设计 , 即 

(1) 使 过 程 对 环境 因子 或 难以 控制 的 其 他 因 了 于 不 敏感 ; 

(2) 使 产品 对 元 部 件 的 变异 不 敏感 ; 

(3) 寻找 过 程 变量 的 水 平 司 均值 达到 目标 值 , 同时 减少 围绕 该 值 的 变异 . 
田口 特别 推荐 使 用 分 式 析 因 设 计 和 其 他 正 交 排列 以 及 一 些 新 的 统计 方法 去 解决 这 些 问题 . 结果 ， 
在 方法 论 上 引起 了 更 多 的 争论 . 引起 争论 的 部 分 原因 是 , 虽然 田口 的 方法 在 西方 首先 {或 者 主要 ) 
被 企业 家 提倡 , 但 根本 的 统计 科学 没有 得 到 西方 同行 足够 的 审 评 . 到 20 世纪 80 ERR, 同行 
的 评价 表明 , 尽管 田口 的 工程 理念 和 目标 是 完善 的 , 但 是 他 的 实验 策略 和 数据 分 析 的 方法 有 大 量 
的 问题 . 这 些 论 点 的 细节 见 Box(1988)，Box，Bisgaard，and Fung(1988), Hunter(1985,1989), 
Myers and Montgomery (2002), 以 及 Pignatiello and Ramberg(1992). 涉及 的 大 多 数 内 容 也 
锌 概括 总 结 在 Technometrics 杂志 1992 年 5 月 的 广泛 小 组 讨论 中 [ 见 Nair 等 人 (1992)]. 

有 关 田 口 的 争论 有 许多 肯定 的 结果 . 首先 , 实验 设计 可 以 更 广泛 地 用 在 零 部 忻 工 业 , 包括 汽 
车 、 航 空 航天 制造 、 电 子 和 半导体 以 及 其 他 一 些 以 前 很 少 采 用 这 种 技术 的 产业 . 第 二 , 标志 着 统 
计 设 计 的 第 四 时 期 的 开始 . 在 这 个 时 期 , 研究 者 和 实践 者 都 在 统计 设计 上 有 了 全 新 的 . 综合 的 兴 
ER, 工业 领域 开发 了 许多 新 的 、 有 用 的 解决 实验 问题 的 方法 , 其 中 包括 田口 技术 方法 的 替代 方法 ， 
使 他 的 工程 理念 可 以 更 经 济 、 更 有 效 地 应 用 于 实践 . 这 些 替代 方法 将 在 后 面 的 章节 中 讨论 和 说 
Bj, 特别 是 在 第 12 章 . 第 三 , 统计 实验 设计 的 正规 教育 已 成 为 许多 大 学 里 大 学 生 和 研究 生 工 程 
课程 的 一 部 分 . 良好 的 实验 设计 经 验 与 工程 学 和 科学 的 成 功 结合 已 成 为 未 来 工业 竞争 的 关键 因 
T: 

实验 设计 的 运用 已 远 不 止 农业 领域 . 没有 一 个 科学 和 工程 领域 不 能 成 功 地 使 用 实验 的 统计 
WW. 最 近 几 年 , 许多 其 他 领域 也 在 考虑 利用 实验 设计 , 包括 商业 服务 部 门 、 财 务 服务 、 政 府 运 
作 , 以 及 一 些 非 营利 事务 部 门 . 1996 年 3 月 11 日 的 《财富 (福布斯 )》 杂 志 上 发 表 了 题 为 “The 
New Mantra:MVT" 的 文章 , 这 里 MVT 代表 的 是 “多 元 变量 检验 ”", 作者 用 它 来 描述 析 因 设计 . 
文章 提 及 许多 不 同类 型 的 公司 通过 运用 统计 实验 设计 取得 成 功 的 范例 . 


1.6 小结 : 在 实验 中 使 用 统计 方法 


ELEF, 科学 和 工业 中 , 大 多 数 的 研究 工作 都 是 以 经 验 为 根据 的 , 并 且 广 泛 使 用 实验 方法 . 
统计 方法 能 够 大 大 提高 这 些 实验 的 效率 , 并 经 常 强化 得 出 的 结论 , 在 实验 中 恰当 地 使 用 统计 方法 
就 要 求实 验 者 牢记 下 列 几 点 . 

(1) 利用 你 对 问题 非 统计 知识 的 了 解 . 实验 者 通常 精通 于 他 们 自己 的 专业 . 例如 , 专门 研究 水 
文学 问题 的 工程 师 在 这 一 领域 内 一 般 都 有 着 丰富 的 实践 经 验 和 正规 的 科学 训练 . 在 茶 些 领域 , 有 
一 大 堆 的 物理 学 理论 用 来 论述 因子 和 响应 之 间 的 关系 . 这 类 非 统计 学 方面 的 知识 , 在 选择 因子 、 
确定 因子 水 平 、 决 定 进行 多 少 次 重复 、 解释 分 析 结 果 等 方面 是 极 有 价值 的 . 仅仅 使 用 实验 设计 
是 无 法 替代 这 里 应 该 考虑 的 问题 的 . 

(2) 使 设计 和 分 析 尽 可 能 地 简单 , 不 要 过 分 热心 于 使 用 复杂 的 、 过 于 精致 的 统计 方法 . 相对 
简单 的 设计 和 分 析 方 法 往往 是 最 好 的 . 此 处 我 们 重新 强调 1.4 节 中 所 推荐 的 步骤 1-3. 如 果 你 
实验 前 计划 做 得 很 仔细 并 且 选 择 了 正确 的 设计 , 那么 分 析 方 法 相对 来 说 往往 是 直截了当 的 . 事实 
E, 一 个 设计 完美 的 实验 有 时 几乎 是 自我 分 析 ! 但 是 ， 如 果 你 做 出 的 实验 前 计划 很 马虎 , 并 且 执 
行 的 实验 设计 又 很 差 , 那么 即使 是 用 最 复杂 、 最 精巧 的 统计 方法 ， 也 几乎 不 可 救 药 . 

(3) 识别 实际 的 显著 性 和 统计 的 显著 性 之 间 的 差别 . 仅仅 因为 两 种 实验 条 件 产 生 统计 上 不 同 
的 平均 响应 , 还 不 能 保证 这 一 差别 大 得 足以 有 实际 价值 . 例如 . 一 位 工程 师 可 以 确定 一 种 汽车 燃 
料 喷射 系统 的 修正 方法 能 够 确实 改进 汽车 汽油 行驶 的 里 程 数 , 平均 为 0.1 类 里 /加 仓 , 这 是 一 个 
在 统计 学 上 有 意义 的 结果 . 但 是 , 如 果 修 正方 法 耗费 1 000 美元 则 0.1 类 里 /加 仓 的 差别 可 能 就 
太 小 了 , 没有 任何 实际 价值 . 

(4) 实验 通常 是 先 代 的 . 在 大 多 数 情况 下 , 在 研究 的 开始 阶段 设计 内 容 太 广泛 的 实验 是 不 
明智 的 . 成 功 的 设计 需要 你 了 解 重要 的 因子 、 这 些 因子 变化 的 范围 . 每 个 因子 合适 的 水 平 数 , 以 
及 对 每 个 因子 和 响应 而 言 合适 的 组 合 方法 和 度量 单位 . 一 般 说 来 , 我 们 在 实验 之 初 并 不 能 完满 地 
回答 这 些 问 题 , 但 是 在 实验 进程 中 ， 我 们 可 以 不 断 深化 对 问题 的 认识 . 这 表明 了 前 面 讨论 过 的 大 
代 方 法 或 序 贯 方法 的 优越 性 . 当然， 也 存在 完全 适用 的 内 容 广泛 的 实验 的 情况 , 但 是 , 作为 一 般 
原则 , 大 多 数 的 实验 都 应 该 是 选 代 的 . 因此 , 在 初始 设计 中 投入 的 实验 资源 (试验 数 、 预 算 、 时 
间 等 ) 通常 不 应 该 大 于 2595. 第 一 次 的 努力 只 是 在 于 取得 经 验 , 而 另外 - 些 资 源 必须 用 于 完成 实 
验 的 最 终 目标 . 


17 B zx 题 
l.l 假定 你 想 设 计 个 实验 来 研究 爆 米 花 的 未 爆 谷 粒 比 例 . 完成 1.4 节 中 实验 设计 指南 的 步骤 113. 有 无 
难以 控制 的 主要 变异 来 源 ? 
15 假定 你 想 研究 影响 者 米饭 的 潜在 的 因子 ， 


(a) 在 这 个 实验 中 响应 变量 是 什么 ? 怎样 测量 这 个 响应 ? 
(b) 列 出 可 能 影响 响应 的 潜在 变异 来 源 
(c) 完成 1.4 节 中 的 实验 设计 指南 的 前 面 3 Ap. 
1.3 假定 你 想 比 较 花 在 不 同 条 件 (阳光 、 水 、 肥料 以 及 土壤 条 件 ) 下 的 生长 情况 . 完成 1.4 节 中 的 实验 设计 
HARPE 1-3. 
1.4 选择 一 个 你 感 兴趣 的 实验 ， 完 成 1.4 他 中 的 实验 设计 指南 的 步骤 13. 
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本 章 将 比较 两 种 条 件 ( 有 时 称 为 处 理 ) 的 实验 . 这 些 实验 通常 称 作 简单 比较 实验 (simple com- 
parative experiment). 我们 从 这 样 一 个 实验 的 例子 开始 ， 通过 它 来 确定 两 种 不 同 的 产品 配方 是 
盏 会 得 出 相同 的 结果 . 下 面 的 讨论 要 求 我 们 先 回顾 一 些 基本 的 统计 概念 , 例如 随机 变量 、 概 率 分 
布 、 随 机 样本 、 抽 样 分 布 , 以 及 假设 检验 等 . 


2.1 5| 


Til 


工程 师 要 研究 硅 酸 盐水 泥 砂浆 的 配方 . 他 在 混合 时 加 入 聚合 物 乳胶 液 , 判定 它 是 否 影响 固化 
时 间 和 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强 度 . 实验 者 分 别 收 集 了 原始 配方 的 10 个 观测 值 和 改良 配方 的 10 个 观 
测 值 . 我 们 称 这 两 种 不 同 的 配方 为 两 种 处 理 或 者 配方 因子 的 两 个 水 平 当 固 化 过 程 完成 时 , 实验 
者 的 确 发 现 改良 配方 的 砂浆 的 固化 时 间 大 大 减少 . 这 时 他 开始 关注 砂 桨 的 粘 结 抗 拉 强 度 . 如 果 
新 的 砂浆 配方 在 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强度 方面 有 反作用 , 那么 这 将 影响 它 的 使 用 . 

粘 结 抗 拉 强 度数 据 列 于 表 2.1, 而 图 2.1 用 点 来 表示 这 些 数据 . 这 种 图 称 为 点 图 . 仔细 地 观 
测 这 些 数据 , 我 们 的 直接 印象 是 , 未 改良 砂浆 的 强度 要 大 于 改 良 砂浆 的 强度 . 改良 砂 桨 的 平均 粘 
结 抗 拉 强度 为 y, = 16.76 kgf/cm?, 而 未 改良 砂浆 的 平均 粘 结 抗 拉 强 度 为 V; = 17.04 kgf /cm?, 
这 两 个 数据 也 证 实 了 我 们 的 印象 是 对 的 . 这 两 个 样本 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 之 间 的 差 似 乎 是 个 不 
大 不 小 的 量 . 然而 ， 这 并 不 表明 这 个 差 大 得 足以 证 明 这 两 个 配方 确实 是 有 差异 的 . 也 许 观测 得 到 
的 平均 强度 的 差别 是 由 于 抽样 的 波动 而 产生 的 ， 而 实际 上 这 两 个 配方 的 粘 结 抗 拉 强度 却 是 相同 
的 . 如 果 另 外 给 出 两 个 样本 也 许 会 得 出 相反 的 结论 ， 即 改良 砂浆 的 强度 大 于 未 改良 配方 的 强度 . 

一 种 称 之 为 假设 检验 (hypothesis testing, 有 时 称 显著 性 检验 ,significance testing) 的 统计 
推断 方法 可 用 来 帮助 实验 者 比较 这 两 种 配方 . 假设 检验 允许 在 客观 的 条 件 下 来 比较 两 种 配方 , 但 
是 存在 着 得 出 错误 结论 的 风险 . 在 提出 简单 比较 实验 中 所 用 的 假设 检验 方法 之 前 , 我 们 简要 概括 
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一 些 基 本 的 统计 概念 . 
X2.] 硅 酸 盐水 泥 配 方 的 粘 结 抗 拉 强度 数据 
BESLE d 未 改良 砂浆 m gie ke B dE 
J Vij U2 y1j 23 
1 16.85 16.62 | 6 17.04 16.87 
2 16.40 16.75 7 16.96 17.34 
3 17.21 17.37 8 17.15 17.02 
4 16.35 17.12 9 16.59 17.08 
5 16.52 16.98 | 10 16.57 17.27 
改良 的 
来 改良 的 
16.438 16.52 16,66 16.8 16,94 | 17.22 lr. 
SAHE(kef/cm^) 4 


y; — 16.76 =17.04 


图 2.1 表 2.1 中 粘 结 抗 拉 强 度数 据 的 点 图 


2.2 ”基本 统计 概念 


上 述 硅 酸 盐水 泥 实 验 中 的 每 一 次 观测 称 为 一 次 试验 (run). 每 次 试验 都 是 有 区 别 的 , 所 以 在 试 
验 结果 上 存在 波动 (LIURE). 这 种 噪音 通常 称 为 实验 误差 或 称 为 误差 (error). 这 是 一 种 统计 
误差 , 是 由 于 不 可 控制 的 变异 而 引起 的 , 因而 通常 是 不 可 避免 的 . 误差 或 噪音 的 出 现 意味 着 相应 
的 变量 ( 即 粘 结 抗 拉 强 度 ) 是 一 个 随机 变量 (random variable). 随机 变量 可 以 是 离散 型 (discrete) 
的 , 也 可 以 是 连续 型 [continuous) fj. 如 果 随机 变量 所 可 能 取 值 的 集合 是 有 限 的 或 可 数 无 限 的 ， 
则 此 随机 变量 是 离散 型 的 ; 如 果 随机 变量 所 可 能 取 值 的 集合 是 一 个 区 间 , 则 此 随机 变量 是 连续 型 
的 ， 


1. 变异 性 的 图 示 法 


我 们 常用 简单 的 图 示 法 来 辅助 分 析 由 实验 所 得 的 数据 . 如 图 2.1 所 示 的 点 图 (dot diagram), 
是 用 来 显示 一 组 小 样本 数据 (比如 说 , 大 约 20 个 观测 值 ) 的 一 种 很 有 用 的 方法 . 这 种 点 图 能 使 
实验 者 快速 地 看 出 观测 值 的 总 体位 置 或 中 心 趋势 (central tendency) 及 其 分 散 程度 (spread). 例 
如 , 在 硅 酸 盐水 泥 粘 结 抗 拉 实验 中 ， 扩 图 显示 出 两 种 配方 在 平均 强度 上 可 能 有 差别 , 但 两 种 配方 
所 得 的 强度 变异 性 则 大 体 上 是 相同 的 . 

如 果 数 据 比 较 多 , 则 点 图 中 的 点 就 会 难于 区 分 ， 此 时 就 不 如 采用 直方 图 了 . 图 2.2 表示 200 
个 观测 值 的 直方 图 , 这 些 观测 值 是 在 一 个 治 炼 过 程 中 回收 (或 生产 ) 金属 所 得 到 的 . 这 一 直方 图 
显示 出 这 组 数据 的 中 心 趋势 、 分 散 程度 及 其 分 布 的 一 般 形状 ， 直方 图 是 这 样 做 成 的 : 在 水 平 轴 上 
划分 为 若干 个 小 区 间 (通常 是 等 长 的 ), 在 第 ; 个 区 间 上 画 一 个 矩形 , 使 矩形 的 面积 与 nj 成 正比 ， 
其 中 n; 是 观测 值 中 落 入 第 j 个 区 间 中 观测 值 的 个 数 . 

EB (或 带 触 点 盒 图 ) 是 显示 数据 的 一 种 很 有 用 的 方法 ， 它 在 . 个 以 水 平方 向 和 垂直 方向 定 
位 的 矩形 合 上 显示 最 小 值 、 最 大 值 、 下 四 分 位 数 (quartile) 与 上 四 分 位 数 [分 别 代表 第 25 个 百 
分 位 数 (percentile) 和 第 75 个 百 分 位 数 ], 以 及 中 位 数 (第 50 个 百 分 位 数 ). 盒子 是 从 下 四 分 位 
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数 伸展 至 上 四 分 位 数 , 在 盒 内 用 一 条 直线 段 表 示 中 位 数 . 一 般 情 况 下 , 从 盒 的 两 端 各 引 一 条 直线 
Bk (或 带 触 点 的 线段 ) 分 别 至 最 小 值 与 最 大 值 . [许多 盒 图 对 样本 端点 的 表示 有 不 同 的 规定 , 更 多 


细节 见 Montgomery and Runger(2003)]. 


频率 
数 


LL 
TE 05 TU T5 
金属 回收 {生产 ) 
图 2.2 ”冶炼 过 程 中 回收 (生产 ) 金属 所 得 到 的 200 个 观测 值 的 直方 图 
图 2.3 显示 了 硅 酸 盐水 泥 破 桨 实验 中 粘 结 抗 拉 强度 的 两 个 样本 的 合 图 ， 该 图 表明 两 种 配方 
之 间 平 均 强 度 的 差别 . 它 也 表明 两 种 配方 的 强度 分 布 相当 对 称 , 其 变异 性 或 分 散 程度 也 很 相似 . 


e in 


17.50 


强度 (kef/cm*) 
zi 


"E LBS ER Bi fj 
DX NU 


图 2.3” 硅 酸 盐 水 泥 砂 桨 粘 结 抗 拉 强度 实验 的 盒 图 


瓜 图、 直方 图 以 及 盒 图 都 可 用 来 概括 出 一 个 数据 样本 (sample) 的 信息 . 要 更 全 面 地 描述 可 
能 出 现在 样本 中 的 观测 值 , 则 要 用 到 概率 分 布 的 概念 . 


2. 概率 分 布 

一 个 随机 变量 y 的 概率 结构 是 用 它 的 概率 分 布 (probability distribution) 来 描述 的 . 如 果 
y 是 离散 型 的 , 我 们 常用 y 的 概率 函数 [ 记 为 p(y)] 来 刻画 y 的 概率 分 布 . 如 果 y 是 连续 型 的 ， 
则 常用 y 的 概率 密度 函数 EA f(y)] 来 刻画 y 的 概率 分 布 . 

图 2.4 描述 了 假想 的 离散 型 和 连续 型 的 概率 分 布 . 注意 在 离散 型 概率 分 布 中 , 它 是 用 概率 函 
数 p(y) 的 高 度 来 表示 相应 的 概率 ; 而 在 连续 型 概率 分 布 中 , 它 是 用 曲线 fa) 下 相应 于 给 定 区 间 
上 的 面积 来 表示 落 入 该 区 间 内 的 概率 . 概率 分 布 的 性 质 可 以 定量 地 概述 如 下 . 

y 为 离散 型 : 对 于 一 切 y; 的 值 ，0 < p(y) «1, Piy = y)= pl) Yop(yj) — 1. 


b 


y 为 连续 型 : f(y) 20, P(ax y « b) -| f(y)dy, | f(y)dy = 1. 
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P(y-u)-p y) 


piy) 
fa 


m 


= - : " eL i 
2i ya h 5 Tja d tjs eu "tá ha 


(a) 离散 型 分 布 (b) 连续 型 分 布 


图 24 离散 型 与 连续 型 概率 分 布 


3. 均值 、 方差 和 期 望 值 
一 个 概率 分 布 的 均值 (mean)y 是 它 的 中 心 趋势 或 中 心 位 置 的 度量 . 数学 上 , 均值 定义 为 


pL yf(y)dy, yy 为 连续 型 
u= n (2.1) 
E? Up(y), | 3 为 离散 型 


也 可 以 用 随机 变量 y 的 期 望 值 (expected value) 或 随机 变量 y 的 长 期 试验 的 平均 值 来 表示 均值 
即 


Cx 


| yf(y)dy, y 为 连续 型 
B= By) =i ome 


2. 
2. ypP(y, yy 为 离散 型 22) 
一 切 y 


其 中 E 表示 期 望 值 算 子 . 
一 个 概率 分 布 的 分 散 程度 或 者 离 中 趋势 ， H BHA Æ (variance) 来 度量 ， 方差 定义 为 


| (y— uY f(y)dy, y 为 连续 型 
a (2.3) 
2 (y—uYp(y, yy 为 离散 型 
by 


方差 可 以 由 期 望 来 表示 , 因为 有 关系 式 
o^ = E((y — u)?] (2.4) 
最 后 , 因为 方差 被 广泛 应 用 , 为 了 方便 ， 我 们 定义 一 个 方差 算 子 V: 
V(y) = E((y — 4] = e? (2.5) 


期 望 值 与 方差 的 概念 广泛 应 用 于 本 书 , 因此 ， 温习 一 下 关于 这 些 算 子 的 几 个 基本 结果 也 许 对 
我 们 会 有 帮助 . 如 果 y 是 具有 均值 p 和 方差 o? 的 随机 变量 , c 是 一 个 常量 , 则 

(1) E(c) 2c 

(2) E(y) = u 

(3) E(cy) = cE(y) = cp 

(4) V(c) 20 

(5) V(y) = o? 
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(6) V(cy) = V (y) = c?o? 
如 果 两 个 随机 变量 , 例如 y 和 y, 分 别 有 E(yi) = jp 和 V(g)9ei, 以 及 E(y2)=p2 和 
V(y2)—o$, WA 

(7) E(y1 + yz) -E(j1)--E(y2)— 41 +42 
可 以 证 明 

(8) V (yi + y2)=V (mn)+V (y2)+2Cov(y1, y2) 
其 中 

Cov(uyi, y2) = Elly — pi) (Ya — u2)] (2.6) 

是 随机 变量 y 与 yz 的 协 方差 (convariance). 协 方差 用 来 度量 y 与 y: 之 间 的 线性 相关 性 . 特 
别 地 , 可 以 证 明 , 如 时 y; 与 yz dior, 则 Cov(gi, ya)—0. 还 可 证 明 

(9) V(v1 — y2)7 V(y1)- V (y2)—2Cov (y1, y2) 
如 果 yi, yz 独立 , 则 有 

(10) V( + ya)=V (y1) + V(y2) = of + o3 

(11) E(yi: y2) = E(y1)  E(y2) = pı + u2 
然而 要 注意 , 一 般 说 来 , 无 论 E yo 是 否 独立 ， 

(12) E (12) z pex 


E(y2) 
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l. 随机 样本 、 样 本 均值 和 样本 方差 

统计 推断 的 目标 是 , 我 们 要 用 总 体 的 一 个 样本 来 得 出 关于 该 总 体 的 一 些 结论 , 我 们 将 要 研究 
的 大 名 数 方 法 都 假定 采用 随机 样本 (random sample). 也 就 是 说 , 如 果 总 体 含有 N 个 元 素 , 选取 
其 中 n 个 元 素 作为 一 个 样本 , 并 且 N'N -nn 个 可 能 的 样本 中 的 每 一 个 都 具有 相等 的 概 
率 被 选中 , 这 样 的 抽样 方法 叫做 随机 抽样 . 但 在 实际 操作 中 , 有 时 难以 得 出 随机 样本 , 而 通过 计 
算 机 程序 也 许 有 助 于 产生 随机 数 ， 

统计 推断 充分 地 利用 从 样本 观测 值 中 计算 得 到 的 量 . 我 们 定义 统计 量 (statistic) 为 样本 观测 
值 的 不 含有 未 知 参 数 的 函数 , 例如 , VE y, yos. yn 表示 一 个 样本 , 则 样本 均值 (sample mean) 


J= {= 1 (2.7) 


与 样本 方差 (sample variance) 

PD 
CTUM (2-8) 
都 是 统计 量 . 这 些 量 分 别 是 样本 中 心 趋势 和 离 中 趋势 的 度量 . S = V/S2, 称 为 样本 标准 差 , 有 时 
作为 离 中 趋势 的 度量 . 工程 师 们 常常 喜欢 用 标准 差 来 量度 离 中 趋势 , 因为 它 的 单位 与 变量 y 的 
单位 相同 . 


CD 注意 , 这 一 点 反 过 来 并 不 成 立 , 亦 即 Cov(yi, y2)=0 并 不 隐 含 yi 与 yo 的 独立 性 , 例如 , X. Hines, 
Montgomery, Goldsman, and Borror(2003). 


dem 


22 $2* 简单 比较 实验 
a L a a a a o a a 


2. 样本 均值 和 样本 方差 的 性 质 

样本 均值 y 是 总 体 均值 j; 的 一 个 点 估计 ( 量 ), 样本 方差 S? RAE S o? 的 一 个 点 估计 
(E). 一 般 说 来 , 一 个 未 知 参数 的 估计 量 (estimator) 就 是 对 应 于 那个 参数 的 统计 量 注意 点 估计 
(E) 是 一 个 随机 变量 ， "n 例如 , 4E 
设 要 合计 某 一 特殊 类 型 纺织 纤维 抗 断 强度 的 均值 和 方差 . 检验 一 个 n 二 25 的 纤维 试 件 的 随机 
样本 , 并 记录 好 每 一 试 件 的 抗 断 强度 . 按照 公式 (2. 7) 与 公式 se 
分 别 是 5 = 18.6 和 S? =1.20. 因此 , p 的 估计 值 是 g= 18.6, c? 的 估计 值 是 S2 二 1 20. 

一 个 展 好 的 点 估计 需要 具备 许多 性 质 , 其 中 两 条 最 重要 的 性 质 如 下 . 

(1) 点 佑 计 应 该 是 无 偏 的 (unbiased). 也 就 是 说 , 点 估计 的 长 期 试验 平均 值 或 期 望 值 应 该 是 
被 估计 的 参数 里 然 无 偏 性 是 所 希望 的 , 但 仅 有 这 一 性 质 常 常 不 能 使 一 个 估计 量 成 为 一 个 好 的 估 
计量 . 

(2) 一 个 无 偏 估计 量 应 该 具有 最 小 方差 . 这 一 性 质 表明 ， 最 小 方差 点 估计 的 方差 比 参数 的 任 
一 其 他 估计 量 的 方差 都 小 . 

容易 证 明 , y 与 S? 分 别 是 上 4 与 o? 的 无 偏 估计 量 . 

完 考虑 y. 利用 期 望 的 性 质 , 得 


2 yi p^ 
em - e(&t-) = b Ems- Duy 


因为 每 个 观测 值 y; 的 期 望 值 都 是 u, 所 以 ,本 是 的 一 个 无 偏 估 计量 , 
现在 考虑 样本 方差 S? 有 


n—l 


S 2 (yi — y) 1 " ] 
E(S’ ) = ird = "eps (yi — Du = n ECSS) 
其 中 55 = » (yi—y)^ EZERRE v; 的 校正 平方 和 (corrected sum of square). 现在 


E(SS) = E| X (v: — 9| (2.9) 
-E[X v - g?) = X G4 +0?) - nfn? + a2/n) 
i=] 


三 : 
= 人 一 Je (2.10) 
因此 ， 
E(S?) — — E(SS) = g” 
所 以 S* 是 o? 的 一 个 无 偏 估计 . 
3. 自由 度 


(2.10) 式 中 的 量 n 一 1 叫做 平方 和 SS 的 自由 度 (degrees of freedom). 这 是 一 个 很 一 般 的 
AUR. 也 就 是 说 , 如 果 y 是 一 个 具有 方差 o? 的 随机 变量 , 而 SS = Y^ (y, -7 有 ww 个 自由 度 ， 
则 
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E (35) - (2.11) 
v 
平方 和 的 自由 度 等 于 平方 和 中 独立 元 素 的 个 数 . 例如 , (2.9) 式 中 的 SS= Ys -p Hn 


元 素 un Vua Voca 一 了 的 平方 和 组 成 , 但 是 $ (yi — V) = 0, 所 以 这 些 元 素 并 非 都 是 独 
立 的 . 实际 上 , 只 有 其 中 的 m” 一 1 个 是 独立 的 , 所 以 SS 有 一 1 个 自由 度 . 


4. 正 态 分 布 及 其 他 抽样 分 布 

如 果 已 知 样本 所 在 总 体 的 概率 分 布 , 通常 我 们 能 够 确定 一 个 特定 统计 量 的 概率 分 布 . 统计 量 
的 概率 分 布 叫做 抽样 分 布 (sampling distribution). MÆ, 我 们 简要 讨论 几 个 有 用 的 抽样 分 布 . 

最 重要 的 一 个 抽样 分 布 就 是 正 态 分 布 (normal distribution). WE y 是 一 个 正 态 随机 变量 ， 


则 y 的 概率 分 布 是 i | : 
f(y) = Ro BUE ETT (2.12) 
c Jt 


其 中 —oo < u < oo 是 分 布 的 均值 , o? > 0 是 方差 . IE nn Ed 2.5 所 示 . 


HH 


B]2.5 Eiti 


因为 作为 实验 误差 的 结果 而 体现 在 样本 中 的 差别 通常 能 用 正 态 分 布 来 描述 , 所 以 正 态 分 布 
. 在 实验 设计 的 数据 分 析 中 起 着 极为 重要 的 作用 . 很 多 重要 的 抽样 分 布 亦 可 通过 正 态 随机 变量 来 
XE X. 我 们 常用 记号 y N(u o?) 表示 y 是 具有 均值 u 和 方差 o HESSA. 

正 态 分 布 的 一 个 重要 的 特殊 情况 是 标准 正 态 分 布 (standard normal distribution). 即 — 0 
并 且 o? = 1. WF y~ N(u, o?), 则 随机 变量 


yop 
z- " (2.13) 


RAEES MB. WA z~ N(0,1) (2.13) 式 所 示 的 运算 通常 叫做 正 态 随机 变量 y 的 标准 
化 (standardizng). 累积 的 标准 正 态 分 布 见 附录 的 表 1. 

很 多 统计 方法 都 假定 随机 变量 服从 正 态 分 布 . 中 心 极限 定理 常 作 为 近似 正 态 人 性 的 一 个 合理 
依据 . 

定理 2.1 中 心 极限 定理 

È yn ym ooo Vn 是 nh 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 Ely) = u F Vly) = o?( 都 是 有 
限 的 ), E r= yi tyt t ya. FR] m — oo 时 ， 


r—nEu 


vna? 


e" = 


分 布 的 极限 形式 服从 标准 正 态 分 布 ， 
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这 一 结果 说 明 , n Pcr] 43 BELA Ee CRI FCD IE s A38 9. 在 很 多 情况 中 , 这 一 近似 
对 很 小 的 n( 比 方 说 n < 10) 是 良好 的 , 但 在 其 他 情况 下 , n 需要 很 大 (比方 说 n > 100). 我 们 
通常 认为 , 实验 中 的 误差 来 自 多 个 独立 源 , 且 以 加 法 方式 出 现 ， 因此 正 态 分 布 就 成 为 这 种 联合 实 


验 误差 的 一 个 近乎 合理 的 模型 
能 利用 正 态 随机 变量 定义 的 一 个 重要 的 抽样 分 布 是 卡 方 分 布 或 x? 分 布 . 若 Zi, 28,77 , Zk 
在 独 立 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 0, 方差 为 1, 简 记 为 NIDO, 1), 则 随机 变量 


t= t+ t 
服从 目 由 度 为 大 的 x? 分 布 , x? 的 密度 函数 是 
1 —1 —zrz 
f(x) 一 XAR e ae r0 (2.14) 
几 个 x^ 分 布 如 图 2.6 Prog. 这 一 分 布 是 非 对 称 的 或 偏 峰 的 [skewed)， 其 均值 与 方差 分 别 为 
pk, oc?^-2k 


xX” 分 布 的 百 分 位 数 表 见 附录 中 的 表 IIL 
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党 一 个 服从 卡 方 分 布 的 随机 变量 的 例子 , 假设 y, ya... y 是 来 自 N(n, a^) 分 布 的 一 个 
随机 样本 , 则 
Y (y - 7) 
ES - d 
m l m ^v X2 4 (2.15) 
也 就 是 说 , SF 服从 自由 度 为 n 一 1 的 卡 方 分 布 . 
本 书 用 到 的 很 多 方法 涉及 平方 和 的 计算 和 变换 , (2.15) 式 给 出 的 结果 是 十 分 重要 的 且 会 反 
复出 现 , 正 态 随机 变量 的 平方 和 除 以 o? 服从 卡 方 分 布 . 
由 (2.8) 式 可 知 , 样本 方差 可 写 为 
SS 
"e 
如 果 样 本 的 观测 值 是 NID(j,o?), 则 S? 的 分 布 是 [o?/(n — J]xn-1. 于 是 , 如 果 总 体 是 正 态 分 
布 的 , 则 样本 方差 的 抽样 分 布 是 卡 方 分 布 的 常数 倍 


S x (2.16) 
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车 z 与 y 独立 , 分 别 是 独立 标准 正 态 随机 变量 与 卡 方 随机 变量 , 则 随机 变量 


tk = —— (2.17) 


v Xx/ k 


服从 自由 度 为 的 t 分 布 , 记 为 te. t 的 密度 函数 是 


_ T((k + 1)/2] 1 Leg e 
f(t)- VExr(k/2) (£278) + 199727 «t« (2.18) 


当 > 2 时 , t 的 均值 和 方差 分 别 是 jy — 0 5 o? — k/(k — 2). JU t AYdntnBg 2.7 所 示 . 如 
k = oo, 则 分 布 变 为 标准 正 态 分 布 .t 分布 的 百 分 位 数 表 在 附录 的 表 II 中 给 出 , Æ yi, ym sss 
yn 是 来 自 N(u,o?) 分 布 的 一 个 随机 样本 , 则 量 


t= YE (2.19) 


是 自由 度 为 n 一 1 ht at. 


k-—1ü 
k=] 
k= CIE x8) 


0 


图 2.7 JILA t 分 布 


我 们 要 考虑 的 最 后 一 个 抽样 分 布 是 PAY. E x2 与 x? 是 两 个 独立 的 卡 方 随机 变量 , 其 自 
由 度 分 别 为 u 与 v, 则 比值 
_ Xu/u 
Fau = xi (2.20) 
服从 分 子 (numerator) 自由 度 为 u, 分 母 (denominator) 自由 度 为 v 的 FF 分布 . 如 果 r 是 分 子 
自由 度 为 u 分 母 自 由 度 为 的 下 随机 变量 , 则 z 的 概率 分 布 是 


mí0/2)71 


hlz) = PU) : 0 <r <0 (2.21) 


2 
= u v tu (ut oy ! 
r(Z)r(3) [(2) z 1] "7 


几 个 F 分 布 如 图 2.8 所 示 . 这 一 分 布 在 实验 设计 的 统计 分 析 中 是 十 分 重要 的 . F 分 布 的 百 分 位 
数 表 见 附 录 的 表 IV. 
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= = = — u= į, 让 1() 


——— q—4, rji 


—ÓatÀ jj -1], v—1D 


— = y 10. slg 


图 28 JLA F 4f 


举 一 个 分 布 为 F 的 统计 量 的 例子 ,考虑 两 个 具有 共同 方差 o? 的 独立 正 态 总 体 . E yn, 
12, 7, Vin, 是 第 上 个 总 体 中 的 n 个 观测 值 的 随机 样本 ， Uzi, Y22， +, Yan。 是 第 2 个 总 体 中 
的 na 个 观测 值 的 随机 样本 , 则 
Ta ~ nln2a—!l (2.22) 


其 中 S? 与 52 是 两 个 样本 方差 . 这 一 结果 直接 由 (2.15) 式 与 (2.20) 式 得 出 ， 
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现在 回 到 2.1 节 中 提出 的 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 问题 上 来 . 那里 研究 过 两 种 不 同 的 砂浆 配方 的 粘 
结 抗 拉 强 度 是 否 有 所 差别 的 问题 . 本 节 将 利用 比较 两 个 处 理 均值 的 假设 检验 (hypothesis testing) 
RI IR [X [8) (confidence interval) 方法 来 分 析 简 单 比较 实验 的 数据 . 

遂 仁 本 节 , 我 们 假定 采用 了 一 个 完全 随机 化 实验 设计 . 企 这 类 设计 中 , 数据 都 被 看 作 是 来 自 
正 态 分 布 的 一 个 随机 样本 . 


2.4.4 假设 检验 


现在 , 我 们 再 考虑 2.1 节 中 提出 的 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 问题 我 们 的 兴趣 在 于 比较 两 种 不 同 配方 
(一 个 未 改良 砂浆 的 配方 和 一 个 改 REKREA) 的 强度 , 一 般 地 ， 我 们 将 这 两 种 配方 视 为 因子 “ 配 
AH" 的 两 个 水 平 . * 11:312. ^* Un 代表 TL] 个 第 l 个 因子 水 平 的 观测 值 ， y21:1322,:-* ) Yana 
代表 n; 个 第 2 个 因子 水 平 的 观测 值 . 我 们 假定 这 是 从 两 个 独立 正 态 总 体 中 随机 抽取 的 样本 . 图 
2.9 说 明了 这 一 点 


AT ai) Ny, 92) 


Hi "n 
样本 1: Wu. W EP : M, 样本 2: Us, js : Vin, 
因子 水 平 1 因子 水 平 2 


图 2.9 两 样本 c 检验 的 抽样 情形 
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1. 数据 模型 

我 们 通常 用 模型 描述 实验 的 结果 . 描述 实验 中 数据 的 简单 统计 模型 为 : 
21,2 

pahan 


Yij = Hi T €ij | (2.23) 
其 中 yy 是 第 i 个 因子 水 平 的 第 7 次 观测 .1 是 第 i 个 因子 水 平 的 响应 均值 , si 是 与 第 订 个 
观测 值 相关 联 的 正 态 随机 变量 . 假定 cu 服从 NID(0,02), i=1,2. 通常 将 si 视 作 模型 的 随机 
误差 (random error) 成 分 . 因为 均值 pui 和 uo ERE, 正如 之 前 假定 的 一 样 , 我 们 可 以 直接 从 
模型 中 看 到 vi; 服从 NIDU 02), — 1,2. 关于 数据 模型 的 更 多 信息 , 请 查阅 补充 材料 . 

2. 统计 假设 

统计 假设 (statistical hypothesis) 是 一 个 关于 概率 分 布 参数 或 模型 参数 的 命题 . 这 些 假设 反 
映 了 一 些 关 于 问题 情形 的 推测 (conjecture). 例如 , 在 娃 酸 盐水 泥 实验 中 , 我 们 可 以 设想 , EE 
浆 配 方 的 平均 烙 结 抗 拉 强度 是 相等 的 . 这 一 点 可 以 从 形式 上 陈述 为 


Ho : Hi = ua 


Hı : pı us 
其 中 p 是 改良 砂浆 的 平均 粘 结 抗 拉 强 度 , p ERARD KRP R. 命题 Ho: = 
Ha 称 为 零 假设 (null hypothesis), 命题 Hi : ui £ uo» 称 为 备 择 假设 (alternative hypothesis). 
此 处 所 说 的 备 择 假设 称 为 双边 备 择 假 设 , 因为 u ua 时 以 及 ui uo 时 命题 都 为 真 . 

为 了 检验 假设 , 我 们 设计 一 个 程序 来 获取 一 个 随机 样本 , 计算 一 个 适当 的 检验 统计 量 (test 
statistic), 然后 把 多 或 者 不 拒 约 零 假设 Ho. 这 个 程序 的 一 部 分 用 来 找 出 检验 统计 量 的 一 个 导致 
拒绝 Ho 的 数值 集合 . 该 数值 集合 叫做 检验 的 临界 域 (critical region) 或 拒绝 域 (rejection region). 

检验 假设 时 可 能 会 发 生 两 类 错误 . 如 果 当 零 假 设 为 真 时 被 拒绝 了 , 则 产生 第 I 类 错误 . 如 果 
3 [BC FCISE AD DK ARAS, 则 出 现 第 II 类 错误 . 这 两 类 错误 的 概率 用 特定 的 符号 表示 为 : 


a 一 了 (第 I 类 错误 ) = P( 拒 绝 Ho|Ho 为 真 ) 
B = PR IL 类 错误 ) = P( 未 拒绝 Ho| Ho 为 仿 ) 
有 时 , 用 检验 的 势 来 操作 更 为 方便 , 其 中 
$ = 1 一 8=P( 拒 绝 Ho|Ho 为 伪 ) 

假设 检验 的 一 般 程序 是 规定 第 I 类 错误 的 概率 值 o, 通常 叫做 检验 的 显著 性 水 平 (significance 
level), 然后 设计 检验 程序 , 使 第 II 类 错误 的 概率 8 的 值 适当 小 . 

3. 两 样本 二 检验 

设想 我 们 能 假设 两 种 砂浆 配方 的 粘 结 抗 拉 强 度 的 方差 是 相同 的 , 则 在 完全 随机 化 设计 中 用 
于 比较 两 个 处 理 均值 的 一 个 恰当 的 检验 统计 量 是 


Yı — Yo 
Spi 一 十 二 


to = (2.24) 
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Xcb p, 与 y 是 样本 均值 , ni 与 w 是 样本 量 ，S2 是 公共 方差 02 — 02 = o? 的 一 个 估计 量 ， 
其 计算 式 为 
(m — 1)Sf + (n2 — 1)53 (2.25) 
ni 十 ma 一 了 

Si 与 92 是 两 个 总 体 各 自 的 样本 方差 . 为 了 决定 是 否 拒绝 Ho: u = uo, 我 们 将 to 与 自由 度 为 
ni 十 ma 一 2 的 上 上 分布 进 行 比较 ， 如 果 | 如 | > tu/a nil+no -2, 就 拒绝 万 o, 得 出 的 结论 是 硅 酸 盐水 
泥 砂 桨 两 种 配方 的 平均 强度 是 不 相同 的 , 其 中 t。 jz 4ns_2 是 自由 度 为 mi + n2 一 2 的 上 分 布 
的 上 a/2 百 分 位 数 . 这 个 检验 方法 通常 称 作 两 样本 £ 检验 . 

这 一 方法 的 证 明 如 下 . 如 果 我 们 是 从 独立 正 态 分布 中 进行 抽样 , 则 y, 一, 的 分 布 是 N Tu — 
u2, o° (1/mi T 1/n3)]. 于 是 , # c? 己 知 且 Ho : pi = p2 为 真 , 则 


EI 


ERE) A F AN (2.26) 


Q 
"4 
gj- 


的 分 布 是 N(0, 1). 然而 , 以 Sp 代替 (2.26) 式 中 的 o 时 , 就 将 zo 的 分 布 从 标准 正 态 分 布 转 为 
自由 度 为 mi 十 na 一 2 的 上 分 布 了 . 若 Ho 为 真 , 则 (2.24) 式 中 的 to 分 布 是 tnit+na-2; 因此 , 我 
们 能 期 望 to EHI 100(1 — a)% 落 在 -如 mw yw 与 taj2nitnz-_2 之 间 . 如 果 零 假设 为 真 , W 
么 一 个 样本 得 出 的 to 值 在 这 一 范围 之 外 时 就 是 不 正常 的 , 也 就 表明 Ho 应 该 被 拒绝 . 这样 自 由 
度 为 ni 十 m2 一 2 的 守 分 布 是 检验 统计 量 to 的 合适 的 参考 分 布 (reference distribution), 因而 当 
零 假 设 为 真 时 , 它 描述 的 是 to 的 表现 . 注意 a 是 这 一 检验 法 的 第 I 类 错误 的 概率 . 

在 有 些 问题 中 , 人 们 可 能 希望 只 要 一 个 均值 大 于 另 一 个 均值 时 就 拒绝 Ho. 于 是 提出 了 一 个 
单 边 备 择 假设 Hi : jv ua, 只 要 to > tes no 2 就 拒绝 Ho， 如 果 人 人 们 希望 只 要 pai 小 于 us 
WME Ho, 则 备 择 假 设 是 Hiipa < us, HE tg 6 ta,ni+no-a 就 拒绝 Ho. 

为 了 具体 说 明 这 一 方法 , 考虑 表 2.1 中 的 硅 酸 盐水 泥 数 据 . 由 这 些 数 据 得 


r 
改 民 砂浆 未 改良 砂浆 
Ui = 16.76 kgf/cm? Yə = 17.04 kgf/cm? 
52 = 0.100 S2 = 0.061 
S, = 0.316 | S5 = 0.248 


nj = 10 no = 10 


—_——— nm O 
因为 样本 方差 是 相似 的 , 所 以 可 以 认为 这 两 个 总 体 的 总 体 标 准 差 (或 方差 ) 是 相等 的 , 因而 ， 
可 以 运用 (2.24) 式 来 检验 假设 


Ho : 4i = ua, Hi: Ai x us 


更 进一步 , ni n2 一 2= 10 十 10 一 2 = 18, 如果 选 择 a — 0.05, 那么 当 检 验 统 计量 的 值 
to > 加 .0a5,18 = 2.101 或 £o < 一 t0.025.18 = —2.101 Hj, $40] iB df Ho: ui = us. 这 些 临界 区 
域 的 边界 表示 在 图 2.10 的 参考 分 布 (自由 度 为 18 的 t 分 布 ) 上. 

由 (2.25) 式 , 有 


g2. (m — 1)5f + (n2 —1)53 — 9(0.100) + 9(0.061) 
P awo IA A Imas 


nı Hna — 2 10+ 10-2 = OSI 
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S, = 0.284 


检验 统计 量 是 


_ 1676-1704 _ —028 — 4, 


Ui — Ya 
Deci cuu E 
Bd qu. quosa bp D. qun 


G 一 得 2 ü 2 4 6 
n 


图 2.10 ”自由 度 为 18 的 上 分 布 的 拒绝 域 士 如 .025,18 = 土 2.101 


因为 如 = —2.20 < 一 t0.025,18 = —2.101, 所 以 我 们 拒绝 Ho 并 且 得 出 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 的 两 
种 配方 的 平均 粘 结 抗 拉 强 度 是 不 同 的 结论 , 这 是 一 个 潜在 的 重要 工程 发 现 . 砂浆 配方 的 改良 已 经 
收 到 了 缩短 固化 时 间 的 效果 , 而 又 有 证 据 表 明 这 个 改变 也 影响 了 粘 结 抗 拉 强度 . 于 是 , 可 以 得 出 
结论 : 改 恨 配方 减 小 了 粘 结 抗 拉 强 度 ( 正 因为 我 们 做 的 是 双边 检验 , 当 拒 绝 零 假设 时 , 我 们 不 能 
预先 推出 单 边 的 结论 ). 如 果 粘 结 抗 拉 强 度 均 值 的 减少 在 实际 中 也 很 重要 (或 者 除 统计 显著 性 外 ， 
XH LL Fe Se TE), 那么 还 需要 做 更 多 的 研究 工作 和 进一步 的 实验 . 

4. 假设 检验 中 的 P 值 方法 

报告 假设 检验 纺 论 的 一 种 方式 是 , 在 给 定 a 值 或 者 说 显著 性 水 平 下 拒绝 还 是 不 拒绝 零 假设 . 
例如 , 在 前 面 的 硅 酸 盐水 泥 砂浆 配方 中 , 我 们 可 以 在 0.05 显著 性 水 平 下 拒绝 Ho: Ai = uo. 结 
论 采 用 这 种 表述 方式 通常 是 不 充分 的 , 因为 , 决策 者 不 能 从 结论 中 知道 检验 统计 量 的 计算 值 是 恰 
好 落 在 拒绝 域 , 还 是 远离 拒绝 域 . 此 外 , 用 这 种 方式 表述 结果 是 将 预先 指定 的 显著 性 水 平 强加 给 
该 信息 的 其 他 使 用 者 . 这 种 方法 也 许 并 不 令 人 满意 , 因为 一 些 决策 者 会 对 a=0.05 所 蕴含 的 风险 
感到 不 安 . 

为 了 避免 这 些 困 难 , 实践 中 广泛 采用 P 值 方法 . P 值 是 当 零 假设 Ho 为 真 时 检验 统计 量 至 少 
取 到 像 统 计量 观测 值 一 样 极端 的 概率 . 因此 , P. 值 表达 了 更 多 关于 拒绝 Ho 的 证 据 的 权重 信息 . 
所 以 决策 者 可 以 在 任何 给 定 显著 性 水 平 下 做 出 结论 . 形式 上 , 我 们 定义 PP 值 是 拒绝 零 假 设 Ho 的 
最 小 于 者 性 水 平 . 

HPBK Ho 被 拒绝 时 , 通常 称 检验 统计 量 (和 数据 ) 是 显著 的 , 因而 我 们 可 以 认为 P 值 是 
数据 显著 时 的 最 小 a 水 平 . 一 旦 P 值 已 知 , 决策 者 可 以 判定 数据 是 如 何 显著 的 , 而 不 必 受制 于 
数据 分 析 师 预先 选 定 的 显著 性 水 平 . 

为 检验 计算 精确 的 P 值 并 不 总 是 很 容易 . 但 是 , 大 多 数 用 于 统计 分 析 的 现代 计算 机 程序 都 
可 以 输出 P 值 , 一 些 计 算 器 可 能 也 具有 这 种 功能 . 下 面 我 们 举例 说 明 如 何 近 似 计算 硅 酸 盐水 泥 
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砂浆 实验 的 P (8. 因为 | 如 | = 2.20 > to.o2,18 = 2.101, 从 而 P 值 小 于 0.05. 从 附录 表 II 可 以 看 
到 , 对 于 自由 度 为 18、 尾 部 概率 为 0.01 时 的 上 分 布 , to.01,18 = 2.552, 现在 |to| = 2.20 < 2.552, 
艾 因为 备 择 假 设 是 双边 的 , 所 以 知道 已 值 一 定 在 0.05 和 2x(0.01) = 0.02 之 间 . 一 些 计算 器 
也 有 计算 P 值 的 功能 . 比如 , 计算 器 HP-48 就 具有 这 种 功能 . 由 这 个 计算 器 可 得 , 硅 酸 盐水 泥 
WEAXESCUSB P 值 在 如 = —2.20 时 P= 0.041 1. 所 以 , 零 假设 Ho: pi = ua 在 显著 性 水 平 
aœ > 0.041 1 时 将 被 拒绝 . 

5. 计算 机 处 理 

许多 统计 软件 包 都 具有 统计 检验 的 功能 . 表 2.2 表示 的 就 是 应 用 在 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 实 验 的 
两 样本 t 检验 方法 的 Minitab 输出 . 注意 输出 包括 了 两 个 样本 的 一 些 描 述 性 统计 量 . (缩写 "SE 
mean” 指 均值 的 标准 误 , s/n) 和 和 一 些 关 于 两 个 均值 差异 的 置信 区 间 信 息 {我 们 将 在 2.4.3 节 
和 2.5 节 中 讨论 ). 这 个 程序 也 能 检验 感 兴趣 的 假设 . 通过 分 析 师 给 定 备 择 假 设 的 种 类 ("not =” 
意味 着 Hi:gu Æ pa) 和 给 定 的 a 的 水 平 {了 这 里 a 0.05). 


表 2.2 Minitab 中 的 两 样本 t 检验 


Two-sample T for Modified vs Unmodified 


N Mean StDev SE Mean 
Modified 10 16.764 0.316 0.10 
Unmodified 10 17.042 0.248 0.078 


Difference-mu (Modified)-mu (Unmodified) 
Estimate for difference:  -0.278000 

954 CI for difference: (-0.545073, -0.010927) 
I-Test of difference-0 (vs not=):  T-value--2.19 
P-Value=0. 042 DF=18 

Both use Pooled StDevs0.2843 


输出 包括 to 的 计算 值 、 P 值 ( 称 为 显著 性 水 平 ) 和 根据 给 定 的 a 值 做 出 的 决策 . 注意 上 统 
计量 的 计算 值 与 通常 手 算 的 值 稍 有 不 同 P —0.042. 许多 软件 包 并 不 能 输出 小 于 一 些 预 定 值 (t 
如 0.000 1) 的 实际 P 值 , 相反 它们 会 返回 像 “< 0.001" 的 “默认 值 ” 或 者 在 某 些 情 形 中 返回 
零 . 


6. +t 检验 中 的 假定 检验 


在 使 用 上 检验 方法 中 , 我 们 假定 ， 所 有 的 样本 都 是 从 正 态 分 布 的 独立 总 体 中 得 到 的 , 所 有 总 
体 的 标准 差 或 方差 都 是 相等 的 , 而 且 观 测 都 是 独立 的 随机 变量 独立 性 假设 是 关键 的 , 如 果实 验 
次 序 是 随机 的 (如 果 可 以 的 话 ， 其 他 实验 单元 和 材料 的 选择 也 是 随机 的 )， 这 个 条 件 通常 是 可 以 满 
AER. 利用 正 态 概率 图 很 容易 检验 方差 齐 性 和 正 态 性 假设 . 

一 般 地 ， 慨 率 图 是 基于 主观 可 见 的 实验 数据 来 判断 样本 数据 是 否 服 从 假设 分 布 的 一 种 作 图 
技巧 . 方法 非常 简单 , 大 多 数 统计 软件 包 都 可 以 很 快 完 成 . 补充 材料 讨论 了 正 态 概率 图 的 人 工 构 
造 . 


2.4 关于 均值 差 的 推断 , 随机 化 设计 3l 


为 了 构 利 正 态 慨 率 图 ， 首先 将 样本 观测 值 从 小 到 大 进行 排序 ， 即 样本 yya, 
yn 被 排 成 wo， oo 其 中 ,， yw， 是 观测 值 中 最 小 的 ，y2， 是 观测 值 中 次 小 的 , 依 此 类 
HE, wm 是 最 大 的 . 议 序 观测 值 yp 根据 它们 的 累积 频率 (j 一 0.5)/n 来 作 图 , 标注 好 累积 频率 
刻度 , 如 时 假设 的 分 布 足 够 描述 该 数据 , 所 画 的 点 将 近似 地 落 在 一 条 直线 上 ; 如 果 所 画 的 点 明显 
偏离 任意 一 条 直线 , 则 假设 的 模型 是 不 合适 的 . 一 般 来 讲 , 判断 数据 点 是 否 落 在 一 条 直线 上 是 主 
观 的 . 

为 了 说 明 这 种 方法 , 假定 要 检验 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 实验 的 粘 结 抗 拉 强度 服从 正 态 分 布 这 个 假 
w. 自 先 只 考虑 未 改良 配方 的 观测 值 . 图 2.11 所 示 为 计算 机 生成 的 正 态 概率 图 . 大 多 数 正 态 概 
率 图 都 在 左面 垂直 刻度 上 列 出 100(j — 0.5)/n( 偶 尔 在 右面 垂直 刻度 上 列 出 100[1—(3—0.5) /n]), 
而 变量 值 标 在 横 坐 标 上 . 一 些 计算 机 生成 的 正 态 概 率 图 将 累积 频率 转换 为 标准 正 态 > (H. 主观 
选择 的 直线 可 以 根据 图 中 的 点 画 出 来 . 绘制 这 条 直线 时 , 应 该 着 重 考虑 图 的 中 间 点 , 而 不 是 两 边 
的 极端 点 . 一 个 好 的 规则 就 是 在 第 25 个 百 分 位 数 的 点 和 第 75 个 百 分 位 数 的 点 之 间 画 一 条 直线 . 
这 就 是 图 2.11 中 各 样本 直线 的 确定 办 法 . 在 估计 直线 的 “靠近 ”的 点 时 , 想象 沿 直线 有 一 支 粗 铅 
E. 如 果 所 有 的 点 都 被 这 支 想 象 的 铅笔 所 办 盖 , 则 可 以 认为 这 些 数据 服从 正 态 分 布 . 因为 图 2.11 
中 各 样本 的 点 都 通过 了 粗 铅笔 的 检测 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 即 对 于 改良 和 未 改良 泥 桨 的 粘 结 抗 拉 
强度 , 正 态 分 布 都 是 合适 的 模型 . 


ug 


百分比 (累积 正 态 频 率 x 100) 


变量 
一 9 一 改良 的 
“~- 生 一 未 改良 的 


6.0 16.2 16.4 16.6 165 17.0 17.2 17.31 17.6 17% 


Bh HE kgf/cm’) 
图 211 硅 酸 盐水 泥 砂 效 实验 中 的 烙 结 抗 拉 强 度 的 正 坊 概率 图 


可 以 且 接 通过 正 态 概率 图 得 到 均值 和 标准 差 的 估计 , 均值 用 概率 图 的 50%% 分 位 点 来 估计 , bk 
EZH 84 和 和 50% 分 位 点 的 差 来 估计 . 这 意味 着 , 我 们 可 以 通过 简单 比较 图 2 11 的 两 条 直线 的 
FRE, 从 而 证 实 硅 酸 盐 水 泥 砂 浆 实验 的 总 体 方差 相等 的 这 一 假设 . 老 两 条 直线 有 类 似 的 斜率 , 则 
方 蕾 相等 的 假设 是 合理 的 . 如 果 偏 离 了 假设 , 则 可 以 采用 2.4.4 节 中 描述 的 t 检验 方法 补充 材 
料 中 有 更 多 关于 t 检验 的 假设 检验 的 内 容 . 

者 严重 偏离 假设 , 上 检验 的 效果 将 会 受到 影响 . 一 般 地 . 我 们 不 是 很 介意 与 假设 偏离 不 太 严 
RRR, 但 是 不 应 当 忽 视 任何 独立 性 假设 的 不 成 立 和 强烈 的 非 正 态 信 息 . 检验 的 显著 性 水 平和 
科 调 均值 之 间 差 异 的 能 力 反 过 来 将 会 受到 背离 假设 的 影响 . 变换 是 处 理 这 种 问题 的 一 种 方法 . 第 
3 章 将 会 更 详细 地 讨论 它 . 如 果 观 测 值 是 来 自 非 正 态 总 体 可 以 应 用 非 参数 检验 方法 . 详细 的 内 
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容 见 Montgomery and Runger(2003). 

T. 关于 t 检验 的 另 一 个 说 明 

我 们 刚才 提出 的 两 样本 上 检验 法 理论 上 依赖 于 下 述 假定 , 即 从 其 中 随机 选取 样本 的 两 个 总 
体 痢 是正 态 的 . 虽然 正 态 性 假定 对 形式 上 推导 检验 程序 是 必需 的 , 但 正如 前 面 讨论 的 , 适度 地 背 
离 正 态 性 的 假定 也 不 会 严重 影响 结论 . 可 以 论证 , 利用 随机 化 设计 可 以 检验 假设 而 无 需 对 分 布 的 
形式 作 任 何 假 定 . 简要 说 来 , 理由 如 下 . 如 果 这 些 处 理 不 起 作用 , 则 由 20 个 观测 值 能 产生 的 所 
有 的 [20! /(10! 10! )]=184 756 个 可 能 的 方式 都 具有 相同 的 发 生 可 能 性 . 这 184 756 个 可 能 结 
果 中 的 每 一 个 都 对 应 着 to 的 一 个 值 . 如 果 把 由 这 些 数据 而 实际 得 出 的 值 与 这 184 756 个 可 
能 值 的 集合 对 照 之 后 发 现 它 不 寻常 地 大 或 不 寻常 地 小 , 则 表明 ji uus. 

这 种 过 程 称 为 随机 化 检验 . 可 以 证 明 , t 检验 法 是 随机 化 检验 的 一 个 良好 近似 . 于 是 , 我 们 
使 用 t 检验 法 (以 及 其 他 可 以 作为 随机 化 检验 的 近似 方法 ) 时 ， 无 希 顾 及 关于 正 态 性 的 假定 . 这 
也 正 是 像 正 态 概率 图 这 样 的 简单 方法 就 足以 检验 正 态 假定 的 原因 . 


2.4.2 ”样本 量 的 选取 


选取 恰当 的 样本 量 是 任何 实验 设计 问题 最 重要 的 方面 之 一 . 样本 量 的 选择 与 第 TT 类 错误 概 
X 8 密切 相关 . 假如 要 检验 假设 


Ho : i = pia, Hi : ui Æ ua 


且 均 值 不 相等 , $ 5 = ui — uo. 因为 Ho : Hi = ua 不 真 , 我 们 关心 未 能 拒绝 Ho 的 错误 . 第 TI 
”类 错误 的 概率 依赖 于 均值 的 实际 差别 5. 对 于 一 个 具体 的 样本 量 , 9 与 5 的 图 像 叫做 检验 法 的 抽 
检 特 性 曲线 (operating characteristic curve) 或 DC 曲线 . 8 还 是 样本 量 的 函数 . 一 般 说 来 , 给 定 
一 个 5 值 , 8 随 着 样本 量 的 增 大 而 减 小 . 也 就 是 说 ， 大 样本 量 比 小 样本 量 更 容易 检测 出 一 个 给 定 
的 均值 差 . 
对 于 两 个 总 体 的 方差 o? 与 o2 未 知 但 相等 (ci = o3 = 0?), 显著 性 水 平 为 a = 0.05 的 情 

形 , ux 

Ho : pı 一 Ha 

Hy: pı Æ ua 
的 一 族 抽检 特性 曲线 如 图 2.12 所 示 . 还 假定 这 些 曲线 来 自 两 个 样本 量 相等 的 总 体 , 亦 即 n, = 
na — n. 图 2.12 中 水 平 轴 的 参数 是 


d= #12 eel _ lðl 
2c Ac 


用 20 去 除 |6| 便于 实验 者 利用 同一 族 曲 线 而 无 需 顾 及 方差 的 信 (均值 差 表 示 为 标准 差 的 单位 
Xr). 而 且 ， 用 于 构造 这 些 曲线 的 样本 量 实 际 上 就 是 n" = 2n — 1. 

从 这 些 曲线 中 , 我 们 注意 到 以 下 几 点 . 

(1) 已 知 样本 量 和 o 时 , 均值 差 Wai — po AK, 第 TI 类 错误 的 概率 愈 小 . 也 就 是 说 , 给 定 样 
本 量 和 a 时 , 这 一 检验 法 对 大 的 均值 差 比 小 的 均值 差 更 容易 检测 出 来 . 

(2) 已 知 均值 差 和 a 时 , 样本 量 愈 大 , 第 II 类 错误 概率 愈 小 . 即 ， 要 检测 一 个 给 定 的 均值 差 
0, 增 大 样本 量 将 使 检验 方法 更 为 有 效 . 
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接受 末 的 概率 


图 2.12 a — 0.05 时 双边 t 检验 的 抽检 特性 曲线 
GR fe, 本 图 复制 自 Operating Characteristics for the Common Statistical Tests of Significance, 
C. L. Ferris, F. E. Grubbs, and G. L. Weaver, Annals of Mathematical Statistics, June 1946) 


抽检 特性 曲线 常 有 助 于 选取 实验 中 的 样本 量 , 例如, 考虑 前 面 讨 论 过 的 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 问 
B. 设想 两 种 配方 的 平均 强度 相差 为 0.5 kgf/cm?, 该 值 通常 会 影响 砂浆 使 用 .如 果 均 值 差异 值 
至 少 这 么 大 , 我 们 将 以 一 个 较 大 的 概率 检测 它 . 由 此 , 因为 ni — u= 0.5 kgf/cm” 是 我 们 希望 
检测 的 均值 差 的 “临界 ” 值 , 所 以 得 到 图 2.12 中 抽检 特性 曲线 水 平 轴 的 参数 d 是 
_ lip2| _ 0.5 0.25 

20 20 g 
PERIE, d 全 有 未 知 数 o BE, 假设 我 们 根据 以 前 的 经 验 , 认为 强度 的 观测 值 的 标准 差 超 
过 0.25 kgf/cm” 是 不 大 可 能 发 生 的 ， 那么, 在 上 式 中 对 d 用 o = 0.25 就 得 出 d=1. WRH 
ji 一 ga = 0.5 时 我 们 希望 以 95% 的 可 能 性 拒绝 零 假设 的 话 , M 8 = 0.05, 由 图 2.12 5n, 4 
B — 0.05 H. d=1 时 , 近似 地 得 到 n — 16. 因为 n* = 2n — 1, 所 以 需要 的 样本 量 是 
= ai = DI — &b5r7z9 

从 而 我 们 采用 的 样本 量 为 ni = n2—n-9. 

在 上 例 中 , 实验 者 实际 上 用 的 样本 量 为 10. 实验 者 选择 稍 大 点 的 样本 量 也 许 是 针对 一 种 可 
能 性 , 即 共同 标准 差 o 的 先 验 估 计 太 保守 了 , 它 有 时 可 能 会 大 于 0.25. 

抽检 特性 曲线 在 实验 设计 问题 中 对 选取 样本 量 常常 起 着 重要 的 作用 . 这 方面 的 内 容 在 以 后 
儿 章 中 都 会 讨论 到 .在 其 他 简单 比较 实验 中 使 用 抽检 特性 曲线 的 讨论 , 类 似 于 两 样本 t 检验 法 ， 
请 参阅 Montgomery and Runger(2003). 

许多 统计 软件 包 可 以 辅助 实验 者 进行 势 和 样本 量 的 计算 . 下 面 的 方 框 演示 了 Minitab 中 的 
关于 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 问 题 的 两 样本 t 检验 的 势 和 样本 量 的 几 个 计算 . 输出 的 第 一 部 分 再 次 给 出 
T OC 曲线 的 分 析 , 假定 强度 的 标准 差 为 0.25 kgf/cm?, 计算 临界 均值 差 为 0.5 kgf/cm? 所 必需 
的 样本 量 . Minitab 中 的 答案 为 mi = na =8, 相当 接近 OC 曲线 分 析 的 结果 . 输出 的 第 二 部 分 
计算 了 本 例 的 势 , 这 里 临界 均值 差 非常 小 , 只 有 0.25 kgf/cm?. 势 下 降 得 很 快 , 从 0.95 到 0.562. 


d 
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一- ÉL 
最 后 一 部 分 确定 了 实际 均值 差 为 0.25 kgf/cm?, 势 至 少 为 0.9 所 必需 的 样本 量 . 算出 的 样本 量 
相对 较 大 ， ni = n3 —23. 


Power and sample size 


2-Sample t Test 


Testing mean 1-mean 2(versus not=) 


Calculating power for mean i-mean 2*difference 
Alpha-0.05 Sigma-0.25 


Actual 


Difference Size Power Power 
0.5 8 0.9500 0.9602 


Power and Sample Size 


2-Sample t Test 


Testing mean l=mean 2(versus not=) 


Calculating power for mean 1=mean 24difference 
Alpha=0 .05 Sigma-0.25 


sample 


Difference Size Power 
0.25 10 0.5620 


Power and Sample Size 
2-Sample t Test 


Testing mean 1-mean 2(versus not =) 


Calculating power for mean i-mean 24difference 
Alpha-0.05 Sigma 20.25 


Sample Target Áctual 


Difference Size Power Power 
0.25 23 0.9000 0.8125 


2.4.8 EERE 


尽 绾 假设 检验 是 一 种 有 用 的 方法 , 但 它 有 时 也 不 能 说 出 全 部 细节 、 人 们 喜欢 提供 一 个 区 间 ， 
期 待 问 题 中 的 参数 或 参数 值 落 在 这 一 区 间 之 内 . 这 种 区 间 称 为 置信 区 间 ({confidence interval). 在 
很 多 工程 和 工业 实验 中 , 实验 者 已 经 知道 均值 m 与 uz 有 差别 , 因此 对 于 ja = uo 的 假设 检验 
就 不 大 有 兴趣 . 实验 者 通常 更 感 兴趣 的 是 均值 差 由- ua 的 置信 和 区间. 

设 0 是 一 未 知 参数 , 我 们 来 确定 一 个 置信 区 间 . 为 了 得 出 8 的 一 个 区 间 估 计 , 需要 找 出 两 个 
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L r a aaaaaaauauaaaauauauasuaaaaasasasssasasassssasusuststssssssssssssssssslslMltl$l$l 


统计 量 LA U, 使 得 概率 命题 
P(L«6«U)-1-a (2.27) 


为 真 . 区 间 
L<0gU (2.28) 


叫做 参数 e 的 100(1 一 a} 骂 置信 和 区间， 这 个 区 间 的 意思 是 , 在 重复 的 随机 抽样 中 , 如 果 得 出 
很 多 这 样 的 区 间 , 则 其 中 的 100(1— e)9om áH 0 的 真 值 . 统计 量 L 与 U5 分别 叫做 下 置信 
BR (lower confidence limit) 和 上 置信 限 (upper confidence limit), 1 一 a 叫做 置信 系数 (confidence 
coefficient). 如 果 o = 0.05, 则 (2.28) 式 叫 做 8 的 95 色 置信 区 间 , 置信 区 间 有 一 个 频率 性 的 解 
FE, BJ, 我 们 不 知道 对 于 这 个 特定 样本 说 来 命题 是 否 为 真 , 但 我 们 知道 , 被 用 来 产生 置信 区 间 的 
方法 有 100(1 一 o) 名 次 得 出 正确 的 命题 . 

对 于 硅 酸 盐水 泥 问 题 , 设 我 们 要 对 真实 的 均值 差 ui 一 us 找 一 个 100(1 — o) 禄 的 置信 区 间 ， 
此 区 间 可 用 下 述 方法 导出 . 统计 量 

V, — V. — (#1 — ua) 
SR E 


服从 In, Tn3—2 分 布 . 于 是 
yi - V, — (n — o2) .., 


y 
E € s - ca/2,n1--n2 al —1—wu 


- 二 | 1 1 
P(3 — Ja. 一 Lo /2,n, Tn -29, ni T na £ Hi — Ha 
es m [x 1 
S Ui — Ya tay ni tna—20yp 这 十 | 一 1 一 尼 (2.29) 


比较 (2.29) 3X 5 (2.27) xX, 可 以 看 出 


US 1 1 "VES ] l 
Vi — Ua ^ Éaf2mni+na—29p4] "m ES cm & Bi-—H2 € Ji—3-FÍaj2,n,-n3-29p x 十 "n (2.30) 


是 ui 一 us» 的 一 个 100(1 — a)n 8 fii Es [8]. 
代入 (2.30) 式 就 得 到 95958 fS ERE f ER P: 
ge 1 l 1 
16.76 — 17.04 — (2.101)0.284 ig^ ig Sina <S 16.76— 17.044 (2.101)0.284 ust 


—0.28 — 0.27 € pı — u2 € —0.28 + 0.27 
—0.55 € ui — H2 € —0.01 


于 是 , 均值 差 的 95 史 置信 区 间 是 从 —0.55 kgf/cm? 到 —0.01 kgf/ecm2， 换 一 种 说 法 , 置信 区 间 
是 p — ua = —0.28 kgf/cm’ +0.27 kgf/cm^, 或 强度 均值 的 差异 为 -0.28 kgf/cm?. 注意 , 因为 
Hi 一 Ha 二 0 不 包含 在 此 区 间 中 , 所 以 , 所 得 数据 在 5 名 的 显著 性 水 平 上 不 支持 m = po 的 假设 . 
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(两 桩 本 t 检验 的 P (87S 0.042, 稍 小 于 0.05). 未 改良 配方 的 平均 强度 超过 改良 配方 的 平均 强 
度 是 很 可 能 的 . 注意 表 2.2, Minitab 在 假设 检验 方法 操作 中 也 得 到 了 这 一 置信 区 间 


2.4.4 cl c2 的 情形 
如 采 检 验 
Ho : 1i = ua 
Hi: x us 
和 而 不 能 合理 地 假定 方差 01 与 o2 相等 , 则 两 样本 t 检验 法 须要 稍 加 修正 . 这 时 检验 统计 量 为 


-.— a (2.31) 


这 个 统计 量 不 再 精确 地 服从 t 分 布 . 然而 , 如 果 用 


CC 
By Say 2) 
作为 自由 度 , 则 to 的 分 布 相当 接近 于 t 分 布 . 这 种 t 检验 的 方法 适用 于 正 态 概率 图 表明 的 方 关 
不 等 的 情形 . 可 以 容易 地 推出 一 个 公式 来 找 出 不 等 方差 情形 的 均值 差异 的 置信 区 间 


24.5 o2 与 02 为 已 知 的 情形 
如 果 两 个 总 体 的 方差 都 是 已 知 的 , 则 检验 假设 


Ho :1 = us 
Hi: ui x ua 


可 以 用 统计 量 
ae (2.33) 

AT RESI] is PR e LE zs 9, 或 者 样本 量 足够 大 ， 以 至 于 可 以 用 中 心 极限 定理 ， 则 当 零 假设 为 真 时 ， 
zo 的 分 布 是 N(0, 1). iX, 我 们 用 正 态 分 布 而 不 用 上 分 布 来 求 拒 绝 域 . 特别 地 , 当 |zo| > zj 
时 我 们 就 拒绝 Ho, 其 中 sa/2 是 标 准 正 态 分 布 的 上 a/2 百 分 位 数 . 

与 前 面 几 节 的 t 检验 法 不 同 , 己 知 方差 时 检验 均值 不 需要 假定 从 正 态 总 体 中 抽样 ， 可 以 用 中 
心 极限 定理 来 证 明 样 本 均值 差 Vi — y» 是 近似 正 态 分 布 的 . 

方差 已 知 时 关于 Ai ua 的 100(1 一 o) HA Df EC [8] 


2 2 z 2 
= = | 91 Ta — - 01 Ta 
Yı Yo a/2 ni 十 no A HI H2 * yi Ya T Zo /2 ni sp ma (2 3 ) 


正如 前 面 记 注 明 的 那样 ， 置信 区 间 常 常 是 假设 检验 方法 的 一 个 有 用 的 补充 . 
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2.4.6 ”均值 与 已 知 值 的 比较 
有 些 实 验 仅 比 较 一 个 总 体 的 均值 jy 和 一 个 已 知 值 uo. 这 一 假设 是 


Ho : p = po 
Hı : p Æ uo 


如 果 总 体 是 正 态 的 , 其 方差 已 知 , 或 者 总 体 是 非 正 态 的 , 但 样本 量 足 够 大 以 至 于 可 以 用 中 心 极限 
定理 , 则 这 一 假设 可 以 直接 用 正 态 分 布 来 检验 . 检验 统计 量 是 


29 — T a (2.35) 
如 果 Ho: p = uo AR, M zo 的 分 布 是 N(0, 1). 因此 , 对 Ho : p — po 的 判别 法 则 是 , 如 果 
|zo| > 255, 则 拒绝 零 假 设 . 在 零 假 设 中 均值 的 已 知 值 uo 通常 可 由 三 种 方法 决定 . 可 以 根据 过 
去 的 论证 、 知识 或 经 验 而 得 到 ; 可 以 是 描述 所 研究 情况 的 某 种 理论 或 模型 的 结果 ; 也 可 以 是 合同 
规定 的 结果 . 
真实 总 体 均值 的 100(1 — a) 名 置信 区 间 是 


F — a20 / VN & H € V  zajoa / Vn (2.36) 


例 2.1 一 供应 商 向 一 纺织 厂 提供 一 批 纤维 . 工厂 需要 了 解 这 批 纤维 的 平均 抗 断 强 度 是 否 超 过 200 psi. 
WR 200 psi, 工厂 就 接收 这 些 纤维 . 过 去 的 经 验 表 明 , 抗 断 强度 方差 的 一 个 合理 值 是 100 (psi)?. 需要 
检验 的 假设 是 


Ho : p = 200, Hı : p 200 

注意 这 是 单 按 备 择 假 设 TE, 仅 当 零 假设 Ho : 4 = 200 被 拒绝 时 ( 即 , 35 zo > z4), 才 接 收 这 批 纤 维 . 

随机 选取 4 个 试 件 , 观测 到 的 平均 抗 断 强度 为 y — 214 psi. 检验 统计 量 的 值 是 

_ Ẹ-po 214—200 

07 afya  10/VÀ 
如 果 指 定 第 I 类 错误 为 a = 0.05, 从 附录 的 表 1 中 查 得 za = zo.05 = 1.645. JXFÉ, Ho 被 拒绝 , 我 们 得 出 
的 结论 是 , 这 批 纤维 的 平均 抗 断 强度 超过 200 psi. 

如 果 总 体 的 方差 未 知 , 就 必须 加 上 总 体 服从 正 态 分 布 的 这 条 假定 , 尽管 适度 的 偏离 正 态 性 并 
不 会 严重 影响 所 得 的 结论 . 

在 方差 未 知 的 情况 下 , 要 检验 Ho: u= uo, 则 要 用 样本 方差 S? 来 估计 o7. 在 (2.35) 式 中 
以 5 代替 c, 得 检验 统计 量 E 


to = TTi (2.37) 


当 | 如 | > fa;2,-1 时 , 拒绝 零 假设 Ho : u = po, 其 中 tajn- 是 自由 度 为 n 一 1 的 t 分 布 的 
上 ay/2 百 分 位 数 . 此 时 的 100(1 — a)% 置 信和 区间 为 


Jy —taj2-15/ Vn < 此 S F + ta/2mn-18/ VN (2.38) 


= 2.80 


2.4.7 小结 


* 2.3 和 表 2.4 简要 地 列 出 了 上 面 关 于 样本 均值 所 讨论 的 检验 方法 . 对 双边 和 单 边 备 择 假 
设 部 列 出 了 拒绝 域 . 
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X 3.3 方差 已 知 时 关于 均值 的 检验 


B 设 检验 统计 量 拒绝 域 | 假设 

Ho : p = up Ho: = ua 
bu |zo| > za /2 

Hi : u pup Hi : p1 Æ p? 

Ho : u = _ Ho : ui = ua 
cs Ho 2D = jm Z( «€ —Zpn 

Hi : p < uo T MS Hi : pi < u2 

Ho : p = po Ho : pı = ua 

ZQ > £a 
Hi: u uo Hi : ui > p 


检验 统计 量 拒绝 域 
|z0| > So /2 
z0 = yi -也 Z * —Zmn 
e, 
V artaz 
EQ > fa 


* 2.4 方差 未 知 时 关于 正 态 分 布 均值 的 检验 


aa 一 一 
E 设 检验 统计 量 拒绝 域 
CC 
Ho : p = po 
£o | > la /2,n—1 
Hi : p Æ Ho 
Ho : u = uo cri 
0: dH H to = UR tn « —Íao,n—1 
Hı: pp £ uo 
Ho : u = up 
i AR c to > fa ,n-1 
Hi: B no 
f oi =03 
Ho : i1 = ua Fi ~ 
to = 7 Ito] >t Fau 
Hı : Ai 天 Ha Ss a t 
v= ni +n? 
Eao 
Ho : Hi = H3 to - doas. y ip « 一 上 ma 
Hı : p1 € uo Jaa | 
证 1 Th 
S?  s247 
Ho : pı = p2 E 人 
0— GIimi) ($a tor Fa 
Hi : p1 > Ha Sor t RM 
* * 
2.5 ”关于 均值 差 的 推断 , 配对 比较 设计 
2.5.1 配对 比较 问题 


在 有 些 简单 比较 实验 中 , 将 实验 材料 进行 配对 比较 能 极 大 地 提高 估计 的 精确 度 . 例如 , 考虑 
—B BEBEUURS pL, 它 以 恒 力 把 杆 的 尖端 压 头 压 入 一 块 金 属 试 件 ， 然后 通过 测量 压 头 压 入 的 深度 ， 
即 可 得 知 试 件 的 硬度 . 这 台 机 器 有 两 根 不 同 的 压 头 ， 虽然 两 根 压 头 产生 的 测量 精度 (变异 性 ) 似 
乎 相同 ， 但 仍 怀疑 一 根 压 头 得 到 的 硬度 读数 与 另 一 根 压 头 所 得 到 的 硬度 读数 是 不 同 的 

实验 方法 如 下 . 随机 选取 一 批 (例如 , 20 块 ) 金属 试 件 . 这 些 试 件 的 一 半 用 压 头 1 检测 , 另 
一 半 用 压 头 2 检测 . 试 件 对 压 头 的 具体 分 配 是 随机 的 . 因为 这 是 一 种 完全 随机 化 设计 , 所 以 两 个 
样本 的 平均 硬度 可 以 用 2.4 节 所 述 的 上 检验 法 来 比较 . 
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这 个 问题 多 少 可 以 反映 出 完全 随机 化 设计 的 一 个 严重 缺陷 . 设 金属 试 件 是 由 不 同 的 条 材 切 
割 而 来 , 而 这 些 条 材 是 在 不 同 炉 次 或 可 能 对 硬度 有 影响 的 不 尽 相 同 的 方式 下 生产 的 . 由 于 试 件 之 
间 人 缺乏 均匀 性 , 这 就 会 产生 硬度 数据 的 变异 性 , 并 会 增 大 实验 的 误差 , 从 而 使 得 压 头 之 间 的 真实 
差别 难以 检测 出 来 ， 

针对 这 种 可 能 性 , 我 们 考虑 为 一 种 实验 设计 . 假定 每 一 块 试 件 足 够 大 , 使 得 在 同一 块 试 件 可 
以 进行 两 次 硬度 测定 . 这 种 设计 是 把 每 一 块 试 件 划 分 为 两 部 分 , 然后 对 每 块 试 件 的 一 半 随 机 地 指 
ERER, 对 余下 的 一 半 用 另 一 根 压 头 . 对 每 一 块 指定 的 试 件 , 压 头 实验 的 顺序 也 是 随机 选择 
的 , 按照 这 种 设计 对 10 块 试 件 进行 实验 , 测 得 的 (规范 化 ) 数据 如 表 2.5 所 示 . 


X 2.5 ”硬度 检验 实验 的 数据 


试 件 Hk 1 压 头 2 | X4 E$ 1 压 头 2 
1 T 6 6 3 2 
2 3 3 T 2 4 
3 3 5 & g 9 
4 4 3 9 5 4 
5 8 8 10 4 5 
描述 这 种 实验 数据 的 统计 模型 (statistical model) 为 
y qd op Mops 2.39 
Yij = Hi 十 Ei l 
3 H j j T NI ( ) 


其 中 yi; EER i 在 试 件 j 上 的 硬度 观测 值 , Ai 是 第 i 根 压 头 的 平均 硬度 读数 的 真 值 , 3; 是 第 
j 块 试 件 的 硬度 效应 , e;; 是 随机 实验 误差 , 其 均值 为 零 、 方 差 为 o2. 即 , o2 是 用 压 头 1 测 硬度 
时 测量 值 的 方差 , o3 是 用 压 头 2 测 硬 度 时 测量 值 的 方差 . 

如 果 计 算 第 j 个 配对 差 

d; = yu -Yi j—12,--,10 (2.40) 
则 此 差 的 期 望 值 是 
Ha = E(dj) = E(yi; — y2j) = E(y;) — E(y2;) = pı + 85 — (pa + 85) = pa — uo 

BI, 我 们 可 以 利用 关于 硬度 读数 差 的 均值 ja 的 推断 来 作出 关于 两 根 压 头 的 硬度 读数 均值 差 a — 
ua 的 推断 . 当 观 测 值 用 这 种 方式 配对 时 , 试 件 的 附加 效应 8; 会 消失 . 

检验 Ho: Ai = Ha 等 价 于 检验 

Ho :na = 0, Hi: pa x 0 

这 一 假设 的 检验 统计 量 是 


d 
to = CN (2.41) 
其 中 
d— L 2. d; (2.42) 


是 配对 差 的 样本 均值 , 且 
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n 3? 1/2 n J2 1 y d > 1/2 
d; — Ru | 
Sa = Bi dna | 一 B T EN | (2.43) 
n—1l n-—1 


是 配对 差 的 样本 标准 差 . 当 |to| > tasn- 时 , 则 拒绝 Ho :Ad 三 0. 因为 每 个 实验 单元 中 因子 
水 平 的 观测 是 成 对 出 现 的 , 所 以 这 种 方法 通常 叫做 “配对 十 检验" 
由 表 2.5 的 数据 得 
dl 一 7 一 6=1 d3—23—3-20,d4—3—5— —2, da —4—3-—1, dg —8—8-— Q, 
de=3-2=]1, dr —22—4——2, da 29—9—0, d -5—4—1, digz4—5— 41 


于 是 


= Lu 1 

= 一 d; = —í(—1) = —0.10 

d nost 10! 

1 n : 1/2 1/2 
š NE d. 13 — 4L (-1)? 

n-—l 


假定 选择 o = 0.05. 为 了 作 决 策 , 我 们 将 计算 to, WÈ | 如 | > to.025,9 = 2.262, 则 拒绝 Ho. 
配对 t 检验 统计 量 的 计算 值 是 
to = 了 à .-010 eem 
Sa/vn — 1.20/4/10 
因为 | 如 | = 0.26 < to.025,9 = 2.262, 所 以 我 们 不 能 拒绝 假设 Ho: pa — 0， 也 就 是 说 没有 
证 据 来 证 明 两 根 压 头 会 得 出 不 同 的 硬度 读数 . 图 2.13 所 示 是 自由 度 为 9 的 to 分 布 , 它 是 本 次 t 
检验 的 参考 分 布 , 并 给 出 了 相对 于 拒绝 域 的 to 的 值 . 


0.26 


图 2.13 ”硬度 检验 问题 的 参考 分 布 (BAHEA 9 的 t 分 布 ) 
A 2.6 显示 了 该 问题 的 Minitab 配对 : 检验 程序 的 计算 机 输出 . 注意 到 检验 的 P 值 是 
P zs 0.80, 这 意味 着 在 任何 合理 的 显著 性 水 平 下 ， 我 们 都 不 能 拒 绾 零 假设 . 
2.5.2 配对 比较 设计 的 优点 


实际 用 于 这 一 实验 的 设计 叫做 配对 比较 设计 (paired comparison design), 这 也 解释 了 在 1.3 
节 中 讨论 的 区 组 化 原则 . KERE, 它 是 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 的 设计 类 型 的 特殊 情况 区 组 一 
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x 2.6 ”硬度 实验 问题 的 配对 t 检验 Minitab 输出 


Paired T for Tip 1-Tip 2 


N Mean StDev SE Mean 
Tip 1 10 4.800 2.394 0.757 
Tip 2 10 4,900 2.234 0.706 
Difference 10 -0.100 1.197 0.379 


95% CI for mean difference:  (-0.956, 0.756) 
t-Test of mean difference-O(vs notzsO0): 
T-Valuez-0.26 P-VaLuezQ.798 


词 理解 为 一 个 相对 均匀 的 实验 单元 (在 我 们 的 例子 中 , 金属 试 件 就 是 区 组 ), 并 且 区 组 表示 对 完全 
随机 化 的 一 个 约束 , 因为 处 理 组 合 仅 仅 在 区 组 内 部 是 随机 化 的 . 我 们 可 查阅 第 4 章 中 所 括 述 的 
这 类 设计 , 在 那 一 章 中 , 设计 的 数学 模型 | 即 (2.39) XX] 在 写法 上 会 稍 有 不 同 . 

在 结束 这 个 实验 之 前 , 有 几 点 需要 说 明 . 注意 , 虽然 我 们 取 了 2n—2(10)—20 个 观测 值 , 但 对 
t 统计 量 只 用 了 nn 一 1=9 个 自由 度 . (我 们 知道 ,上 的 自由 度 增加 时 , 检验 法 会 更 加 灵敏 .) 区 组 
化 或 配对 使 我 们 “失去 ”了 一 1 个 自由 度 , 但 我 们 希望 , 通过 消除 额外 的 变异 性 来 源 ( 试 件 之 
间 的 差别 ), 我 们 能 得 到 更 好 的 信息 . 

通过 比较 配对 差 的 样本 标准 差 S, 与 合并 的 样本 标准 差 5,, 我 们 可 以 从 配对 设计 中 得 到 一 个 
信息 质量 的 指标 . 这 里 的 合并 标准 差 S, 是 我 们 设想 表 2.5 的 数据 是 按 完全 随机 化 方式 进行 的 实 
验 所 得 到 的 . 把 表 2.5 的 数据 作为 两 个 独立 的 样本 , 由 (2.25) 式 算 得 的 合并 标准 差 是 S, = 2.32. 
将 这 一 数值 与 Sa = 1.20 比较 , 即 可 看 出 区 组 化 或 配对 将 变 红 性 的 估计 几乎 减少 了 50%. 

当 我 们 真正 需要 而 又 没有 区 组 化 (或 将 观测 值 配 对 ) 时 , S, 通常 比 Sa KEAS. 很 容易 说 明 
这 一 点 , 如 果 将 观测 值 组 配对 , 容易 说 明 S3 在 (2.39) 式 给 出 的 模型 下 是 差 值 d; 的 方差 的 无 偏 
估计 , 因为 计算 差 值 时 区 组 因子 (6 被 抵消 了 . 但 是 , 如 果 我 们 没有 区 组 (或 配对 ), 则 将 观测 值 
视 为 两 个 独立 样本 , 此 时 在 (2.39} 式 给 出 的 模型 下 , 53 不 能 视 为 e ”的 无 偏 估计 . 事实 上 , 假定 
FUB H7 ETHSS, 

B(S?) = 9? 十 2 8i 


也 就 是 , 区 组 效应 8; 使 方差 估计 偏 高 了 . 这 就 是 为 什么 区 组 适合 作为 减少 有声 设计 方法 的 原因 . 
我 们 也 可 以 把 这 一 信息 用 关于 m 一 uo. 的 置信 区 间 来 表示 . 利用 配对 数据 , 关于 u 一 jx2 的 
一 个 95968. fi PX [8] X 


d + to.025,9 4/ Vn = —0.10 + (2.262)(1.20)//10 = —0.10 + 0.86 
反之 , 用 合并 的 或 独立 的 分 析 法 , 关于 m 一 ua 的 一 个 9595 8 fii D [8] Je 


I: / 1 l ] ] 
一 了 + 如 .025 一 十 一 = 480-4. ; -i ~- 一 十 一 一 一 工 . 
Ui — Fz $ to.025,18 9p "m EH m 4.80 一 4.90 + (2.101)(2 E 十 10 1.10 + 2.18 


显然 , 由 配对 分 析 所 得 的 置信 区 间 小 于 由 独立 分 析 所 得 的 置信 区 间 . 这 再 一 次 说 明了 区 组 化 的 中 
音 减 小 性 质 . 
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区 组 化 并 不 总 是 最 好 的 设计 策略 . 如 果 区 组 内 部 的 变异 性 和 区 组 之 间 的 变异 性 相同 , 则 Fi- 
y, 的 方差 不 管用 什么 样 的 设计 都 是 相同 的 . 实际 上 , 在 这 种 情况 下 , 区 组 化 将 是 一 个 较 差 的 设计 
选择 , 因为 区 组 化 损失 了 n 一 1 个 自由 度 , 并 且 实际 上 导致 了 一 个 关于 m — us 的 较 宽 的 置信 
区 间 . 第 4 章 将 对 区 组 化 作 进 一 步 的 讨论 . 


2.6 ” 正 态 分 布 方差 的 推断 


企 很 多 实验 中 , 我 们 想 要 知道 两 种 处 理 的 平均 响应 的 可 能 差别 . Rit, 在 某 些 实验 中 , 比较 
数据 中 的 变异 性 更 重要 . 例如 , 在 食品 和 饮料 工业 中 ， 重要 的 是 装 料 设备 的 变异 性 要 很 小 , 以 便 
所 有 的 包装 都 接近 于 额定 的 净重 或 容量 . 在 化 学 实验 室 中 ， 需要 比较 两 种 分 析 方法 的 变异 人 性 . 现 
fe, 我 们 简要 地 讨论 一 下 正 态 分 布 方差 的 假设 检验 和 置信 区 间 ， 与 检验 均值 不 同 , 检验 方差 的 方 
法 对 正 态 性 假定 是 很 敏感 的 . 一 个 很 好 的 关于 正 态 性 假定 的 讨论 见 Davies(1956) 的 附录 2A. 

假如 要 检验 假设 : 一 个 正 态 总 体 的 方差 等 于 常数 , 例如 , 等 于 o2. 规范 地 说 , 就 是 要 检验 


Ho:o = o2, Hi:o?^xo2 (2.44) 
(2.44) 式 的 检验 统计 量 是 
X= = p (2.45) 
0 Tg 


其 中 SS= Y (v. 一 下 ?是 样本 观测 值 的 校正 平方 和 . X2 的 合理 推断 分 布 是 自由 度 为 ，_ 1 的 


FAIR. 当 X0 > Xia, BUS X < iana 时, 则 拒绝 零 假设 , 其 中 x2)。。， 与 
Xi-(o/2,n-1 分 别 是 自由 度 为 n 一 1 的 卡 方 分 布 的 上 a/2 和 下 1 - (ay/2) 百 分 位 数 . 表 2.7 给 
出 单 边 备 择 假设 的 拒绝 域 . o? 的 100(1 — o)98 Hs Ex f] 


n — 1)$8? n — 1)5? 

ns DS <o’ zum: ) (2.46) 

Xa/2,n—1 1-629) 051 

表 2.7 关于 正 恋 分 布 方差 的 检验 

BÓ 检验 统计 量 拒绝 域 | E 设 检验 统计 量 拒绝 域 
Ho:a? —o2 Xo X35 4 8 Ho:o1=03 F) = si Fo > F2, 3,318 
Hi :o* žog Xo kt uod | Hi 02x 02 53 Fy 人 
Ho:0?—302 3 in—1)5? scd Ho:02 =g? 32 
= (n—1) <y? 1! 2 R= Po P. nardo 
Hi:o2 <o? XQ cá XQ *- X1-o n-1 | Hi o? <a? 0 Ey D la,ns—1,n4—1 
Hp :a? =o E | Hp:o? =o2 s? 
> x2 L FAS F5 F, A 

Hiat 02 X ^ Xana Hi:oio2 0 s We e 


BEA RS RII E S B3 80 75 AETH. 如果 分 别 从 总 体 1 与 总 体 2 中 取 量 为 n 与 
no 的 独立 随机 样本 , 则 针对 


Ho : o? = 02. Hi : 0o? to: (2.47) 


的 检验 统计 量 就 是 样本 方差 的 比值 
Fo = —- (2.48) 


Fo 的 合理 推断 分 布 是 分 子 .分 母 自 由 度 分 别 为 ni1 一 1 与 2 一 1 的 下 分 布 . 当 Fo > Fazni 12-1 
或 当 Fg F1.ta/2),1 1,n3—1 mr, 则 拒绝 零 假设 , 其 中 | 与 ph ee DW ini 
表示 自由 度 为 ni1 一 1 与 nz 一 1 的 下 分 布 的 上 a/2 5S F 1—(o/2) 百 分 位 数 . 附录 中 表 IV 只 
给 出 FF 的 上 a 百 分 位 数 部 分 , BE 下 尾 点 有 关系 式 

1 


Fav Ui 


关于 多 于 两 个 方差 的 检验 方法 将 在 3.4.3 节 中 讨论 . 我 们 也 将 讨论 把 方差 或 标准 差 用 作 更 一 般 的 
实验 设计 中 的 啊 应 变量 . 
例 2.2 ”一 位 化 学 工程 师 研究 两 类 测试 设备 的 固有 变异 性 ， 这 种 设备 是 用 来 监视 生产 过 程 产 出 的 ， 他 
推测 旧 设 备 ( 即 类 型 1) 要 比 新 设备 有 较 大 的 方差 . 因此 , 他 想 检验 假设 
Ho : 02 = o2, Hı : oi > oå 
于 是 , 他 取 了 ni = 12 和 n2 = 10 的 两 个 随机 样本 的 观测 值 , 其 样本 方差 分 别 是 S? = 14.5 和 S2 — 10.8, 
检验 统计 量 是 


(2.49) 


F —tx,1],U2 = 


从 附录 的 表 IV 中 查 得 而 .05 119 = 3.10, 所 以 不 能 拒绝 零 假设 . 也 就 是 说 ,断言 旧 设 备 的 方差 大 于 新 设 
备 的 方差 没有 充分 的 统计 依据 . 
总 体 方差 的 比值 of/o3 的 100(1 — a)96 E] Bs Exc [8] 


Si ci .Si 
Sz l-a/2,n2-1m -1 c2 六 S2 - Ia), n2—1,n1-—1 (2.50) 


为 说 明 (2.50) 式 的 用 法 , 例 2.2 中 的 方差 比值 of/o3 的 95908 frr [X [8] 


14.5 ES 14.5 
— — (0.255 tais 
10.8. ) < S 108 39) 


c? 
0.34 « 2 « 4.82 
e 


此 处 用 到 了 P0.025,9,11 = 3.59 ELA F0.975,9.1 11 一 = 1/Fo.0254 1,9 — 1/3.92 = 0.255. 


2.7 EB E 题 


2.1 “纤维 的 抗 断 强度 要 求 至 少 为 150 psi， 过 去 的 经 验 表明 ， 抗 断 强度 的 标准 差 是 0—3 pei, 检验 具有 4 
个 试 件 的 一 个 随机 样本 . 结果 是 yi = 145, yo = 153, ys = 150, y4 = 147. 
(a) SURER ATE HE g rn p e IS HE E. 
(b) 用 a-0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 确定 (b) 中 检验 的 P 值 . 
(d) 构造 平均 抗 断 强度 的 一 个 95 吕 置信 区 间 . 
2.2 BEE 25 忆 时 液体 洗 淋 剂 的 黏度 平均 为 800 His, 随机 收集 16 个 批 次 的 洗涤 剂 样本 , REHEIS ÉD] 
812, fog RAI C. A S REI REX RR o—25 iy. 
(a) 叙述 应 被 检验 的 假设 . 
(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 . 
(d) 确定 均值 的 一 个 9596 AR. 
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2.3 


2.4 


"2.5 


2.6 


2.T 


2.8 
2.9 


2.10 


某 工厂 生产 线 生产 的 钢 轴 的 平均 直径 为 0.255 Xo]. 已 知 直径 的 标准 差 为 so = 0.000 1 英寸 . 一 个 
10 根 钢 轴 的 随机 样本 , 其 平均 直径 为 0.254 5 英寸 

(a) 建立 关于 均值 的 合理 假设 . 

(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假 设 ， 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 ? 

(d) 构造 钢 轴 平均 直径 的 一 个 9596 8 fr [x fH]. 

一 个 正 态 分 布 随机 变量 , 均值 j 未 知 , 方差 0? = 9 已 知 . 确定 样本 量 ， 使 之 能 构造 一 个 均值 的 总 长 
度 为 1.0 的 95958 fr EXC fa]. 

人 们 关心 碳酸 饮料 的 储存 期 限 . 随机 抽取 10 瓶 加 以 检验 . 得 出 结果 如 下 ， 


CC 
天 数 
108 124 124 106 115 138 163 159 134 139 


(a) 我 们 试图 证 实 平均 储存 期 限 大 于 120 X. 建立 研究 这 个 论断 的 合理 假设 . 

(b) 用 a—0.01 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 (b) 中 检验 的 P fü. 

(d) 构造 平均 储存 期 限 的 一 个 999558 4 [x [f]. 

考虑 思考 题 2.5 的 储存 期 限 数据 , 能 用 一 个 正 态 分 布 来 充分 描述 或 拟 合 储存 期 限 吗 ? 偏离 这 个 假定 
对 解决 思考 题 2.5 的 检验 方法 有 什么 影响 ? 

修理 一 台电 子 仪器 所 需 的 时 间 是 - 个 正 态 分 布 随机 变量 ， 以 小 时 为 测量 单位 ， 随机 选取 16 台 这 种 仪 
$8, 其 修理 时 间 如 下 : 


159 280 101 212 224 379 179 264 
222 362 168 250 149 260 485 170 
CO 


(a) 希望 了 解 平均 修理 时 间 是 否 大 于 225 小 时 . 建立 研究 这 个 论点 的 合理 假设 . 

(b) 用 a=0.05 检验 (a) 中 提出 的 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 ， 

(d) 构造 平均 修理 时 间 的 一 个 959508 f: EX [8]. 

再 考虑 思考 题 2.7 的 修理 时 间 问 题 . 依据 你 的 意见 正大 分布 能 吾 充 分 拟 合 修 理 时 间 ? 

有 两 台 机 器 用 来 充 装 净 容量 为 16.0 ze] HAE. TBOE JEARTERUR E S (2, 其 标准 差 为 o1 = 0.015 
和 ca = 0.018. 质量 管理 部 门 怀疑 那 两 台 机 器 是 否 充 装 同样 的 16.0 发 司 的 净 容 量 .， 做 了 一 个 实验 ， 
从 机 器 的 产品 中 各 取 一 个 随机 样本 . 


机 器 1 16.03 16.04 16.05 16.05 16.02 16.01 15.96 15.98 16.02 15.99 
机 器 2 16.02 15.97 15.96 1601 15.99 16.03 16.04 16.02 16.01 16.00 


(a) MERA AERA Se rp RV Rr RO RH iR. 

(b) 用 a—0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 . 

(d) 确定 两 台 机 器 的 平均 充 装 容量 差 的 一 个 95% 置 信 区 间 | 

两 类 塑料 都 适用 于 一 家 电子 计算 器 厂 . 塑料 的 抗 断 强度 是 重要 的 ， 已 知 el = o= 10 psi. JA 
n; = 10 和 n2 = 12 的 随机 样本 得 y, = 162.5 和 yo = 155.0. 公司 不 采用 塑料 1, 除非 它 的 抗 断 
强度 超过 塑料 2 的 抗 断 强度 至 少 10 psi. 根据 样本 信息 , 他 们 应 该 用 塑料 1 吗 ? 为 回答 这 个 问题 , 建 


*2-11 


*2.12 


2.13 


2.14 


"2 15 


立 合适 的 假设 并 用 o—0.01 进行 检验 , 构造 一 个 关于 抗 断 强度 均值 差 的 99% 置 信 区 间 . 
下 面 是 两 种 不 同 配方 的 化 学 照明 弹 的 燃烧 时 间 (单位 : 分 钟 ), 设计 工程 师 感 兴趣 于 两 者 燃烧 时 间 的 
均值 和 方差 


型 1 65 81 57 66 82 82 67 59 T5 TO 
m 2 64 71 83 99 65 56 69 T4 82 79 


(a) 用 a = 0.05 检验 两 个 方差 相等 的 假设 . 

(b) 用 (a) HAR, 检验 平均 燃烧 时 间 相 等 的 假设 . 用 o = 0.05, 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

(c) 讨论 正 态 性 假定 在 本 问题 中 的 作用 .检验 两 种 类 型 的 照明 弹 的 正 态 性 假设 . 

G. Z. Yin 55 D. W. Jillie 在 Solid State Technology(May, 1987) 上 发 表 的 一 篇 论文 “Orthogonal 
Design for Process Optimization and Its Application to Plasma Etching" 描述 了 一 个 实验 , TE 
集成 电路 生产 中 , 要 确定 CFs 流 率 对 蚀刻 硅 片 的 均匀 度 是 否 有 影响 所 有 的 试验 顺序 都 是 随机 的 . 
两 种 流 率 的 数据 如 下 : 


CzFs 流 均匀 度 观 测 值 

SCCM 1 2 3 4 5 6 
125 2.1 4.6 2.6 4.0 3.2 3.8 
200 4.6 3.4 2.9 3.5 4.1 5.1 


(a) CaFe 流 率 对 蚀刻 均匀 度 的 均值 有 无 影响 ? 用 a — 0.05. 

(b) (a) 中 检验 的 P (EE Sb? 

(c) C2Fe 流 率 在 蚀刻 均匀 度 方面 对 片 与 片 的 变异 性 有 无 影响 ? 用 a = 0.05. 

(d) 用 实验 数据 画 盒 图 支持 你 的 阐述 . 

在 一 个 化 工装 置 中 安装 了 一 台新 的 过 滤器 ， 在 安装 之 前 , 一 个 随机 样本 提供 了 关于 杂质 百分率 的 信 
RUF. y, = 12.5, S? = 101.17, n — 8. 安装 之 后 , 一 个 随机 样本 提供 ya = 10.2, S2 = 94.73, 
mna = 9. 

(a) 你 能 得 出 两 个 方差 相等 的 结论 吗 ? 用 o = 0.05. 

(b) 过 滤器 是 否 显著 地 减少 了 杂质 的 百分比 ? 用 o = 0.05. 

光 致 抗 蚀 剂 是 一 种 应 用 在 半导体 晶片 上 的 光敏 材料 ， 通 过 它 , 电路 可 以 刻 制 在 晶片 上 ， 用 后 , 烘焙 涂 
层 的 唱片 以 除去 光 致 抗 蚀 剂 混合 物 的 溶 媒 以 硬化 保护 层 ， 下 表 列 出 了 8 个 晶片 在 两 种 不 同 温 度 下 烘 
焙 的 光 致 抗 蚀 剂 厚度 (kA). 假设 所 有 的 炉 次 都 是 随机 的 . 


95 'C 11.176 T.089 8.097 11.739 11.291 10.759 6.467 8.315 
100 'C 5.263 6.748 T.461 T.015 8.133 7.418 3.712 8.963 


(a) 有 无 证 据 认 为 较 高 的 烘焙 温度 导致 晶片 的 光 致 抗 蚀 剂 厚度 的 均值 较 低 ? 用 a — 0.05. 

(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

(c) 确定 均值 差异 的 一 个 9596 fii EX [8]. 提供 一 个 该 区 间 的 实际 解释 ， 

(d) 画 点 图 来 说 明 这 次 实验 的 结论 . 

(e) 检验 光 致 抗 蚀 剂 厚度 的 正 态 性 假设 . 

(f) 确定 用 来 探测 均值 差异 为 2.5 kA 的 检验 的 势 . 

(g) 计算 探测 均值 差异 为 1.5 kA. 势 至 少 为 0.9 所 需 的 样本 量 . 

手机 的 外 壳 是 用 注塑 模 工 艺 生产 的 .部 件 被 取出 之 前 在 模具 中 冷却 的 时 间 会 影响 手机 的 外 观 缺陷 的 
发 生 . 加 工 后 , 目测 检查 , 给 出 它们 的 外 观 1 到 10 的 得 分 , 10 对 应 完美 的 部 件 , 1 对 应 最 差 的 部 件 . 
用 两 种 冷却 时 间 (10 秒 和 20 秒 ) 做 实验 , 在 每 种 冷却 时 间 水 平 上 评价 20 APIS. 这 个 实验 的 所 有 
40 个 观测 都 是 按照 随机 次 序 进 行 的 ， 数据 如 下 . 
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人 
1 2 I 3 5 1 5 2 4 5 
10 Æ 3 6 5 3 2 1 6 & 2 3 
7 8 5 9 5 8 6 4 6 7 
did 6 g B T 4 6 e 5 总 T 


(a) 是 否 有 证 据 认 为 更 长 的 准 却 时 间 会 导致 更 少 的 外 观 缺 陷 ? 用 a = 0.05. 
(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P (EE? 

(c) 确定 均值 差异 的 一 个 9596 8 fii D [i]. 提供 一 个 该 区 间 的 实际 解释 . 

(d) 画 点 图 来 解释 这 次 实验 的 结论 . 

(e) 检验 实验 数据 的 正 态 性 假设 . 


2.16 ”在 对 等 离子 体 蚀刻 器 的 合格 性 实验 中 取得 了 在 硅 片上 蚀刻 均匀 度 的 20 个 观测 值 . 这 些 数据 如 下 ， 

5.34 665 476 598 7.25 6.00 7.55 554 5.662 621 
9.97 7.35 — 5.44 4.39 4.98 525 6.35 461 600 532 

(a) 构造 估计 o? 的 o5% RH [8]. 

(b) 用 a = 0.05 检验 假设 o? = 1.0. 你 的 结论 是 什么? 

(c) 讨论 正 态 性 假设 及 其 在 本 题 中 的 作用 . 

(d) 构造 正 态 概 率 图 检验 正 态 性 .你 的 结论 是 什么 ? 

2.17 由 12 位 测量 员 测 定 滚珠 轴承 的 直径 ， 每 人 用 两 种 不 同 的 测 径 器 ， 其 结果 是 
测量 员 测 径 器 1 ` 测 径 器 2 | NEA 测 径 器 1 测 径 器 2 

1 0.265 0.264 | 7 0.267 0.264 
2 0.265 0.265 | 8 0.267 0.265 
3 0.266 0.264 | 9 0.265 0.265 
4 0.267 0.266 | 10 0.268 0.267 
5 0.267 0.267 11 0.268 0.268 
6 0.265 0268 | i2 0.265 0.269 


(a) 用 a=0.05 检验 两 个 被 选 样本 测量 总 体 的 均值 有 无 显著 性 差异 ? 
(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P (EE Eb? 
(c) 构造 两 种 类 型 测 径 回 测量 的 直径 均值 差异 的 一 个 95958845 [x I]. 


52/4 
1.559 


"2.18 Journal of Strain Analysis(Vol.18, no.2, 1983) 上 的 一 篇 论文 比较 了 几 种 预测 钢板 梁 的 抗 前 强度 
的 方法 .对 其 中 的 两 种 方法 ( 即 Karlsruhe 法 和 Lehigh 法 ), 9 REWI (预测 荷载 与 观测 荷载 
m 51/1  S2/ 53/1 S4 55/1 S2/1  S2/2  S2/3 
Karlsruhe iE — 1.186 1.151 1.322 1.339 1.200 1.402 1.365 1.537 
Lehigh 法 1.061 0.992 1.063 1.062 1.065 1.178 1.037 1.086 


(a) 是 否 有 证 据 认 为 两 种 方法 得 到 的 均值 存在 差异 ? 用 a — 0.05. 
(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 名 少 ? 

(c) 构造 预测 荷载 与 观测 荷载 两 种 均值 差异 的 一 个 9596 8 f [X (R]. 
(d) 研究 两 种 样本 的 正 态 性 假设 . 

(e) 研究 两 种 方法 的 比 的 差异 的 正太 性 假设 . 


1.052 


2.19 


3.20 
*2.21 


2.22 


2.23 


2,24 
2.25 


2.20 


2.27 


v2.28 


2.20 
2.30 


(f) 讨论 配对 上 检验 中 的 正太 性 假设 的 作用 ， 
研究 ABS 塑胶 管 的 两 种 不 同 配方 的 负荷 变形 温度 . 用 两 种 配方 各 进行 12 次 试验 , 负荷 变形 温度 { 音 
位 : ^F) 结果 如 下 


配方 1 | 配方 2 
206 193 192 | 177 176 198 
188 207 210 197 185 188 
205 185 194 206 200 189 
187 189 178 | 201 197 203 


(a) 4 EFJX& V FEAK I IE BERE PH. 该 图 是 否 支 持 正 态 性 假定 和 两 样本 方差 相等 的 论点 ? 

(b) 数据 是 否 支 持 配方 1 的 负荷 变形 温度 超过 配方 2 的 论点 ? 用 a = 0.05. 

(c) (b) 中 进行 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

再 研究 思考 题 2.19 的 数据 , 数据 是 否 支 持 配 方 1 的 负荷 变形 温度 超过 配方 2 至 少 3°F 的 论点 ? 
半导体 生产 中 , 强化 学 蚀刻 通 芝 用 于 金属 化 之 前 去 除 唱片 基 座 的 硅 元 素 , 蚀刻 率 是 这 道 工序 的 重要 
特性 . 要 评 佑 两 种 不 同 的 蚀刻 方法 . 用 每 种 方法 蚀刻 随机 选择 的 8 个 晶片 , 观测 的 蚀刻 率 如 下 { 单 


Af: mils/min). 


方法 1 | 方法 2 
9.9 10.6 10.2 10.6 
9.4 10.3 10.0 10.2 
10.0 9.3 10.7 10.4 
10.3 9.8 10.5 10.3 


(a) 数据 是 否 表明 所 有 方法 有 相同 的 蚀刻 率 ? 用 a = 0.05 并 假定 等 方差 
(b) 确定 蚀刻 率 均值 差异 的 一 个 9596 8 K [8]. 
(c) 用 正 态 概率 图 研究 正 态 性 假设 和 方差 相等 的 适当 性 . 
根据 人 体 的 吸收 速度 比较 两 种 流行 的 止痛 药 . 有 人 说 药片 1 的 吸收 度 是 药片 2 的 两 倍 . 设 o2 与 o2 
G. FH 

Ho : 241 = us, Hi:2ui 天 po 
的 检验 统计 量 . 
设 要 检验 

Ho : P1 = #3, Hi: Æ po 
其 中 o? 与 o2 已 知 . 因 抽 样 资源 所 限 , 给 定 ni 十 nz = N. 为 了 得 到 最 大 功效 的 检验 ， 应 该 如 何在 
两 个 总 体 之 间 分 配 N 个 观测 值 . 
推导 (2.46) 式 , 得 到 正 态 分 布 方差 的 一 个 100(1 一 oa) 名 置信 区 间 . 
推导 (2.50) A, 得 到 比值 of/o3 的 一 个 100(1 — a) 名 置信 区 间 , 其 中 o2 与 o2 是 两 个 正 态 分 布 的 
方差 . 
推导 一 个 公式 , 以 得 到 o? x o3 的 两 个 正 态 分布 均值 差 的 一 个 100(1 一 a) 名 置信 区 间 . 将 你 的 公式 
用 于 硅 酸 盐水 泥 实 验 数据 , 确定 一 个 95 品 的 置信 和 区间. 
构造 一 个 数据 集 , 使 得 配对 + 检验 统计 量 非 常 大 , 但 通常 的 两 样本 或 合并 t 检验 统计 量 却 较 小 .描述 
你 怎样 创建 数据 . 这 能 否 给 你 一 些 如 何 运 用 配对 上 检验 的 直观 认识 ? 
考虑 思考 题 2.11 描述 的 实验 . 如 果 两 个 照明 弹 的 燃烧 时 间 差 为 2 分 钟 , 确定 检验 的 势 . 计算 势 至 少 
为 0.9, 检测 燃烧 时 间 均 值 差异 在 1 分 钟 所 需要 的 样本 量 . 
青 考 虑 思考 题 2.0 描述 的 瓶子 充 装 问题 . 假定 两 总 体 方 差 未 知 但 相等 ， 重 做 这 个 问题 . 
考虑 思考 题 2.9 的 数据 , 如 果 两 种 机 器 充 装 量 均值 的 差 为 0.25 Ze], FH -T- RUE. 2.9 的 检验 的 势 的 
大 小 是 多 少 ? 如 果 充 装 量 均值 的 真实 差 为 0.25 dim], 势 至 少 为 0.9 的 样本 量 是 多 姑 ? 
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3.5.8 ”将 各 个 处 理 均值 与 一 个 控制 进行 比较 


第 2 章 讨论 了 比较 两 个 条 件 或 两 种 处 理 的 方法 , 例如， 侍 酸 盐水 泥 的 粘 合 抗 拉 强度 实验 涉 
及 了 两 种 不 同 砂浆 配方 . 描述 这 类 实验 的 另 一 种 方法 是 二 水 平 的 单 因子 实验 , 这 里 的 因子 是 指 砂 
KEN, 二 水 平 就 是 两 种 不 同 的 配方 . 很 多 这 类 实验 的 因子 都 是 多 于 两 个 水 平 的 . 本 章 侧重 介绍 
关于 具有 a 个 水 平 (或 a 个 处 理 ) 的 单 因子 实验 的 设计 与 分 析 方法 ， 假定 实验 都 是 完全 随机 化 
的 . 


3.1 一 个 例子 


在 集成 电路 的 许多 生产 步 又 中 , 唱片 被 一 层 材 料 (如 二 氧化 硅 或 某 种 金属 ) 完全 覆盖 . 通过 
对 掩 模 的 蚀刻 有 选择 性 地 除去 不 需要 的 材料 , 从 而 创建 电路 模板 、 电 互 连 以 及 必须 扩散 的 或 者 金 
属 沉 积 的 区 域 . 等 离子 蚀刻 工序 在 这 个 操作 中 被 广泛 使 用 , 特别 是 在 几何 对 象 比较 小 的 情况 下 的 


3.1 一 个 例子 49 


应 用 . 图 3.1 展示 了 一 种 典型 的 单 晶 片 蚀刻 设备 的 重要 特征 . 射频 (RE) 发 生 器 提供 能 源 , 使 得 
电极 之 间 的 间隙 产生 等 离子 . 等 离子 体 的 化 学 种 类 是 由 所 使 用 的 特定 气体 决定 的 . 碳 氟 化 合 物 ， 
比如 CF4( 四 氰 甲烷 ) 或 CoFe( 六 气 乙 烷 ), 通 弟 被 用 在 等 离子 蚀刻 上 . 但 是 根据 应 用 情况 的 不 同 ， 
也 常 使 用 其 他 的 气体 或 混合 气体 , 


气体 控制 面板 


图 3.1 单 晶 片 等 离子 蚀刻 设备 


工程 师 要 研究 这 套 设 备 的 RF 功率 设置 与 蚀刻 率 间 的 关系 . 实验 目的 是 建立 蚀刻 率 与 RF 
功率 之 间 关 系 的 模型 , 以 确定 达到 所 需 的 目标 蚀刻 率 的 功率 设置 . 她 选 定 了 气体 (Co Fe) 和 间隙 
(0.80 cm), 想 检 验 RF 功率 的 4 个 水 平 : 160W, 180W, 200W 和 220W. 她 决定 在 RF 功率 的 
每 个 水 平 上 检验 5 个 晶片 . 

这 是 一 个 因子 水 平 a —4 和 重复 n =5 的 单 因子 实验 . 这 20 个 试验 都 是 按照 随机 次 序 进行 
Hy. 一 种 生成 随机 次 序 的 更 高 效 方法 是 将 20 个 试验 输入 电子 表格 (Excel), 用 Rand() 函数 产 
生 一 列 随机 数 , 以 此 排序 . 


假设 从 这 个 过 程 中 获得 的 试验 次 序 是 
试验 次 序 Excel 随机 数 (已 排序 ) DÆ | 试验 次 序 。” Excel 随机 数 (已 排序 ) ”功率 
1 12 417 200 11 49 813 220 
2 18 369 220 | 12 02 286 220 
3 21 238 220 13 57 102 160 
4 24 621 160 14 63 548 160 
5 20 337 160 15 67 710 220 
6 32 318 180 16 71 834 180 
T 36 481 200 17 TT 216 180 
8 40 062 160 | 18 84 675 180 
9 43 289 180 19 89 323 200 
10 49 271 200 20 94 037 200 


为 防止 未 知 讨厌 变量 的 影响 , 随机 化 试验 次 序 是 必要 的 . 因为 实验 中 讨厌 变量 的 变化 也 许 会 
超出 控制 范围 , 从 而 损害 实验 结果 . 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 我 们 按 原始 的 非 随机 化 次 序 做 20 个 
晶片 试验 (也 就 是 , 前 5 个 功率 用 160W, 接 下 来 的 5 个 功率 用 180W, 依次 类 推 ). 如 果 蚀 刻 设 
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备 有 热身 效应 , 则 运行 越 长 , 观测 的 蚀刻 率 读数 就 越 低 , 热身 效应 将 潜在 地 损害 数据 , 从 而 破坏 


实验 的 有 效 性 . l 
假定 工程 师 按照 我 们 确定 的 随机 次 序 进行 试验 . 得 到 的 蚀刻 率 的 观测 值 如 表 3.1 所 示 . 
表 3.1 晶片 蚀刻 实验 中 的 蚀刻 率 数 据 (单位 : À/ min) 
EN 
观测 值 
W 一 OC AE 
RF 功率 (W) : 2 3 ! 5 总 和 平均 值 
160 575 542 530 539 570 2 756 551.2 
180 565 593 590 579 610 2 937 587.4 
200 600 651 610 637 629 3 127 625.4 
220 725 700 715 685 710 3 535 707.0 


用 图 示 方 法 来 检查 实验 数据 的 想法 也 很 好 . 图 3.28 (EE B) 展示 了 RF EIE EA ZIGE BU p 
刻 率 , 图 3.2b 是 蚀刻 率 关 于 RF 功率 的 散 点 图 . 两 类 图 都 表明 蚀刻 率 随 着 功率 设置 的 增加 而 增 
Jn. 但 没有 明显 证 据 表 明 蚀 刻 率 相对 于 均值 的 变异 性 依赖 于 功率 设置 . 基于 这 个 简单 的 图 形 分 
Ur, 我 们 猜想 : (1) RF 功率 设置 影响 蚀刻 率 ; (2) 功率 设置 提高 时 , 蚀刻 率 增 加 ， 


T0 


TM) 


(Amin) 


38r 
入 600 600 
RS 
i5) 5 
160 180 200 220 160 180 200 220 
WEW) WEW) 
(a) ERRA (b) ff zx Bg 


图 3.2 ”蚀刻 率 数 据 的 盒 图 和 散 点 图 


假定 想 更 客观 地 分 析 这 些 数据 . 特别 地 , 假定 希望 检验 在 RF 功率 的 所 有 a—4 水 平 下 蚀刻 
率 均值 间 的 差异 . TE, 我 们 想 要 检验 所 有 的 4 个 均值 是 否 都 相等 . 粗 看 起 来 , 这 个 问题 可 以 用 
所 有 6 个 可 能 的 配对 比较 的 上 检验 来 解决 . 但 是 , 这 并 不 是 解决 这 个 问题 的 最 好 方法 . 首先 , 做 
6 个 t 检验 效率 很 低 , 事倍功半 . 第 二 , 这 些 配对 比较 的 执行 增 大 了 第 一 类 误差 . 假定 4 个 均值 
部 相等 , 如 果 我 们 选择 a = 0.05, 则 在 每 一 单个 比较 上 作出 正确 决策 的 概率 是 0.95. BE, 所 有 
6 个 比较 都 是 正确 决策 的 概率 就 远 远 小 于 0.95, 所 以 , 第 一 类 错误 被 增 大 了 . 

方差 分 析 是 检验 若干 个 均值 相等 的 比较 好 的 方法 . 不 过 ， 方差 分 析 的 用 途 比 解决 上 述 问题 要 
更 为 广泛 得 多 . 它 可 能 是 在 统计 推断 领域 中 最 有 用 的 方法 . 
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RERA a 个 处 理 或 想 要 比较 的 某 一 单 因 子 的 不 同 水 平 . a 个 处 理 的 每 一 个 中 的 观测 响 
应 都 是 一 个 随机 变量 . 数据 的 表示 方式 可 如 表 3.2 那样 . 表 3.2 中 的 任 一 值 (例如 , yi;) 代表 第 
i 种 因子 水 平 (处 理 ) 下 所 取 的 第 j 个 观测 值 . 一 般 说 来 , 在 第 i 种 处 理 下 有 n 个 观测 值 . 表 3.2 


32 方差 分 析 5l 


ER 3.1 所 示 唱 片 蚀刻 实验 数据 的 一 般 情形 . 


x 3.2 单 因子 实验 的 典型 数据 


处 理 (水 平 ) 观测 值 总 和 平均 值 
m 1 iu yl Vi. 
2 y2 Ya. 
a n b 
1. 数据 的 模型 
我 们 发 现 用 模型 来 描述 这 些 观测 值 是 有 用 的 , 一 种 方法 是 将 模型 写成 
"— ST L1—].2.9053-41 (3.1) 
Vii = Hi ij EEE d . 


其 中 yg 是 第 i 个 观测 值 , i 是 第 i 个 因子 水 平 (或 处 理 ) 的 均值 ,sij 是 随机 误差 分 量 , 它 合 
并 了 实验 中 其 他 的 变异 来 源 , 包括 副 量 、 来 自 不 可 控 因 子 的 变 并 、 用 于 处 理 的 实验 单元 间 的 差异 
( 像 实验 材料 , 等 等 ) 以 及 过 程 中 广泛 的 背景 品 声 因子 ( 像 时 间 的 变异 性 , 环境 变量 的 效应 , 等 等 ). 
为 方便 起 见 , 假定 误差 的 均值 为 零 , 从 而 E(yij) = pi. 
(3.1) 式 被 称 为 均值 模型 (means model). 可 以 换 一 种 方式 写 出 数据 的 模型 , 定义 
hic u +T, t=1,2, a 
则 (3.1) 式 变 为 
| 


yi 一 及 十 页 十 E (3.2) 
J 1,2,...- QT 


在 模型 的 这 种 形式 中 , jy 是 所 有 处 理 的 共同 参数 , 叫 做 总 均值 (foverall mean), 是 唯一 对 应 于 第 
i 个 处 理 的 参数 , 叫做 第 ;个 处 理 效应 (treatment effect), (3.2) 式 通常 被 称 为 效应 模型 (effects 
model). ! 

均值 模型 和 效应 模型 两 者 都 是 线性 统计 模型 (linear statistical model), 即 响 应 变量 yi;; 是 
模型 参数 的 线性 函数 . 尽管 模型 的 这 两 种 形式 都 是 有 用 的 , 但 在 实验 设计 文献 中 效应 模型 更 常 
见 . 效应 模型 中 , A 是 一 个 剖 量 , 而 处 理 效应 c; 表示 应 用 具体 处 理 时 与 常量 / 的 偏差 , 这 使 得 该 
模型 更 具 直 观 性 , 

因为 只 研究 一 个 因子 , 所 以 (3.2) 式 [或 (3.1) 式 | 也 叫做 一 种 方式 的 方差 分 析 或 单 因 子 方 差 
分 析 (ANOVA) 模 型 . 此 外 , 我 们 要 求实 验 是 以 随机 顺序 进行 的 , 以 便 用 于 处 理 的 环境 (通常 叫 
做 实验 单元 ) 尽 可 能 一 致 . 于 是 , 这 一 实验 的 设计 属于 完全 随机 化 设计 . 我 们 的 目标 是 检验 关于 
处 理 均值 的 假设 并 估计 处 理 均 值 . 在 假设 检验 中 , 假定 模型 误差 是 独立 的 正 态 分 布 随机 变量 , 其 
均值 为 零 , 方差 为 o7. 假定 方差 0^ 在 该 因子 的 各 个 水 平 下 都 是 常量 . 因此 , 观测 值 


yij (十 Ta”) 
而 且 这 些 观测 值 是 相互 独立 的 . 
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2. 国定 因子 还 是 随机 因子 ? 

统计 模型 (3.2) 式 描述 了 关于 处 理 效应 的 两 种 不 同情 况 . 第 一 种 情况 是 , a 个 处 理 可 以 由 实 
验 者 具体 选 定 ， 此 时 我 们 想 检 验 关 于 处 理 均 值 的 假设 , 因此 所 得 结论 仅 适 用 于 该 分 析 中 所 考虑 
的 因子 水 平 . 这 些 结论 不 能 推广 到 未 曾 明确 考虑 的 相似 处 理 中 去 . 我 们 可 能 还 想 去 估计 模型 参 
数 (p, Ti, 07). 这 叫做 国定 效应 模型 (fxed effects model)， 另 一 种 情况 是 a 个 处 理 可 以 看 作 是 
来 日 一 个 较 大 的 处 理 总 体 的 一 个 随机 样本 (random sample). 在 这 种 情况 下 , 我 们 希望 能 够 把 这 
Eae (根据 处 理 样本 所 得 的 ) 推广 到 总 体 的 所 有 处 理 中 去 , 而 不 管 它们 在 分 析 中 是 否 被 明确 考 
E. 这 里 , n 是 随机 变量 ,而 关于 个 别 变量 的 知识 相对 说 来 是 无 用 的 . 因而 , 我们 要 检验 关于 T 
的 变异 性 假设 并 试图 估计 这 一 变异 性 . 这 叫做 随机 效应 模型 或 方差 分 量 模型 第 13 章 将 进一步 
讨论 含 随机 因子 的 实验 . 


3.3 ”固定 效应 模型 的 分 析 


本 节 研 究 固 定 效应 模型 的 单 因子 方差 分 析 . 令 y, 表示 第 ; 个 处 理 的 观测 值 的 总 和 , v. 表 
不 第 i 个 处 理 的 观测 值 的 平均 值 . 类 似 地 , 令 y. 表示 全 部 观测 值 的 总 和 | y. 表示 全 部 观测 值 的 
总 平均 值 . 用 符号 表示 即 


(3.3) 


其 中 N=an 是 观测 值 的 总 个 数 . 可 见 , 下 标 “ 点 ” 号 意味 着 对 相应 的 下 标 求 和 . 
我 们 的 兴趣 在 于 检验 a 个 处 理 均值 的 等 式 , 即 


E(yi;) = ut Ti = l, t= 1,2,- ; Q. 
这 里 较 合 理 的 假设 是 
Ho: Ma 三 Ha 一 -一 Ha 
Hi: pi uj, 至 少 对 于 一 对 (i j) 
在 效应 模型 中 , 我 们 将 第 之 个 处 理 均 值 六 分 成 两 个 分 量 , 即 ji = 下 十 五 . 我 们 通常 认为 H 
是 总 平均 ， Fr EL, 


(3.4) 


Y Hi 
sa c 
这 个 定义 意味 着 
3 qe 
1—] 


即 处 理 或 因子 效应 可 以 被 认为 是 与 总 均值 的 偏差 2， 因 此 ， 根据 处 理 效 应 rus 前 面 的 假设 的 一 个 
等 价 写 法 就 是 


CD 这 个 论题 的 更 多 信息 见 第 3 章 的 补充 材料 . 
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和 

Hi: n0 SPSPT— i 
从 而 , 我 们 说 检验 处 理 均 值 相 等 或 检验 处 理 效应 (7;) 为 零 , 检验 a 个 处 理 均 值 相等 的 合适 方法 
就 是 方差 分 析 . 


3.3.1 ”总 平方 和 的 分 解 


方差 分 析 {analysis of variance) 这 一 名 称 来 源 于 把 总 变异 性 分 解 为 它 的 分 量 . 总 校正 平方 
和 a TL 
SOT 一 2. 2. (vij — g-.)? 


是 数据 总 变异 性 的 一 个 度量 . 直观 看 来 , 这 是 合理 的 , 因为 如 果 将 SSr 除 以 一 个 适当 的 自由 度 
(在 现在 的 情况 下 , 是 an 一 1=N 一 1), 就 得 到 y 的 样本 方差 . 当然 ， 样本 方差 是 变异 性 的 标准 
度量 . 

总 校正 平方 和 397 可 以 写 为 


2 P (Vij — ¥..) = D X MG = (3.5) 
即 
2 (vag. =n E (J= Jr p (yi — V) +25 » (Ji. — V.) (v 
但 是 , 等 式 最 后 的 交叉 乘积 项 为 零 , 因为 
24 Vig — V.) = yi — ny;. = yi — n(yi./n) = 0 
因此 , 我 们 有 
$5 Y ys - y. -aXG. -3-) +E M (wT) (3.6) 


1—] j=1 


(3.6) 式 就 是 方差 分 析 的 公式 , 它 表明 , 用 总 校正 平方 和 来 度量 的 一 组 数据 的 总 变异 性 可 以 分 解 

为 ; 处 理 平均 值 与 总 平均 值 之 差 的 平方 和 ， 再 加 上 在 处 理 内 部 的 观测 值 与 处 理 平 均值 之 差 的 平方 

和 . 现在 , 观测 得 的 处 理 平 均值 与 总 平均 值 之 间 的 差 就 是 处 理 均值 之 间 的 差 的 度量 而 处 理 内 部 

的 观测 值 与 处 理 平均 值 之 差 却 只 是 随机 误差 . 于 是 , 可 以 将 (3.6) 式 用 符号 写 为 
S5T-—585,4m-d- SS p 


其 中 S545 叫做 处 理 (BU, 在 处 理 之 间 的 ) 平方 和 , 而 SS, 叫做 误差 【 即 ， 处 理 内 部 的 ) 平方 和 . 
因为 有 an-N 个 总 观测 值 , 所 以 , SSr 有 N-i 个 自由 度 . 又 因为 有 a 个 因子 水 平 (以 及 a 个 
处 理 平均 值 ), 所 以 , SSum 有 a 一 1 个 自由 度 . 最 后 , 任 一 处 理 内 部 有 n 个 重复 , SH n-A 
目 由 度 , 它 可 以 用 于 估计 实验 的 误差 , 因为 有 a 个 处 理 , 从 而 误差 有 a(n —1)—-an—a = N —a 
个 自由 度 . 

深入 剖析 基本 方差 分 析 恒 等 式 的 右边 两 项 是 有 益 的 . 考虑 误差 平方 和 


sse = È È w -n = È |È 0 T 


J=l 
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由 这 一 形式 容易 看 出 方 括号 内 的 项 除 以 n 一 1 就 是 第 i 个 处 理 的 样本 方差 , 或 


> (vi 2 Fi) 
S=: - 1 1 = 1,2,*79.ü 
Tl 一 


现在 , a 个 样本 方差 组 合 起 来 给 出 公共 总 体 方差 的 一 个 估计 如 下 ; 
(yi 一 了 小 
(n -1)$1 (n —1)5$2 t ---t(n-1S2 _ ae ] b SSr 
(n—1)c-(n—1)-----F(n—1) seei (N — a) 
i=] 


于 是 , SSE/(N — a) 就 是 在 a 个 处 理 中 每 一 个 处 理 公 共 方差 的 一 个 综合 估计 . 
类 似 地 , 如 果 a 个 处 理 均值 之 间 没 有 差别 , 就 束 可 以 用 处 理 平均 值 对 总 平均 值 的 偏差 平方 来 估 
tH a”. 特别 地 ， 
n py 


是 处 理 均值 都 相等 时 o? 的 一 个 估计 . 这 一 点 的 理由 可 以 很 直观 地 看 出 ; 量 2 ($, -g Y/(a-1) 
估计 处 理 平均 值 的 方差 57 /n, 所 以 当 处 理 均值 之 间 没 有 差别 时 应 该 用 n » (j,. - 9. Y/(a— 1) 


来 估计 o? 

方差 分 析 恒等式 [(3.6) 式 ] 给 c? 提供 了 两 个 估计 一 一 一 个 根据 处 理 内 部 的 固有 变异 性 , 
一 个 根据 处 理 之 间 的 变异 性 . 如 果 处 理 均值 没有 差别 ， 这 两 种 估计 就 应 该 十 分 相近 ; 否则 , 我 们 
就 推测 观测 到 的 差异 是 由 于 处 理 均值 之 间 的 差异 所 引起 的 . 尽管 我 们 已 经 用 直观 论证 研究 了 这 


一 结果 , 但 也 可 运用 更 形式 些 的 推导 . 
量 MSus = 7722 与 MSE = SSE 称 为 均 方 . 现在 考察 这 些 均 方 的 期 望 值 考虑 


fa 


E(MSg) - E ( F2) = yE abr 2, (yis — V. *| 


i=l j= 


E .E b 2 (yz; — yii + Vi | 


1 a T ü EX et E 
2 b E-miseis 
~a i i=1 i=l 


将 模型 (3.1) 式 ] 代入 此 式 , 得 


P. 
E(MSg) = z — B| È tnte- -R (Burne) | 
J 二 1 i=] 15-1! 
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现在 因为 已 (esij) = 0, 所 以 在 进行 平方 运算 并 对 方 括号 内 的 量 取 期 望 值 时 , 涉及 sj 和 el 的 项 
都 可 以 分 别 用 o? 与 no? 来 代替 . 而 且 , 所 有 含有 si 的 交叉 乘积 的 期 望都 是 零 . 因此 , 在 进行 
了 平方 运算 和 取 期 望 之 后 , 最 后 的 等 式 变 为 
E(MSg)-— E Nu n » T + No? — Ny? —n y Rm a" 
N-—a i=l i=l 
Bp E(MSg) — o? 
用 类 似 的 方法 , 我 们 亦 可 证 明 ” 


n d 
E(MSyg) = o^ + — 


a—l 


正如 我 们 启发 性 的 讨论 , MSe = SSE/(N — a) 可 用 于 估计 o7, 而 且 如 果 在 处 理 均值 间 没 有 差 
异 时 (意味 着 n = 0), M Sum = SS 二 /fa 一 1) 亦 可 估计 o^. 不 过 , 注意 如 果 处 理 均值 确实 不 
同 , 则 处 理 均 方 的 期 望 值 大 于 o”. 

这 清楚 地 表明 , 检验 处 理 均值 之 间 没 有 差 寞 这 一 假设 可 以 代 之 以 比较 MS is 和 JMSE 来 实 
fr. 我 们 现在 就 考虑 这 一 比较 如 何 进行 . 


3.3.2 ”统计 分 析 
我 们 现在 来 研究 检验 处 理 均 值 之 间 疫 有 差 弄 这 一 假设 (Ho : da = y = o = nua 或 者 
Ho: n = Ta — es — Ta = 0) 如 何 进行 . 因为 我 们 已 经 假定 误差 sij 是 独立 服从 正 态 分 布 的 , 其 


均值 为 零 , 方差 是 o*, 所 以 观测 值 vi; 也 是 独立 服从 正 态 分 布 的 , 其 均值 为 utr, 方差 为 o’. 
于 是 ,557 是 正 态 随机 变量 的 平方 和 , 因此 , 可 以 证 明 SSz/o? 服从 自由 度 为 N 一 1 的 卡 方 分 
dg. 进一步 , 当 零 假设 Ho : 7， = 0 为 真 时 , SSe/ 服从 自由 度 为 N -a 的 卡 方 分 布 , 并 且 
SSas/c^ 服从 自由 度 为 a 一 1 的 卡 方 分 布 . 然而 , 因为 SSua 与 SSe 加 起 来 等 于 SSp, 所 以 这 
3 个 平方 和 并 不 一 定 是 独立 的 . 下 面 的 定理 用 来 建立 SSe 与 SSaa 的 独立 性 , 它 是 William G. 
Cochran 定理 的 一 种 特殊 形式 . 

定理 3.1 Cochran 定理 

ik Zi X NID(0, 1, i2 1,2, 3: Z2 Que Qu Qu Xt sv, Qs 的 自由 
度 为 v(i-—l2,.-,s,NN]5BiSv SA FETO 时 , Qi, Qa, ---, Qa 是 相互 独立 的 
卡 方 分 布 随机 变量 ,其 自由 度 分 别 为 1，U2， e, Us 

因为 SSe M SSe 的 自由 度 加 起 来 等 于 总 的 自由 度 N — 1, 所 以 , Cochran EHAS T 
SSas/oc? 与 SSk/o* 是 独立 分 布 的 xz 随机 变量 .因此 , 当 处 理 均 值 之 间 没 有 差异 的 零 假 设 为 
真 时 , 比值 
— SSuas/(a—1) | MSum 

SSEp/(N —a) MBSE 

服从 自由 度 为 a 一 1 与 N 一 a 的 下 分布. (3.7) 式 就 是 关于 处 理 均 值 之 间 没 有 差异 的 假设 的 检 
验 统 计量 . 


QD 见 第 3 SS EB. 


(3.7) 


Ü 
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由 均 方 的 期 望 可 见 , MS e 是 o? 的 一 个 无 偏 估计 . 而 且 在 零 假 设 下 ,Mu 也 是 o” 的 一 个 
无 偏 估计 . 然而 , 如 果 零 假设 不 真 , 则 MSus 的 期 望 值 大 于 o7. 因此 , 在 备 择 假设 下 , 检验 统计 
Æ [(3.7) 式 ] 的 分 子 的 期 望 值 大 于 分 母 的 期 望 值 , 所 以 , 当 检 验 统计 量 的 值 太 大 时 , 我 们 应 该 拒 
绝 Ho. 这 意味 着 是 一 个 上 尾部 的 , 单 尾 拒绝 域 . 因此 , 当 


Fo > Fagina 
时 , 应 该 拒绝 Ho, 其 中 F 由 (3.7) 式 算 得 , 并 且 得 出 在 不 同 的 处 理 方 法 之 间 存 在 着 差异 的 结论 . 
另外 , 我 们 也 可 以 利用 P 值 方法 进行 决策 . 
平方 和 的 计算 有 几 种 方法 . 一 种 直接 的 方法 是 利用 定义 : 
Vi — V. — (Vi, — V.) + (vij — Yih 


用 一 个 展开 式 计 算 每 个 观测 的 这 三 项 , 然后 , 将 平方 相 加 得 到 SSuas. SS 和 SSe. 另 一 种 方法 
是 改写 并 简化 (3.6) 式 中 的 959wa 和 SST 的 定义 , 有 
a mn , 2 

SIT 一 > 2- y;; m hu (3.8) 

ue die a E (3.9) 
处 理 一 n £4 Ui. N : 

SSE = SIr — SS, (3.10) 

这 种 方法 很 好 ， 因为 一 些 计算 器 被 设计 成 把 输入 数 的 和 存储 在 一 个 存储 器 , 而 输入 数 的 平方 和 在 
储 在 另 一 个 存储 器 . 因此 每 一 个 数据 只 需 输入 一 次 . 实际 上 ， 我 们 用 计算 机 软件 进行 这 一 操作 . 

表 3.3 总 结 了 检验 过 程 , 我 们 称 之 为 方差 分 析 表 , BD ANOVA X. 


表 3.3 单 因子 方差 分 析 表 ,固定 效应 模型 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
处 理 间 SSum =n Y (Àj. — g.)? ic MS ps Fo = um 
误差 (处 理 内 ) SSe SSp— SS N-a MBSE 
总 和 SS4— 2 P» (yj — g..)? N —1 


一 LU 


例 3.1 晶片 蚀刻 实验 

为 说 明 方 差分 析 方 法 , 我 们 回 到 3.1 节 讨 论 过 的 例子 ， 开 发 工程 师 要 确定 RF 功率 设置 是 否 影 响 蚀刻 
"E, 她 进行 了 RF 功率 有 4 个 水 平和 5 次 重复 的 完全 随机 化 实验 . 为 方便 起 见 ， 此 处 重复 表 3.1 的 数据 
加 下 . 


RF 功率 (W) 蚀刻 率 的 观测 (À / min) 总 和 FHE 
1 2 3 4 5 yi Fi- 

160 575 542 530 539 570 2 756 551.2 

180 565 593 590 579 610 2 937 587.4 

200 600 651 610 637 629 3 127 625.4 

220 725 700 715 685 710 3 535 707.0 


| y..—12 355 y.. = 617.75 
a a ^  g,-—61775 
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我 们 用 方差 分 析 检 验 原 假设 Ho : ui = p = us = p SARER Hi: 部 分 均值 不 等 ， 用 (3.8) 
Aa (3.9) RA (3.10) 式 计 算 所 需 的 平方 和 如 下 : 
SST = Y y2, — v. = (575)? + (542)? + --- + (710)? — (12 355)? /20 = 72 209.75 
+ 二 1 ?一 ] 
SSya = i Y y2 — v. = i[(2 756)? 十 :… 十 {3 535)?] — (12 355)? /20 = 66 870.55 
il 
SSg = SSp-—SSgg = 72 209.75 — 66 870.55 = 5 339.20 


通常 , 这 些 计算 是 通过 使 用 具有 分 析 从 已 设计 的 实验 中 获得 的 数据 的 能 力 的 软件 包 在 计算 机 上 进行 的 . 

方 兰 分 析 概 括 在 表 3.4 "P. RF 功率 或 处 理 间 的 均 方 值 (22 290.18) 是 处 理 内 部 或 误差 均 方 值 (333.70) 
的 好 几 倍 . 这 表明 处 理 均值 都 相等 是 不 大 可 能 的 ， 形式 上 , 计算 F 的 比值 Fo=22 290.18/333.70—66.80, 
并 与 分 布 Pais 合适 的 上 尾 百 分 点 比较 ， 假 定 实验 者 选择 o = 0.05, 从 附 表 我 们 发 现 Fo.05.316 = 3.24, 
因为 Fo = 66.80 > 3.24, 所 以 我 们 拒绝 互 o， 并 得 出 处 理 均 值 不 相同 的 结论 . 也 就 是 说 ,RF 功率 的 设置 
对 平均 蚀刻 率 有 显著 影响 . 我 们 还 可 以 计算 检验 统计 量 的 PP 值 . 图 3.3 给 出 了 检验 统计 量 机 的 参考 分 布 
(F316) EA, 本 例 中 P 值 非常 小 .因为 Fo.01,3,16 = 5.29 H. Fo > 5.29, 所 以 可 以 得 出 结论 : P 值 的 一 
TERA 0.01, 即 P < 0.01( 精 确 P 值 为 P =2.88x10-9). 


表 3.4 晶片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P Ù 
RF 功率 66 870.55 3 22 290.18 Fo = 66.80 < 0.01 
误差 5 339.20 16 333.70 
总 和 72 209.75 19 


EX 
Fk a ia Po Fy--G5.80 


图 3.3 例 3.1 中 检验 统计 量 Fo 的 参考 分 布 (F16) 
1. 关于 手工 计算 的 更 多 内 容 
读者 可 能 注意 到 我 们 是 用 均值 定义 平方 和 的 . 也 就 是 说 , 由 (3.6) XX, 
Cl UE 
但 是 我 们 得 到 了 利用 总 和 的 计算 公式 . 例如 , 为 了 计算 55wm, 我们 利用 (3.9) 式 : 
"EV X y? 
心身 处 理 一 2. yi. 一 N 
理由 是 这 样 简单 , 并 且 , ys 与 和 y. AUS y, 和 了 那样 容易 受 舍 入 误差 (rounding error) 
的 影响 . 
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通常 , 我 们 不 必 太 关心 计算 问题 , 因为 有 很 多 计算 机 程序 可 用 来 进行 计算 . 这 些 计算 机 程序 
外 有 助 于 很 多 与 实验 设计 有 关 的 其 他 分 析 (如 残 差分 析 和 模型 适合 性 检验 ), 在 很 多 情况 下 , 这 
些 程序 也 有 助 于 实验 者 进行 设计 . 
当 有 必要 手 算 时 , 对 观测 值 进行 规范 化 有 时 是 有 用 的 . 这 一 点 将 在 下 面 的 例子 中 加 以 说 明 . 
例 3.2 对 观测 值 进行 规范 化 
在 方差 分 析 的 计算 中 , 对 观测 值 进行 规范 化 常会 使 得 计算 更 简单 或 更 精确 ， 例 如 , 考虑 例 3.1 中 的 晶片 
蚀刻 数据 ， 设 对 每 个 观测 值 都 减 去 600. 已 规范 的 数据 见 表 3.5. 容易 验证 
SST = (—28)* + (—58)? + -.. + (110)? — (355)? /20 = 72 209.75 
SSyg 一 e -244)* + (—63)? + (127)? + (535)?] — (355)2 /20 = 66 870.55 
SSE=5 339.20 
将 这 些 平 方 和 与 从 例 3.1 中 所 得 的 平方 和 进行 比较 可 以 看 出 ， 从 有 原始 数据 中 减 去 一 个 常数 并 不 改变 平方 和 . 
XX 3.5 04 3.2 已 规范 化 的 蚀刻 率 数 据 


RF 功率 (W) — —— OMNE 总 和 
1 2 3 1 5 Yi. 

160 —25 —b58 — T0 —61 —3ü0 — 244 

180 —835 一 了 一 10 —2]1 10 —b63 

200 ü 51 10 3T 20 127 


220 125 100 115 85 110 035 
OO 


今 假定 对 例 3.1 中 的 每 个 观测 值 乘 以 2， 容易 验证 ， 变 换 后 的 数据 的 平方 和 是 SS. —288 839.00, 
555—267 482.20, 以 及 SS p —21 356.80, 这 些 平方 和 明显 不 同 于 从 例 3 1 中 得 到 的 . 不 过 , 如 果 将 它们 
FIBRE. 4( 即 , 22), 结果 则 是 相同 的 ， 例 如 ,处 理 平方 和 267 482.20/4—66 870.55. 还 有 , 对 已 规范 的 数据 . 
F 的 比值 是 F—(267 482.20)/(21 356.80)=66.80, 也 与 原始 数据 的 F 的 比值 相等 . 这 样 一 来 , 方差 分 析 是 
等 价 的 . 

2. 随机 化 检验 法 与 方差 分 析 

在 方差 分 析 的 F 检验 法 研究 中 ， 我 们 曾经 用 到 了 这 一 假定 , 即 随机 误差 Ei 是 正 态 独 立 分 
布 的 随机 变量 . F 检验 法 也 可 被 证 明 是 随机 化 检验 法 的 一 种 近似 方法 . 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 两 
种 处 理 的 每 一 种 处 理 有 5 个 观测 值 并 且 我 们 想 检 验 它们 的 处 理 均值 是 否 相 等 . 数据 如 下 : 


处 理 1 Uil 12 y13 Yii 


可 以 用 方差 分 析 的 F 检验 法 来 检验 Ho : pi = ua, 也 可 以 用 为 一 种 稍微 不 同 的 方法 来 代替 . 假设 
我 们 考虑 把 上 例 中 10 个 数据 分 配给 两 种 处 理 的 所 有 可 能 方式 . 10 个 观测 值 有 101/5!5!=252 种 
可 能 的 配置 . 如 果 处 理 均值 不 存在 差别 , 所 有 这 252 种 配置 很 可 能 是 相当 的 . 对 于 这 252 种 配置 
的 每 一 个 配置 , 用 (3.7) 式 计算 F 统计 量 的 值 . 这 些 F 值 的 分 布 叫做 随机 化 分 布 (randomization 
distribution), 而 一 个 大 的 F 值 表示 数据 与 假设 Ho : ui = us 不 相 容 . 例如 ， 如 果实 际 观测 到 
的 F 值 仅仅 被 随机 化 分 布 的 5 个 值 所 超过 . 则 这 - 凡 吏 对 应 于 以 显著 性 水 平 a = 5/252 = 
0.019 8( 或 1.98%) 拒绝 Ho : ja = m2. TEE, 在 这 种 方法 中 并 不 需要 有 正 态 性 假定 . 

这 种 方法 的 难点 是 , 即使 是 对 于 相对 小 的 问题 , 我 们 也 很 难 计算 出 确切 的 随机 化 分 布 . 然而 ， 
大 量 的 研究 表明 : 确切 的 随机 化 分 布 可 以 用 正规 理论 F 分 布 来 很 好 地 近似 . 这 样 , 即使 没有 正 
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态 性 假定 , F 检验 法 也 可 看 作为 随机 化 检验 法 的 一 种 近似 方法 . 要 进一步 阅读 方差 分 析 中 的 随 
机 化 检验 法 , 可 参阅 Box, Hunter, and Hunter(1978). 
3.3.3 ”模型 参数 的 估计 
我 们 现在 给 出 单 因子 模型 
Wi = H + Ti + Ei 
的 参数 估计 和 处 理 均值 的 置信 区 间 . 随后 将 证 明 总 均值 和 处 理 效 应 的 合理 估计 可 由 下 式 给 出 ， 
hy. 

N=. t=1,2,.… ,0 (3.11) 

这 些 估 计量 有 相当 直观 的 意义 , 注意 总 均值 可 以 用 观测 值 的 总 平均 来 估计 , 而 任 一 处 理 效应 只 不 


过 是 处 理 均 值 和 总 均值 之 差 . 
容易 确定 第 ;个 处 理 均 值 的 置信 区 间 (confidence interval). 第 i 个 处 理 的 均值 是 
hi SHHT 
pi 的 一 个 点 估计 是 à; — hc $-—y B, ,如果 假定 误差 是 正 态 分 布 的 , 则 每 一 个 也 是 
NID(A oa“ /mn)， 于 是 , 如 果 o CA, 则 我 们 可 用 正 态 分 布 来 确定 置信 区 间 . 用 JMSE 作为 o? 
的 估计 , 就 可 以 根据 t 分布 来 建立 置信 区 间 . 因此 , 第 i 个 处 理 均 值 us 的 100(1 — o)96538 f E 
间 是 
MSg MSE 


" € Hi S Ni d iaa N-a z 


任意 两 个 处 理 均 值 之 差 (Bl jy; — n) 的 一 个 100(1 一 a)96& fis X [8] 


Vi. — Vj, — fafa Na V m & Hi — H3 S Yi, — Yj, t taj2,N—a = z (3.13) 


Bj 3.3 用 例 3.1 的 数据 , 得 到 总 均值 的 估计 量 和 处 理 效 应 的 估计 量 为 户 = 12 355/20 = 617.75 以 及 
551.20 — 617.75 — —66.55 
587.40 — 617.75 — —30.35 
= 625.40 — 617.75 = 7.65 
= 707.00 — 617.75 = 89.25 


处 理 A(RF 功率 为 220W) 的 均值 的 一 个 95 锅 置信 区 间 由 (3.12) 式 算 得 是 


| 333. T0 
707.00 一 EN & qua € 707.00 + 2120 


Vi, T la/2,N—a (3.12) 
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333. 70 
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707.00 — 17.32 € u4 & 707.00 + 17.32 
于 是 , 所 求 得 的 置信 区 间 是 689.68 < p4 x 724.32. 
联合 置信 区 间 
(3.12) 式 和 (3.13) 式 给 出 的 置信 区 间 表 达 式 是 一 次 一 个 (one-at-a-time) 的 置信 区 间 . 也 就 
E, 置信 水 平 1 一 a 只 应 用 于 一 个 特定 的 估计 . 但 是 , 在 许多 问题 中 , 实验 者 希望 计算 多 个 置信 
区 间 , 每 个 均值 或 均值 差 都 对 应 一 个 置信 区 间 . 如 果 有 这 样 > 个 感 兴趣 的 100(1 — o)9o85 0 fs 
区 间 , 7 个 置信 区 间 同 时 正确 的 概率 至 少 为 1 一 ra. 概率 ra 通常 被 称 为 实验 方法 误差 率 或 总 的 
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ERRA 与 其 众多 置信 区 间 提 供 相对 很 少 的 信息 , 宁可 区 间 数 r 不 要 太 大 . 例如 有 二 5 个 区 
间 和 a = 0.05( 典 型 的 选择 ), 5 个 置信 区 间 的 联合 置信 水 平 至 少 为 0.75, 如 果 r —10 个 区 间 和 
a = 0.05, 联合 置信 水 平 至 少 为 0.50. 

确保 联合 置信 水 平 不 太 小 的 方法 是 在 一 次 一 个 的 置信 区 间 (3.12) 式 和 (3.13) 式 中 用 a/ (27) 
替代 oa/2， 这 方法 叫 Bonferroni 方法 , 它 允 许 实验 者 构造 一 列 r 个 处 理 均值 或 处 理 均值 差异 
的 联合 置信 区 间 , 使 得 总 体 置信 水 平 至 少 为 100(1 — a)96. 4 r 不 太 大 时 , 合理 地 缩短 置信 区 间 
长 度 是 一 个 非常 好 的 方法 . 详 见 第 3 章 的 补充 材料 . 


3.3.4 ”不 平衡 数据 


在 有 些 单 因子 实验 中 ， 每 种 处 理 所 取 的 观测 值 个 数 可 以 是 各 不 相同 的 . 我 们 称 这 样 的 设计 
是 不 平衡 的 . 稍 许 修改 一 下 平方 和 公式 ， 上 面 所 述 的 方差 分 析 法 仍 可 使 用 ， 设 在 处 理 i(i = 1, 
2,… ,0) PR mi 个 观测 值 , $ N = Y^ ni. 关于 SSr 和 SSpa 的 计算 公式 变 为 
$—1 


z 


SSr-Y y g4-5 (3.14) 
i=l j=1 i 
与 
a y? y) 
处理 一 2. x UN (3.15) 
在 方差 分 析 中 无 需 其 他 变更 . 


选取 平衡 设计 有 两 个 优点 ,首先 , 相对 来 说 ， 当 样本 量 相 等 时 , 检验 统计 量 对 a 个 处 理 等 方 
差 的 假定 的 微小 偏离 是 不 敏感 的 . 但 对 个 相等 样本 量 的 情况 则 并 非 如 此 . 其 次 当 样 本 量 相等 时 ， 
检验 的 功效 最 大 . 
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由 方差 分 析 恒 等 式 (3.6) 给 出 的 观测 值 变 异性 的 分 解 式 是 一 个 纯 代 数 的 关系 式 . 而 利用 这 
一 分 解法 来 正式 地 检验 处 理 均值 之 间 没 有 差异 是 需要 满足 一 定 的 假设 条 件 的 . 具体 说 , 这 些 假设 
条 件 是 观测 值 能 够 用 模型 

Vij = H+ Ti Ess 

恰当 地 描述 , 并 且 , RRRA ERMA, 其 均值 为 零 , 方差 为 未 知 常数 o2. 如 果 这 些 候 
定 条 件 有 效 ， 则 方差 分 析 方 法 是 处 理 均值 没有 差异 这 一 假设 的 一 种 较为 理想 的 检验 法 

然而 , 在 实际 当中 , 这 些 假定 条 件 通常 不 完全 成 立 , 因此 在 这 些 假定 条 件 的 有 效 性 尚未 核 
实 之 前 就 依靠 方差 分 析 , 通常 是 不 明智 的 . 苹 否 违背 了 这 些 基本 假定 和 模型 的 适合 性 , 可 以 很 容 
易 地 利用 残 差 检测 来 进行 分 析 . 处 理 i 的 观测 值 ; 的 残 差 定义 为 


€ij = Vij — Üij (3.16) 
其 中 Tij 是 对 应 于 Vij 的 一 个 估计 ， 由 下 式 得 出 : 


=Â +h =y, --(v-y)-g, (3.17) 
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(3.17) 式 直观 地 给 出 了 引 人 瞩 目的 结果 , 即 第 i 个 处 理 任 一 观测 值 的 估计 恰好 是 对 应 的 处 理 平 
均值 . 

残 差 检 验 是 任 一 方差 分 析 不 可 缺少 的 部 分 . 如 果 模 型 是 适合 的 , 则 残 差 是 无 定形 的 . 也 就是 
说 , 它们 没有 明显 的 模式 . 通过 研究 残 差 , 可 以 发 现 很 多 模型 不 适合 和 基本 假定 不 符合 的 例子 . 
在 这 部 分 , 我 们 将 说 明 如 何 通过 采用 残 差 的 图 形 分 析 来 很 容易 地 进行 模型 诊断 检测 , 以 及 如 何 处 
EJL E LEREZ. 


3.4.1 EARE 


检验 正 态 性 假设 可 以 利用 残 差 直方 图 . 如 果 满 足 关 于 误差 的 NID(0, o?) 假定 , 则 此 直方 图 
就 应 该 类 似 于 取 自 中 心 在 零点 处 的 正 态 分 布 的 样本 . 可 惜 , 对 于 小 样本 , 经 常会 出 现 明显 的 波动 ， 
所 以 图 像 上 中 度 偏离 正 态 性 的 出 现 并 不 一 定 意味 着 严重 违背 正 态 性 假定 . 而 图 像 上 对 于 正 态 性 
的 严重 偏离 则 有 严重 违背 正 态 性 假定 的 可 能 , 并 需要 进行 进一步 的 分 析 . 

为 一 种 极其 有 用 的 方法 是 构造 一 个 残 差 的 正 访 概率 图 , 回顾 第 2 章 的 t 检验 , 我 们 用 原始 数 
据 画 成 的 正 态 概率 图 来 检验 正 态 性 假设 . 在 方差 分 析 中 , 对 残 差 这 样 做 通常 更 有 效 ( 且 更 直接 ). 
如 果 潜 在 的 误差 分 布 是 正 态 的 , 则 图 像 呈 直线 状 . 在 想象 这 一 直线 时 , 与 极端 值 点 相 比 , 我 们 应 
该 更 看 重 直 线 附近 的 值 点 . 

表 3.6 列 出 了 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 数据 的 原始 数据 和 残 差 . 图 3.4 是 残 差 的 正 态 概率 图 , 审 
视 这 个 图 形 , 总 的 印象 是 误差 分 布 是 近似 正 态 的 . 正 态 概率 图 在 左边 稍 下 弯曲 , 在 右边 稍 有 上 考 ， 
这 意味 着 误差 分 布 的 尾部 比 起 正 态 分 布 的 尾部 要 更 细 一 些 ; 也 就 是 说 , 最 大 的 残 差 不 完全 如 所 期 
望 的 那样 大 (在 绝对 值 的 意义 下 ). 但 是 , 此 图 总 体 看 起 来 却 是 正 态 的 . 
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Uca (y) 
^ j | ii i i : 
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| 
130 587. 
200 625.4 
| 8 3 
Z0 [0.0 
a 每 单元 的 盒 内 是 残 差 . 圆 括号 内 的 数 表示 收集 数据 的 序号 . 


一 般 地 , 在 固定 效应 方差 分 析 中 适度 地 偏离 正 态 性 我 们 并 不 大 在 意 (回顾 在 3.3.2 节 中 对 随 
机 化 试验 的 讨论 ). 比 起 偏 态 分 布 来 说 , 我 们 更 为 关心 的 是 比 正 态 分 布 的 尾部 明显 的 厚 或 菏 的 误 
差分 布 . 因为 F 检验 法 只 受 轻 微 的 影响 , 所 以 我 们 说 , 方差 分 析 (及 其 有 关 的 方法 , 例如 多 重 比 
较 法 ) 对 正 态 性 假定 是 稳健 的 . 偏离 正 态 性 通常 会 引起 真正 的 显著 性 水 平和 功率 与 名 义 上 的 数 
值 稍 有 差异 , 一 般 来 说 , 功率 会 偏 低 ， 我 们 将 在 第 12 章 中 讨论 的 随机 效应 模型 较 多 地 受到 非 正 
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态 性 的 影响 . 


EAREN 


-24 —12.65 0.1 12.55 25.6 
GE 


图 3.4 $1 3.1 的 残 差 的 正 态 概率 图 


正 态 概率 图 上 的 一 种 十 分 普遍 的 毛病 , 是 有 一 个 残 差 远大 于 其 他 的 残 差 这 样 的 一 个 残 差 通 
常 叫做 异常 值 (outlier). 一 个 或 多 个 异常 值 的 出 现 会 严重 干扰 方差 分 析 , 所 以 , 要 小 心 探究 出 现 
的 异常 值 . 引起 异常 值 的 原因 经 常 是 由 于 计算 发 生 错误 、 规范 数据 或 复制 数据 造成 的 误差 所 致 
否则 , 则 必须 仔细 研究 该 实验 周围 的 实验 环境 . 如 果 异 常 的 响应 是 一 个 特别 希望 得 到 的 值 (高 强 
BE, 低 价格 , 等 等 ), 则 异常 值 比 其 他 数值 更 为 有 用 . 不 要 轻易 拒绝 或 放弃 一 个 异常 的 观测 值 ， 除 
非 有 合理 的 非 统计 性 的 根据 . 就 是 在 最 不 利 的 情况 下 . 也 要 做 两 次 分 析 , 一 次 包括 异常 值 , 另 一 
次 剔除 异常 值 . 

有 几 种 正式 的 统计 方法 可 用 来 检测 异常 值 [例如 , 参阅 Barnett and Lewis (1994), John 
and Prescott(1975), 以 及 Stefansky(1972)]. 粗略 检测 异常 值 可 以 由 验算 标准 化 残 差 


di; = MESE (3.18) 
来 做 到 . 如果 误差 ca 服从 N(0, o2), 则 标准 化 残 差 应 是 渐 近 正 态 分 布 的 ， 其 均值 为 零 , 方差 为 
l. FÆ, 标准 化 残 差 约 68703 YE +1 ŻA, 约 959 7E TE. 2 之 内 , 几乎 全 部 落 在 士 3 之 内 . eg 
点 要 大 于 3 或 4 倍 标准 差 的 残 差 是 一 个 可 能 的 异常 值 
对 于 例 3.1 的 蚀刻 速率 数据 ， 正 态 概率 图 没有 显 出 异常 值 . 还 有 , 最 大 的 标准 化 残 差 是 


Ep 


vVMSg 4333.70 18.27 


dı = 


但 它 并 不 重要 
3.4.2 ” 依 时 间 序 列 的 残 差 图 


依照 收集 数据 的 时 间 顺 序 画 出 残 差 图 有 助 于 检测 残 差 之 间 的 相关 性 具有 正 残 差 和 负 残 差 
的 趋势 表明 了 正 相关 人性， 而 这 说 明 不 符合 误差 的 独立 性 假定 (independence assumption). 这 是 
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一 个 潜在 的 严重 问题 且 难 于 校正 的 问题 , 所 以 , 要 在 收集 数据 时 尽 可 能 地 防止 这 一 问题 的 发 生 . 
而 实验 的 适当 随机 化 是 获得 独立 性 的 一 个 重要 步 又 . 

有 时 , 实验 者 (或 主体 ) 的 技巧 可 能 会 在 实验 进程 中 改变 , 或 者 , 所 研究 的 过 程 可 能 “漂移 
或 变 得 更 加 不 稳定 . 这 经 常会 导致 误差 方差 随时 间 而 改变 . 此 条 件 常 使 残 差 关于 时 间 的 图 形 在 一 
边 比 为 一 边 园 为 伸展 , 非常 数 方差 是 一 个 潜在 的 严重 问题 . 我 们 将 在 3.4.3 节 和 3.4.4 节 中 更 多 
地 讨论 这 个 主题 . 

K 3.6 列 出 了 例 3.1 中 蚀刻 速率 数据 的 残 差 和 收集 数据 的 时 间 序 列 ， 残 差 与 试验 次 序 或 时 
间 的 关系 图 如 图 3.5 Bron. 没有 理由 去 怀疑 存在 违反 独立 性 或 常数 方差 的 假定 . 


l 4 T 10 E Lü 19 
试验 次 序 或 时 间 


图 3.5 试验 次 序 或 时 间 的 残 差 图 


3.4.3 ” 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 


如 朱 模 型 是 正确 的 并 且 满 足 假定 的 条 件 , 则 残 差 应 该 是 无 定形 的 . 特别 地 , 它们 应 该 与 任 一 
其 他 变量 没有 任何 关系 , 自然 也 与 用 来 预测 响应 的 变量 无 关 . 一 种 简单 的 检测 法 是 画 出 残 差 与 拟 
合 值 py 的 关系 图 . [对 单 因子 实验 模型 来 说 , 六 = v, ( 即 第 i 种 处 理 的 平均 值 ).] 该 图 应 不 显现 
出 任何 明显 的 模式 . 图 3.6 是 例 3.1 中 蚀刻 速率 数据 的 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 . 没有 出 现 异 常 
的 结构 . 

从 这 种 图 形 上 偶尔 会 检测 出 非常 数 的 方差 . 有 时 , 观测 值 的 方差 会 随 着 观测 值 数量 的 增加 而 
Hm. 如 果实 验 中 的 误差 或 背景 噪音 所 占 观测 值 大 小 的 比例 是 一 常数 的 话 , 这 种 情况 就 会 发 生 . 
(这 通常 出 现在 测量 工具 的 误差 是 读数 尺寸 的 百分比 的 时 候 ,) 万 一 出 现 这 种 情况 , 那么 残 差 会 随 
E yg 的 增 大 而 增 大 , 而 残 差 与 gu; 的 关系 图 看 起 来 就 像 一 个 向 外 开口 的 漏斗 或 喇叭 简 . 当 数 据 
服从 非 正 态 的 偏 态 分 布 时 也 会 出 现 非常 数 方差 , 因为 在 偏 态 分 布 中 , 方差 大 体 上 是 均值 的 函数 . 

如 果 违 反 了 方差 的 齐 性 假定 , 则 F 检验 法 在 平衡 (所 有 处 理 的 样本 量 相等 ) 固定 效应 模型 

只 会 受到 轻微 的 影响 . 但 是 , 在 不 平衡 设计 或 一 个 方差 远大 于 其 他 方差 的 情形 中 , 问题 就 比较 
FET. 特别 地 , 如 果 因子 水 平 有 很 大 的 方差 , 同时 有 较 小 的 样本 量 , 则 实际 的 第 一 类 错误 率 远 
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大 于 期 望 值 (或 置信 水 平 比 预 期 的 低 ). 相反, 如 果 因 子 水 平 有 很 大 的 方差 ， 同时 有 较 大 的 样本 
量 , 则 显著 水 平 比 预 期 的 要 小 (置信 水 平 比 预 期 的 高 ). 这 是 尽 可 能 选择 等 样本 量 (equal sample 
sizes) 的 一 个 充分 理由 . 对 于 随机 效应 模型 , 不 相等 的 误差 方差 可 能 会 显著 地 干扰 关于 方差 分 量 
的 推断 , 即使 用 平衡 设计 也 是 如 此 . 


551.20 500.15 629.10 668.05 707.00 
Fi SM (Fi 


图 3.6 5E: 53e i P E B 


当 非 常数 方差 是 因为 上 面 的 理由 而 出 现 的 时 候 , 通常 的 处 理 方案 是 应 用 方差 稳定 化 变换 
(variance-stabilizing transformation), 然后 对 变换 后 的 数据 进行 方差 分 析 . 注意 在 这 种 处 理 方 
RP, 我 们 是 对 经 过 变换 后 的 总 体 应 用 方差 分 析 的 结论 . 

关于 如 何 选取 恰当 的 变换 已 有 相当 多 的 研究 . 如 果实 验 者 知道 观测 值 的 理论 分 布 , 他 们 就 可 
以 利用 这 一 信息 来 选取 变换 , 例如 , 如 果 观 测 值 服从 泊 松 分 布 , 则 可 以 用 平方 根 变 换 Vi = Vi 
或 yi; = VI-c yu. WRR RARES A, 则 可 用 对 数 变换 yi; —Inyi. 对 用 分 数 表 示 的 
一 项 分 布 数据 , 则 用 反正 弦 变 换 yi = arcsin /y;j.. 在 没有 明显 的 变换 时 , 实验 者 通常 凭 经 验 来 
SHPUE 7] 25 AE IS REM, 而 不 管 均值 的 数值 如 何 . 在 第 5 章 所 讨论 的 析 因 实验 中 , 另 一 种 处 理 方 
案 是 选取 使 交互 作用 的 均 方 取 最 小 值 的 变换 , 使 实验 所 得 的 结果 较 易 于 解释 . 在 第 15 WP, 我 
们 将 较 详 细 地 讨论 选取 变换 的 解析 方法 . 对 方差 的 不 等 性 所 作 的 变换 也 会 影响 到 误差 分 布 的 形 
式 . 在 大 多 数 情况 下 , 变换 带 来 的 误差 分 布 更 接近 于 正 态 分 布 . 关于 变换 的 更 详细 的 讨论 , 请 参 
lI] Bartlett(1947), Box and Cox(1964), Dolby(1963), Draper and Hunter(1969). 


l. 方差 相等 性 的 统计 检验 法 


残 莽 图 可 经 常用 来 诊断 方差 的 不 相等 性 , 不 过 也 可 运用 统计 检验 法 (有 好 几 种 )， 这 些 检验 
法 可 以 从 形式 上 看 作 是 检验 假设 


Ho: ot — 03 —...—9?, Hy: 至 少 对 一 个 ez 不 真 
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一 个 广 为 应 用 的 方法 是 Bartlett 检验 法 . 此 方法 涉及 计算 一 个 统计 量 , 当 随 机 样本 来 自 独 
立正 态 总 体 时 , 其 抽样 分 布 渐 近 于 自由 度 为 a -1 的 卡 方 分 布 . 检验 统计 量 是 


xô = 2.302 6 - (3.19) 


其 中 


q= (N —a)lgS2 — Y: (ni — 1)1g S? 
=] 


m 1 f&n i i 
c-1- ai) (E 1) (N-a) ) 
D - 18? 

2 i-l 
Sp 3 N —a 
而 S2 是 第 ; 个 总 体 的 样本 方差 ， 
当 所 有 的 S? 相等 时 , € q 等 于 零 , 当 样 本 方差 S 有 较 大 的 差异 时 , 量 4 较 大 . 因此 , 当 X6 
HEARKE, 我 们 应 当 拒 绝 Ho. 也 就 是 说 , 仅 当 


J 2 
X0 > Xa,a—i 


时 , 拒绝 Ho, 其 中 x2, ; 是 自由 度 为 a 一 1 的 卡 方 分 布 的 上 a 百 分 位 数 . 决策 时 也 可 以 利用 
P Ë. 
Bartlett 检验 法 对 正 态 性 假定 非常 敏感 , 当 怀 疑 正 态 性 假定 时 , 最 好 不 要 使 用 Bartlett 检验 
法 ， 
例 3.4 因为 正 态 性 假定 不 成 问题 ,我们 将 Bartlett 检验 法 应 用 于 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 实验 数据 ， 首 
先 计 算 每 种 处 理 的 样本 方差 , 求 得 S? = 400.7, S2 = 280.3, S2 = 421.3, S2 = 232.5. W 
g2 _ 4(400.7) + 4(280.3) + 4(421.3) + 4(232.5) 
16 
q = 161g(333.7) — 4[lg 400.7 + 1g 280.3 + lg 431.3 + 1g 232.5] = 0.17 


j| ( ) 1.10 
pom — | -= — | = |l. 
3(3) V4 16 


= 333.7 


检验 统计 量 是 
(0.17) 
(1.10) 
因为 x$oss = 7.81, 所 以 不 能 拒绝 零 假 设 ， 且 结论 是 , 所 有 4 个 方差 是 相同 的 ， 分 析 残 差 与 拟 合 值 的 关系 
图 也 能 得 到 同样 的 结论 . 

因为 Bartlett 检验 法 对 正 态 性 假定 非常 敏感 ， 所 以 提出 男 一 种 方法 也 许 是 合适 的 .Ander- 
son and McLean(1974) 很 好 地 讨论 了 关于 方差 相等 性 的 统计 检验 . 修正 后 的 Levene 检验 [ 见 
Levene(1960) 和 Conover, Johoson, and Johoson(1981)] 是 一 种 非常 好 的 方法 , EHEAR 
偏离 是 稳健 的 . 为 了 检验 所 有 处 理 的 等 方差 假设 , 修正 后 的 Levene 检验 利用 了 每 个 处 理 的 观测 
值 yi; 与 该 处 理 的 中 位 数 GU gi) 的 偏差 的 绝对 值 , 用 


x6 = 2.302 6 = 0.36 


$—1,2,--- a 


7 = 1,2,7. | Th 


di; = |yi; 一 Vs. | l 
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KETAS. 收 正 后 的 Levene 检验 评估 了 所 有 处 理 的 平均 偏差 是 相等 的 还 是 不 等 的 . 如 果 
这 些 平均 偏差 是 相等 的 , 则 所 有 处 理 中 的 观测 值 的 方差 将 是 相同 的 ，Levene 检验 的 检验 统计 量 
只 是 简单 地 把 通常 用 于 检验 均值 相等 的 ANOVA F 统计 量 用 到 了 绝对 偏差 上 . 

例 3.5 一 位 土木 工程 师 试 图 确定 : 4 种 不 同 的 洪水 流量 频率 的 估计 方法 在 应 用 于 同一 流域 时 , 是 否 能 
产生 相同 的 峰值 排水 量 估计 . 每 种 方法 在 此 流域 中 使 用 6 次 , 所 得 的 排水 量 数据 【单位 为 每 秒 立 方 英尺 ) 如 
X 3.7 的 上 半 部 所 示 . 数据 的 方差 分 析 概 括 在 表 3.8 中 , CRH 4 种 方法 给 出 的 洪峰 排水 量 的 均值 不 同 . 残 
差 与 拟 合 值 的 关系 图 如 图 3.7 Bros, 令 人 不 两 的 是 , 开口 向 外 的 漏斗 型 表明 所 得 数据 不 满足 常 值 方差 的 假定 , 


表 3.7 ”峰值 排水 量 数据 


观测 什 修正 后 的 Levene 检验 的 偏差 dij 

0.34 0.12 1.23 0.70 1.75 0.12| 0.71 0.520 0.66 |0.18 0.40 0.71 0.18 1.23 0.40 

0.91 2.94 2.14 2.36 2.86 4.55| 2.63 2.610 1.092|1.70 0.33 0.47 0.25 0.25 1.94 

6.31 8.37 9.75 6.09 9.82 7.24| 7.93 7.805 1.66 [1.495 0.565 1.945 1.715 2.015 0.565 

17.15 11.82 10.95 17.20 14.35 16.82]14.72 15.59 2.77 |1.56 3.77 4.64 1.61 1.24 1.23 


表 3.8 ”峰值 排水 量 数据 的 方差 分 析 


伍 计 方法 


a gò hy = 


方差 来 源 平方 和 H HE 均 方 Fo P 1H 
方法 708.347 1 3 236.115 7 76.07 « 0.001 
误差 62.081 1 20 3.104 1 


总 和 770.428 2 23 


ü i 10 15 A] 


B] 3.7 例 3.5 中 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 
我 们 用 修正 后 的 Levene 方法 检验 峰值 排水 量 数据 ， 表 3.7 的 堪 半 部 含有 处 理 的 中 位 数 ui, 而 右 半 部 
含有 对 中 位 数 的 偏离 dij. Levene 检验 进行 d;; 的 方差 标准 分 析 . 得 到 的 P 检验 统计 量 Fn =4.55, 其 Pp 
HE P —0.013 7. 因此 , Levene 检验 拒绝 了 方差 相等 的 零 假设 . 我 们 的 结论 与 图 3.7 所 显示 的 信息 一 致 . 
峰值 排水 量 数 据 是 数据 变换 的 一 个 好 的 例子 . 


正如 前 面 我 们 观测 到 的 , 如 果实 验 者 了 解 观测 的 方差 和 均值 之 间 的 关系 , 则 他 们 可 以 利用 这 
-信息 来 选择 变换 的 形式 . 现在 , 我 们 进一步 说 明 这 一 点 , 并 指出 怎样 做 到 由 数据 来 选择 所 需要 
R E(y) = u 是 y 的 均值 , 假定 y 的 标准 差 与 y (XS (LOCARE RATE Eb, 即 


CE 
Üy X H 
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人 人 
我 们 想 寻 找 y 的 一 种 变换 使 它 能 够 产生 一 个 常数 方差 , 假定 这 个 变换 是 原始 数据 的 鼎 , 比方 说 
T (3.20) 
则 它 可 以 表示 成 
cy: c ut 7 (3.21) 
显然 , 如 果 设 和 == 1 一 a, 则 变换 后 的 数据 y* 的 方差 是 常量 . 

前 面 讨论 的 几 种 常用 的 变换 概括 在 表 3.9 中 . 注意 , 入 = 0 意味 着 是 对 数 变 换 , 这 些 变 换 按 照 
强度 的 递增 顺序 排列 . 所 谓 变换 的 强度 , 是 指 它 引起 的 曲率 . 应 用 于 一 个 罕 区 间 上 的 数据 的 弱 变 
换 在 分 析 上 的 效应 不 大 , 而 应 用 于 大 区 间 . 上 的 强 变换 则 会 有 戏剧 性 的 结果 . 除非 比值 ymax /ymin 
大 于 2 或 3, 吾 则 变换 效果 通常 并 不 明显 . 


表 3.9 方差 稳定 化 变换 


cy 和 p RBS SR a A=1—a dy j i ik 
cy x 常数 0 1 没有 变换 
Gy X uM? | 1/2 1/2 平方 根 iE [ 记 数 ) 数据 
gy x jg 1 Ü 对 数 
cy x u3/7? 3/2 —1/2 平方 根 的 倒数 
yy X TE 2 —1 倒数 


在 许多 有 重复 的 实验 设计 情形 中 , 我 们 可 以 凭 经 验 根据 数据 估 出 a. 因为 在 第 i 个 处 理 组 合 
中 oy, x u? — Op? , 这 里 9 是 比例 常数 , 取 对 数 , 有 


lgay; = lg + alg pui (3.22) 


因此 , lgcw 与 lgu: 的 关系 图 是 斜率 为 a 的 一 条 直线 . 因为 不 知道 oa,,， 和 uu, 我 们 也 许可 以 把 
它们 合理 的 估计 代入 (3.22) AH, 用 拟 合 直线 的 斜率 来 作为 a 的 估计 值 . 典型 地 , 我 们 可 以 用 
第 i 个 处 理 (或 者 , 更 一 般 地 , 第 i 个 处 理 组 合 或 第 i 组 实验 条 件 ) 的 标准 差 S; 和 均值 5， 来 估 
计 cy, 和 gu. 

为 了 研究 对 例 3.5 中 的 峰值 排水 量 数据 采用 方差 稳定 化 变换 的 可 能 性 , 我 们 在 图 3.8 "P Bl 
出 jg Si 与 JE 及 .的 关系 图 , 过 这 4 点 的 直线 斜率 接近 1/2, 从 表 3.9 中 可 知 平方 根 变 换 是 合适 
的 . 变换 后 数据 y* — Jy 的 方差 分 析 见 表 3.10, 残 差 与 预期 响应 的 关系 图 见 图 3.9. 与 图 3.7 相 
比 , 此 残 差 图 大 为 改善 , 所 以 我 们 得 出 结论 , 平方 根 变换 是 有 帮助 的 . 注意 , 表 3.10 中 误差 的 自 
由 度 与 总 和 的 自由 度 都 减少 了 1, 这 是 因为 在 估计 变换 参数 o 时 已 利用 了 这 些 数据 . 

实际 上 , 许多 实验 者 通过 简单 地 尝试 几 个 变换 , 观测 每 种 变换 在 残 差 与 预测 值 的 关系 图 上 的 
效果 , 就 可 以 选择 变换 的 形式 . 从 而 选 出 能 得 到 最 令 人 满意 的 残 差 图 的 变换 . 


3.4.4 残 差 与 其 他 变量 的 关系 图 


如 有 果 数 据 收 集 时 还 跟 其 他 可 能 影响 响应 的 变量 有 关 , 则 应 画 出 残 差 与 那些 变量 的 关系 图 . 例 
如 , 在 例 3.1 的 蚀刻 速率 实验 中 , 蚀刻 速率 可 能 受气 压 的 显著 影响 , 所 以 , 应 该 画 出 残 差 与 气压 
的 关系 图 . 如 果 用 不 同 的 蚀刻 机 来 收集 数据 , 则 应 画 出 残 差 与 那些 机 器 的 关系 图 . 只 要 在 这 类 残 
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ZPE- EKRA, 就 意味 着 相应 变量 影响 响应 . 对 于 这 种 变量 或 者 在 将 来 的 实验 中 更 谨慎 地 
控制 , 或 者 将 它 也 包括 在 数据 分 析 中 ， 


一 | Ü l 2 4 


图 3.8” 例 3.5 中 峰值 排水 量 数据 lg 5; 与 图 3.9 Bi 3.5 中 峰值 排水 量变 换 数据 的 
lg， 的 关系 图 RE gr 的 关系 图 


* 3.10 ”变换 后 贬值 排水 量 数据 y* 一 Ju 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 El Hi RE BA F Fo P È 
方法 32.684 2 3 10.894 7 76.99 « 0.001 
误差 2.688 4 19 0.141 5 


总 和 35.372 6 22 
一 -一 LLL 


3.5 ”结果 的 实际 解释 


在 完成 实验 、 统计 分 析 以 及 研究 假设 后 ， 实验 者 将 准备 针对 正 研究 的 问题 作出 结论 . 通常 这 
是 相对 容易 的 , 迄今 为 止 , 我 们 所 考虑 的 简单 实验 中 ， 也 许 通过 非 规范 的 方法 就 可 以 得 出 结论 , 诸 
如 图 3.1 和 图 3.2 中 的 盒 图 和 散 点 图 的 图 示 检 查 . 但 是 EREE TF, 需要 应 用 更 多 的 规范 技 
术 . 我 们 将 在 本 节 中 部 分 介绍 这 些 技术 . 


3.5.1 回归 模型 


实验 中 的 因子 可 以 是 定量 的 (quantitative), 也 可 以 是 定性 的 (qualitative). 定量 因子 的 水 
平 与 数值 尺度 的 点 相对 应 , 例如 温度 、 压 强 或 时 间 . NAH, 定性 因子 的 水 平 却 不 能 依 量 的 大 
小 顺序 来 排列 . 操作 者 、 原 料 的 批 次 以 及 班次 都 是 典型 的 定性 因子 , 因为 没有 理 由 将 它们 依照 任 
一 特定 的 数值 顺序 来 排序 . 

就 最 初 的 实验 设计 与 分 析 而 论 ， 两 种 类 型 的 因子 是 同等 对 特 的 . 实验 者 的 兴趣 在 于 确定 因 
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子 的 水 平 之 间 可 能 存在 的 差异 . 如 果 因 子 是 定性 的 , 例如 操作 者 , 则 考虑 下 一 次 实验 中 该 因子 在 
中 间 水 平 处 的 响应 是 没有 意义 的 . 但 是 , 对 于 定量 的 因子 , 例如 时 间 , 实验 者 通 营 感 兴趣 于 取 值 
的 整个 范围 , 特别 是 下 一 次 实验 中 处 于 中 间 因 子 水 平 的 响应 . 也 就 是 说 , 如 果 在 实验 中 使 用 了 3 
种 时 间 水 平 , 分 别 为 1.0 小 时 、2.0 小 时 及 3.0 小 时 , 则 我 们 可 能 还 想 预 测 在 2.5 小 时 处 的 啊 应 . 
这 样 一 来 , 实验 者 经 常 想 要 开发 实验 中 响应 变量 的 内 插 式 . 这 个 式 子 就 是 研究 过 程 的 经 验 模型 
(empirical model). 

拟 合 数据 方程 的 一 般 方法 称 为 回归 分 析 (regression analysis), 这 将 在 第 10 章 中 详细 讨论 . 
也 可 以 见 本 章 的 朴 充 材料 . 本 节 用 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 的 数据 简要 说 明 这 种 技术 . 

图 3.10 提供 了 例 3.1 实验 中 的 蚀刻 速率 y 关于 功率 r HARAR. 审视 这 个 散 点 图 , 蚀刻 速 
率 和 功率 之 间 明 显存 在 强烈 的 相关 , 作为 第 一 次 近似 , 我 们 用 线性 模型 (linear model) 拟 合 数据 ， 
即 

y = Boc Ar-E 

其 中 Bo 和 5i 是 要 估计 的 未 知 参 数 , e 是 随机 误差 项 . 常用 于 估计 模型 中 参数 的 方法 是 最 小 二 
乘法 (method of least squares). 这 包括 选择 5 的 估计 使 得 误差 (e) 的 平方 和 最 小 . 本 例 中 , 最 


/— 3840 0r x RE 
j = 137.62 + 2.527z 


(关于 回归 方法 , 请 看 第 10 章 和 本 章 的 补充 材料 .) 


T20 125 


76.242 670.25 


520.066 


160.00 175.00 190.00 — 205.00 290.0 ! LK 175,00. 190.00 206.00 220.00 
A: 功率 A: 功率 
(a) 线性 模型 (b) 二 次 模型 


图 3.10 例 3.1 的 蚀刻 速率 数据 的 散 点 图 和 回归 模型 
此 线性 模型 如 图 3.10a 所 示 . 它 在 高 功率 设置 下 显得 不 很 满意 . 或 许 加 进 x 的 二 次 项 会 得 
到 改善 , 所 得 的 二 次 模型 拟 合 的 结果 是 
j = 1 147.77 — 8.255 5r + 0.028 3752? 


此 二 次 拟 合式 如 图 3.10b 所 示 . 二 次 模型 看 上 去 要 优 于 线性 模型 , 因为 它 在 高 功率 设置 处 拟 合 
得 较 好 . 
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一 般 说 来 , 只 要 能 足够 地 描述 系统 或 过 程 , 我 们 更 喜欢 用 最 低 阶 的 多 项 式 去 拟 合 . 本 例 中 , 二 
侈 多 项 式 看 来 比 线性 模型 拟 合 得 好 , 所 以 , 二 次 模型 额外 的 复杂 性 是 值得 的 . 选择 近似 多 项 式 的 
阶 并 不 是 一 件 容易 的 事情 , 因为 比较 容易 过 分 拟 合 , 也 就 是 多 加 了 高 阶 项 . 这 不 但 不 能 真正 改善 
拟 合 式 , 反而 会 增加 模型 的 复杂 性 并 且 常 常会 损坏 它 作为 预测 值 或 内 插 式 的 可 用 性 . 

本 例 中 , 经 验 模 型 可 以 在 实验 的 区 域 里 用 来 预测 功率 设置 上 的 蚀刻 速率 . 在 其 他 情况 下 , 经 
验 模 型 可 以 用 于 过 程 最 优化 (process optimization)， 也 就 是 , 基于 响应 的 最 佳 值 寻找 蛮 量 的 最 
EA. 我 们 将 在 本 书 的 后 面 更 加 全 面 地 讨论 和 说 明 这 个 问题 . 


3.5.2 处理 均值 的 比较 


假设 对 固定 效应 模型 引入 方差 分 析 时 我 们 拒绝 了 零 假设 . 于 是 , 处 理 均值 之 间 会 存在 一 定 的 
ZA, 但 并 未 确切 指出 哪些 均值 不 相同 . 此 时 , 进一步 在 处 理 均 值 组 之 间 进 行 比较 和 分 析 可 能 是 
有 用 的 . 第 i 个 处 理 均值 定义 为 jv — ur ri, B y, 估计 pi, 或 者 用 处 理 总 和 {y}, 或 者 用 处 
理 平均 值 (y, ] 来 进行 处 理 均值 间 的 比较 . 进行 这 类 比较 的 方法 通常 叫做 多 重 比 较 法 (multiple 
comparison method). 接 下 来 的 几 节 将 讨论 在 单个 处 理 均 值 间或 处 理 均值 组 间 的 比较 方法 . 


3.5.3 均值 的 图 解 比 较 法 


茎 于 方差 分 析 结 果 , 很 容易 提出 一 个 图 解法 进行 均值 比较 . 设 所 感 兴趣 的 因子 有 a 个 水 平 ， 
Vis D2.，"… ,Ya 是 处 理 均值 . 当 o 已 知 时 , 任 一 处 理 均 值 的 标准 差 是 o/ yn. 因此, 当 所 有 因子 
水 平 的 均值 都 相等 时 , 观测 得 到 的 样本 均值 y 应 当 服从 均值 为 T. REEN ofyn 的 正 态 分 
布 . 可 以 想象 一 个 可 以 沿 着 数 轴 移动 的 正 态 分 布 , 轴 的 下 面 用 点 标 出 ,5 ，.…… ， Va 如 果 处 
理 均值 者 相等 , 则 分 布 可 以 移动 到 某 一 位 置 , 使 得 v, 的 值 来 自 同一 分 布 , 如 果 处 理 均 值 不 全 相 
等 , 则 由 于 y, 的 值 与 产生 不 同 响应 均值 的 因子 水 平 有 关 , 所 以 它们 不 像 是 来 自 于 同一 分 布 . 

RHEE BOR UE o 未 知 ， 不 过 , 由 方差 分 析 可 知 , 我 们 可 以 用 V/MSp 来 代替 o 并 用 
带 有 尺度 因子 V/MSg/n 的 上 分 布 来 代替 正 态 分 布 . 这 样 的 方法 用 于 例 3.1 中 的 蚀刻 率 数据 如 
图 3.11 所 示 . 注意 到 图 的 中 央 用 实 线 表示 上 分 布 . 


L6 TS 20t) 220 


ni] at GIW) 650 TIHI ToU 


图 3.11. 例 3.1 的 蚀刻 率 均值 与 带 有 尺度 因子 v MSE/n = 4/330.70/5 = 8.13 的 + 分 布 的 比较 图 
为 了 在 图 3.11 画 出 t 分 布 的 草图 , 将 横 坐 标 t 的 值 乘 以 尺度 因子 


VMSE/n = v330.70/5 = 8.13 


并 在 t 的 纵 华 标 上 描 出 对 应 的 点 即 得 此 草图 . 因为 + 分 布 看 起 来 很 像 正 态 分 布 , 只 是 在 中 心 附 
近 稍 微 扁 平 且 尾部 较 长 , 所 以 , 很 容易 画 出 该 草图 . 者 想 要 更 精确 一 些 , 在 Box, Hunter, and 
Hunter(1978) 的 书 中 有 一 张 t 的 横 坐 标 值 和 对 应 的 纵 坐 标的 表 可 供 参 阅 . 分 布 的 坐标 原点 可 任 
总 选择 , 通常 最 好 选取 v, 范围 中 的 一 个 值 , 以 便于 比较 . 在 图 3.11 中 , 原点 是 615À / min. 
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现在 , 在 图 3.11 中 , 想象 沿 着 水 平 轴 按 虚线 所 指 方向 滑动 该 寺 分布 , 并 检测 标 在 图 中 的 4 
个 均值 . 分 布 图 中 没有 哪个 位 置 能 使 全 部 4 个 平均 值 可 以 想象 为 来 自 这 一 分 布 的 、 典 型 的 随机 
选取 的 观测 值 . 这 就 意味 着 4 个 均值 不 是 相等 的 . 这 样 一 来 , 这 张 草图 就 是 方差 分 析 结 果 的 图 解 
显示 . 图 中 表明 所 有 4 个 功率 的 水 平 (160W, 180W, 200W, 220W) 产生 的 蚀刻 速率 均值 与 其 
他 任 一 个 都 不 同 , 换 句 话说 , ui 天 uo Y Ha X pa 

对 于 很 多 多 重 比较 问题 来 说 , 这 一 方法 虽说 粗糙 但 却 是 有 效 的 . 不 过 , 还 有 更 有 效 的 方法 ， 
现在 就 简要 讨论 一 下 这 些 方法 . 


3.5.4 对照 法 


很 多 多 重 比 较 法 都 用 到 对 照 的 思想 , 考虑 例 3.1 中 唱片 蚀刻 实验 问题 . 因为 零 假 设 被 拒绝 ， 
所 以 基 些 功率 设置 产生 了 不 同 于 其 他 的 蚀刻 率 , 但 实际 上 是 哪儿 种 引起 这 一 差 开 的 呢 ? 可 以 推 
测 , 在 实验 之 初 , 200 W 和 220 W 产生 的 蚀刻 率 相同 , 也 就 是 说 , 我 们 要 检验 假设 
Ho : Ha = H4, Hi: H3 Æ pa 
或 者 
Ho e H3 — H4 = 0, Hi . H3 — HA T 0 (3.23) 
实验 初始 阶段 , 如 果 推 测 功率 的 低 水 平 的 均值 与 功率 的 高 水 平 的 均值 相同 , 则 假设 为 
Ho : pı + pa = pa + ua, Hı : pa + pa Æ pa + pa 
Bp 
Ho : pı + H2 — Ha — [t4 = 0, Hi: pa + ua — ua — ua Æ 0 (3.24) 
一 般 说 来 , 对 照 (contrast) JEJE 
l = y Ci hli 
i=1 


的 参数 线性 组 合 , 其 中 对 照 系数 c ,cs HAAR, 即 00 c; = 0. 于 是 , 前 面 的 假设 都 可 
i=1 
以 用 对 照 形 陈 袁 达 为 : 


Hj gc. Hio usce (3.25) 


i=] i=l 
(3.23) 式 中 的 假设 的 对 照 系 数 为 cl = ca = 0,cs = +lca = 一 1; 而 (3.24) RP AHER HERIR 
系数 为 ec = c = +l, c = c4 = 一 1. 
用 两 种 基本 方法 检验 对 照 的 假设 . 第 一 种 方法 用 t 检验 . 用 处 理 均值 的 形式 写 出 我 们 感 兴 


起 的 对 照 : 
C- x ci 
C 的 方差 是 
V(C) — - D c; (3.26) 
这 里 每 种 处 理 的 样本 大 小 是 相等 的 . 如 果 (3.25) 式 的 零 假设 是 真 的 , 则 比 
Y og, 
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服从 N(0,1) 分 布 . 现在 用 它 的 估计 量 ( 均 方 误差 MS e) 替代 未 知 方差 o’, 用 统计 量 


TOES. DE (3.27) 


检验 (3.25) 式 中 的 假设 . 如 果 (3.27) 式 中 的 |to| 超过 taj2,n-as 则 零 假 设 将 被 拒绝 . 
第 二 种 方法 用 FRR. 自由 度 为 v 的 t 随机 变量 的 平方 服从 分 子 自由 度 为 1、 分 母 自 由 度 
A vd Fri. 因而 , 我 们 用 


a 2 
(Een) 
Fo = t = 一 一 (3.28) 
dard 
作为 检验 (3.25) 式 的 F 统计 量 . 当 ES > Fai,N-a BT, 拒绝 零 假 设 . 可 以 写 出 (3.28) 式 中 的 检 


验 统计 量 为 
|. MSc " 5SocJ/1 


En = 
^  MSg MS; 


其 中 单个 自由 度 的 对 照 的 平方 和 为 


a 2 
(sn) 
SSe = mL. 一 (3.29) 


l. 对 照 的 置信 区 间 
与 检验 关于 对 照 的 假设 相 比 , 构建 置信 区 间 更 为 有 用 . 假设 感 兴趣 的 对 照 为 


用 处 理 的 样本 平均 代替 处 理 均值 , 有 
C= x CiVi. 


i=] 


因为 
a u a g* a ^ 
E (È 29 = 55 Ciji, V(C) = p 2.0 

i=] i=l i 


=] 


所 以 ,对照 D ciu 的 10001 — a)% 的 置信 区 间 为 


MSg 


nn 


3 Cii — taj2,N_a Y cx 3 ams Y CiU; foa, N-a » c; (3.30) 
i= jJ il i-1 
注意 , 我 们 是 用 jMSE 来 估计 o? 的 . 如 果 (3.30) 式 包含 零 , 那么 很 明显 我 们 将 不 能 拒 缀 (3.25) 


式 中 的 零 假设 . 
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2. 标准 化 对 有 照 
当 感 兴趣 的 对 照 不 止 一 个 时 , 用 相同 的 尺度 进行 度量 通常 是 有 用 的 . 这 样 做 的 方法 是 将 对 有 照 


标准 化 使 得 它 有 方差 >. 如 果 对 照 > cn 用 处 理 总 和 的 形式 写 为 7 eg. WA (| (1/m) 到 
i-1 于 三 t— 
去 除 就 得 到 方差 为 o? 的 标准 化 对 照 , 有 效 地 , 标准 化 对 照 为 


i 
- === 
Ci Yi, 
=] 


i 


其 中 


3. 不 等 的 样本 容量 
当 每 个 处 理 的 样本 容量 不 等 时 , 我 们 需要 对 前 面 的 结论 稍 作 修 改 . 首先 , 注意 对 照 的 定义 现 
在 要 求 . 
» nci — 0 
1-1 
其 他 必要 的 改动 是 直接 的 , 例如 , (3.27) 式 中 的 t 统计 量变 成 了 


(3.29) 式 中 的 对 照 平方 和 为 


3.5.5 EZE 


3.5.4 节 中 一 个 有 用 的 特殊 情况 是 正 交 对 照 法 ， 系数 为 (ci) 与 (di) 的 两 个 对 照 是 正 交 的 ， 
如 果 
y Cidi = 0 


对 于 不 平衡 设计 , 需要 满足 的 条 件 则 是 


ea 
T4 C4 d; = 0 
1 


i= 


对 于 a 个 处 理 , a 一 1 组 正 交 对 照 将 处 理 的 平方 和 分 解 为 a 一 1 个 独立 的 单 自由 度 分 量 . 这 样 一 
来 , 在 正 交 对 照 上 进行 的 检验 就 是 相互 独立 的 

对 一 组 处 理 来 说 , 有 多 种 方法 来 选择 正 交 对 照 系数 , 通常 , 实验 的 某 些 本 质 方面 应 该 提示 我 
们 , 哪些 比较 是 我 们 感 兴趣 的 . 例如 , 如 果 有 a=3 个 处 理 , 处 理 1 作为 一 个 控制 , 处 理 2 与 处 理 
3 是 实验 者 感 兴趣 的 因子 的 实际 水 平 , 则 合适 的 正 交 对 照 如 下 ， 
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处 H 正 变 对 照 的 系数 

1( 控 制 ) 一 < 0 
2( 水 平 1) 1 一 1 
3( 水 平 2) 1 l 


注意 , ci = —2, 1, 1 HRR 1 对 因子 的 平均 效应 与 控制 进行 比较 , 而 di = 0, —1, 1 的 对 照 2 对 
我 们 感 兴趣 的 因子 的 两 个 水 平 进行 比较 ， 

一 般 地 , 对 照 (或 正 交 对 照 ) 的 方法 对 于 所 谓 的 计划 前 对 照 是 有 用 的 . 也 就 是 , 对 照 系数 必 
须 在 进行 实验 与 检测 数据 之 前 选 定 . 这 一 点 的 理由 是 , 如 果 比 较 是 在 检测 数据 之 后 选 定 , 则 大 多 
数 实验 者 构造 出 的 检验 法 对 应 于 均值 可 能 会 有 大 的 观测 差异 . 这 些 大 的 差异 可 能 是 实际 效应 出 
DLE), 也 可 能 是 随机 误差 的 结果 , 如 果实 验 者 总 是 挑 最 大 的 差异 来 比较 , 他 们 就 会 增 大 检验 
的 第 工 类 错误 , 因为 , 以 不 寻常 的 高 百分率 来 选 定 那 些 比较 时 ， 观测 得 到 的 差异 很 可 能 就 是 误差 
的 结果 . 查看 数据 去 选择 感 兴趣 的 对 照 通 常 被 称 为 数据 探究 . 在 3.5.6 节 讨 论 的 适合 所 有 对 照 的 
Scheffé 方 法 允许 采用 数据 探究 . 

例 3.6 考虑 例 3.1 中 的 晶片 蚀刻 问题 . 有 4 个 处 理 均值 和 3 个 人 处 理 间 的 自由 度 . 假定 在 实验 前 指定 
了 以 下 的 这 些 处 理 均值 之 间 的 几 组 比较 《和 有 关 的 对 照 ) E: 


”vv 
f& 设 对 照 
站 -一 

Ho : ui = ua Ci = y, — Js. 
Ho : Hy 十 ua = u3 + pa C2 = yid Us — Ja. — Ja. 
Hp : B3 = H4 C3 = J3, — V4. 
注意 , 这 些 对 照 系数 是 正 交 的 . 用 表 3.4 的 数据 , 得 出 对 照 的 数值 与 平方 和 如 下 ， 
—36.2)? 
Ci = --1(551.2) — 1(587.4) = —36.2 SSe, = ( — 3 276.10 
$ 
1(551.2) + 1(587.4 —]193.8)? 
2 SSg, - C198 .. 65 048.05 
—1(625.4) — 1(707.0) 1(4) 
可 (—81.6)? * 
Ca = +1(625.4) — 1(707.6) = —81.6 SSc, = =T 一 16 646.40 
5 


这 些 对 照 的 平方 和 完全 地 前 分 处 理 平方 和 . 关于 这 种 正 交 对 照 的 检验 通常 合并 到 方差 分 析 中 , 如 表 3.11 所 
不 . 我 们 从 P 值得 出 的 结论 为 , 在 a = 0.05 水 平 , 功率 设置 的 水 平 1 与 水 平 2 以 及 水 平 3 与 水 平 4 之 间 
有 显著 性 差异 , 水 平 1 与 水 平 2 的 平均 值 和 水 平 3 与 水 平 4 的 平均 值 之 间 有 显著 性 差异 . 

* 3.11 晶片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 Fi d E 15] Jj Fo P {H 
功率 设置 66 870.55 3 22 290.18 66.80 « 0.001 
IE AE I HG 
Ci i Hi = u2 (3276.10) 1 3276.10 9.82 < 0.01 
Co : AH + ua = ua + ua (46 948.05) 1 46 948.05 140.69 « 0.001 
C3 : H3 = H4 (16 646.40) 1 16 646.40 49.88 < 0.001 
误差 5 339.20 16 333.70 
总 和 72 209.75 19 


3.5.6 ”用 来 比较 全 部 对 照 的 Scheffé 方法 


在 很 多 时 候 , 实验 者 预先 并 不 知道 他 们 想 要 比较 哪些 对 照 , 或 者 他 们 感 兴趣 于 多 于 a -1 
个 可 能 的 比较 .在 很 多 探索 性 的 实验 中 , 感 兴趣 的 比较 仅仅 在 进行 了 数据 的 初步 检测 之 后 才能 
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0 


发 现 ， Scheffé(1953) 提出 一 种 方法 , 可 以 用 来 比较 处 理 均 值 之 间 的 任意 一 个 或 所 有 可 能 的 对 照 ， 
在 Scheffé 方 法 中 , 任 一 可 能 比较 的 第 1 类 错误 全 多 是 o. 
假设 我 们 已 确定 了 感 兴趣 的 处 理 均值 中 的 一 组 m 个 对 照 组 成 的 集合 


| E Clujli T C2u ft? 十 … + Caula U= 1,2,---,m (3.31) 
以 处 理 平 均值 y, 中 对 应 的 对 照 是 
Cu = Cul. + Cauda 十 t + Caufa. 14 一 1,2,--- IH (3.32) 


且 这 一 对 照 的 标准 误 (standard error) 是 


(3.33) 


MSz Y. (cà, /ni) 
i-1 


其 中 n, 是 第 ;个 处 理 中 观测 值 的 个 数 . 可 以 证 明 , 用 来 比较 Cu 的 临界 值 是 
as — Sc, M (a E 1)F5,a—1,N—a (3.34) 


为 检验 对 照 D. 与 零 有 显著 差异 这 一 假设 , 可 参照 C,, 及 其 临界 值 . 当 |Cu| > Sau Ef, 拒绝 对 
照 T, 等 于 零 的 假设 . 

Scheffé 方 法 还 可 用 来 构造 处 理 均值 间 的 所 有 可 能 对 照 的 置信 区 和 间 . 所 得 的 区 间 (不 妨 假设 
为 Cu — Sau 所 Tw € C, + Sau) 是 联合 置信 区 间 (simultaneous confidence interval), 也 就 是 
它们 同时 成 江 的 概率 至 少 是 1 一 a. 

为 了 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 3.1 中 的 数据 并 设 感 兴趣 的 对 照 是 

D; = Hi + dia — Ba — Ba, D? = Al — pa 
这 些 对 照 的 数值 是 
Ci 2, Vo, — Vs, — Va, = 551.2 + 587.4 — 625.4 — 707.0 = —193.80 


C2 —3, — Ja, = 551.2 — 707.0 = —155.8 
从 (3.33) 式 知 , 相应 的 标准 误 分 别 为 


由 (3.34) 式 得 , 1% 临 界 值 是 


a 一 1) P5.01,5—1,8—a 一 16.34、 3(5.29) — 65.09 


So.01,2 = Sc, V (a — l)Fo.oi.a 1, N-a = 11.554/3(5.29) = 45.97 
因为 [C] > Soo. PTELRLTR IB EIE, ERE Di = pa 十 ua 一 pa 一 Ha 不 等 于 零 , 即 功率 设置 
] 和 设置 2 作为 一 组 的 蚀刻 率 的 均值 与 功率 设置 3 和 设置 4 作为 一 组 的 均值 存在 差异 . 更 进 一 
步 , 因为 |C2| > So.011, 我 们 得 出 结论 , 对 妥 PS = ui 一 ua 不 和 等于零, 即 处 理 1 与 处 理 4 的 性 
刻 率 均值 显著 不 同 . 


S0.01,1 = Sc, 
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3.5.7 ”处 理 均值 的 配对 比较 法 


许多 实际 情况 中 , 我 们 希望 只 比较 配对 均值 . 我 们 常常 通过 检验 所 有 配对 处 理 均值 间 的 差异 
来 决定 哪些 均值 不 同 . 因此 , 我 们 感 兴趣 的 是 形 如 下 = n; — 由 (对 于 一 切 i 关 j) 的 对 照 , 尽管 前 
面 介绍 的 Scheffé 方 法 很 容易 解决 这 样 的 问题 , 但 它 不 是 对 这 类 比较 最 灵敏 的 方法 . 我 们 现在 转 
而 考虑 特别 构造 的 用 于 所 有 a 个 总 体 均 值 之 间 的 配对 比较 的 方法 . 

假定 我 们 想 要 比较 所 有 a 个 处 理 均值 的 配对 , 那么 , 想 要 检验 的 零 假 设 就 是 Ho : ui = uj (对 
于 一 切 itj 有 大 量 的 解决 这 类 问题 的 方法 . 现 给 出 用 于 这 类 比较 的 两 种 普遍 方法 . 

l. Tukey 检验 

假定 在 方差 分 析 所 检验 法 下 拒绝 了 等 处 理 均值 的 零 假 设 后 , 我 们 要 对 一 切 i 关 7 检验 所 有 
配对 均值 比较 

Ho : pi = pij, Hi:pi* hj 

Tukey(1953) 提出 了 使 得 当 样 本 容量 相等 时 总 的 显著 性 水 平等 于 a. 样本 容量 不 等 时 显著 性 水 
FESE o 的 假设 检验 方法 . 他 的 方法 也 可 以 用 于 所 有 配对 均值 比较 的 置信 区 间 对 于 这 些 
区 间 , 样本 量 相 等 时 , 联合 置信 水 平 为 100(1 — Q)%; 而 样本 量 不 等 时 , 联合 置信 水 平 至 少 为 
100(1— a)76. 换 句 话说 , Tukey 方法 将 实验 总 体 错误 率 即 “ 族 ” 错误 率 控制 在 选 定 的 水 平 a 上. 
当 着 眼 于 配对 均值 时 , 这 是 一 个 很 好 的 数据 探究 方法 . 

Tukey 法 利用 学 生化 极 差 统 计量 (studentized range statistic) 
的 分 布 , HP Ymar 和 i, 分 别 是 p 个 样本 均值 中 的 最 大 值 和 最 小 值 . 附 表 WI 中 包含 了 qu (p, f)(q 
的 上 a% 点 , 其 中 了 是 MSc 的 自由 度 ) 的 值 . 当 样 本 容量 相等 时 ,如果 样 本 均值 差 的 绝对 值 超 
过 
Ta = qa (a, DY Le (3.35) 
Tukey 检验 就 表明 两 个 均值 有 显著 性 差异 . 等 价 地 ， 我 们 可 以 构建 一 系列 关于 所 有 配对 均值 的 
100(1 一 a) 加 的 置信 区 间 如 下 : 


M Sg — - | M Sg ; 
yi, 一 Yi, us go (a, f) & Mi 一 Hj & Ui — Y, + ga (a, F) —— i 天 J. (3.36) 


TL 


当 样 本 容量 不 等 时 , (3.35) 式 和 (3.36) 式 分 别 变 为 


m c id ( 1 1 ) 
dla = 一 一 一 ,| M S§Srl 4 : 
v2 E Tli * nj (3.37) 
和 
= 一 一 Qala, f) 1 1 
n i TU B y MSE (zi) S fti — Li; 
— — ga (a, f) ( l l ) l 
Sy — y. 十 一 一 一 MSp =A , 10 3.38 
j V3 n; n; z Jj ( ) 
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样本 量 不 等 的 方法 有 时 也 称 为 Tukey-Kramer 法 . 
Bl 3.7 为 了 说 明 Tukey 检验 , 我 们 利用 例 3.1 中 的 晶片 蚀刻 实验 的 数据 ， 当 a = 0.05, 误差 的 自由 


RE f=16 时 , 由 附 表 如 查 得 qo.05 {4,16) = 4.05, 因此 , 由 (3.35) XX 
Tb.05 = q0.05(4, i y Sx MSg S 4.05\ 52:00 = 33.09 


所 以 , 当 任 意 一 对 处 理 均 值 差异 的 绝对 值 超过 33.09 时 , 这 表示 相应 的 配对 总 体 有 显著 性 差异 . 4 个 处 理 均 


1E 
D1 = 551.2, V2 —5874, Ya —6254, J4, = 707.0 


且 均 值 的 差异 为 
Vi. — Y2. 1.2 — 587.4 = —36.20* 
Ui. — Ya = 551.2 — 625.4 = —74.20* 
yi, — Ya, = 551.2 — TOT.O = —155.8* 
Ya. — Ya, = 981.4 — 625.4 = —38.0* 


Jj — Ya. = 587.4 — 707.0 = —119.6* 
Ua. — V4, = 625.4 — 707.0 = —81.60* 
标 有 星 号 的 值 表 示 那 对 均值 有 显著 性 差异 . 注意 到 Tukey 方法 表明 所 有 配对 均值 都 有 显著 差异 . HD, 由 每 种 
功率 设置 得 到 的 蚀刻 率 均 值 和 由 其 他 任 一 个 功率 设置 得 到 的 蚀刻 率 均 值 都 有 差异 . 
当 使 用 均值 配对 检验 的 任 一 方法 时 ,我们 有 时 会 发 现 ,虽然 方差 分 析 中 的 总 S F 统计 量 表明 
了 某 种 显著 性 , 但 均值 的 配对 比较 却 找 不 到 任 一 对 有 显著 差异 . 这 种 情况 之 所 以 会 出 现 , 是 因为 
F 检验 法 同时 考虑 了 处 理 均 值 之 间 的 所 有 可 能 的 比较 , 而 不 仅仅 是 配对 比较 . RD, 在 所 掌握 的 数 
据 中 , 有 显著 性 的 对 照 不 一 定 以 ui 一 n; 的 形式 出 现 . 
当 样 本 容量 相等 时 , (3.36) 式 的 Tukey 置信 区 间 的 推导 是 直接 的 . 由 学 生化 极 差 统计 量 a, 


我 们 有 - (7 
p | Pax — t —min(y, — pi) RM 
| v/ MS [n S qa(a, n) 1 C 
如 果 maxf( — pi) — min(g; — 1i) 小 于 或 等 于 gala, (a, F) / M Sk n, 则 (y, — pi )-(9; uj) € 
qa (a, f )/ MSg/n 对 每 个 均值 配对 都 成 立 , 因而 


MS "S M Sg 
»(- qala, f) ESF — Vj — Us 一 u) € «(s p ) —-1-—a 


将 表达 式 重 新 整理 , 可 以 得 到 一 系列 如 (3.38) 式 所 示 的 关于 ji — a; 的 100(1 — o)96f mca 
信 区 间 ， 
2. Fisher 最 小 显著 性 差异 (LSD) 法 


比较 全 部 配对 均值 的 Fisher 方法 可 以 控制 每 个 个 体 的 配对 比较 的 误差 率 a, 但 不 能 控制 整 
个 实验 或 族 的 误差 率 . 该 方法 使 用 t 统计 量 检验 Ho : 1; = uy, 


(3.39) 


假设 备 择 假 设 是 双边 的 , 则 当 PA — Ẹ;.l > taz. N-a y MSg(1lfni + 1/n;) 时 , 可 表明 均值 对 jp 
与 jy; 有 显著 性 差异 . 量 
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| 1 1 
LSD = la 2,N—a MSE (去 十 +) (3.40) 
称 为 最 小 显著 性 差异 (least significant difference)， 如 果 设 计 是 平衡 的 , 则 ni = ma =- = 
nac = m, H 
2M SE 
n 
使 用 Fisher 的 LSD 法 时 , 只 要 简单 地 将 观测 到 的 每 一 对 平均 值 的 差 与 对 应 的 LSD 比较 就 
行 了 . 当 EA - V, | > LSD 时 , 结论 是 总 体 均 值 ji 5 nu; 有 差异 . 也 可 以 使 用 (3.39) 式 中 的 t 
统计 量 . 
例 3.8 为 解释 这 一 方法 , 我 们 采用 例 3.1 的 数据 . 当 a = 0.05 时 , LSD 是 


LSD = ta/2, N-a (3.41) 


/'2M Sp /2(333.70 
LSD = to.025 16V F = 2204] AS TO) — 24.49 


这 样 一 来 , 任 一 对 处 理 均值 的 差 的 绝对 值 大 于 24.49 时 , 就 表示 对 应 的 一 对 总 体 均 值 有 显著 性 差异 . 均值 的 
n Vi. — Yo = 551.2 — 587.4 = —36.2* — g, — Ua = 587.4 — 625.4 = —38.0" 
Vi, — Fa, = 551.2 — 625.4 = 一 74.2* — y4 — ya. = 587.4 — 707.0 = —119.6* 
Yı. — Fa. = 551.2 — 707.0 = 一 155.8*  y4 — ya = 625.4 — 707.0 = —81.6* 
标 有 星 号 的 值 表示 那 对 均值 有 显著 差异 . 显然 , 所 有 的 配对 比较 都 有 显著 差异 
注意 , 使 用 这 一 方法 , 可 能 会 大 大 提高 总 体 o 的 风险 . 尤其 是 , 处 理 的 数量 a 越 大 , 实验 总 
体 (“ 族 ”) 的 第 I 类 错误 就 越 大 (至 少 犯 1 个 第 I 类 错误 的 实验 数 与 总 的 实验 数 的 比值 就 越 大 ). 
3. 方法 的 选择 
当然 , 此 时 一 个 自然 的 问题 就 是 , 我 应 该 用 这 些 方法 中 的 哪 一 种 呢 ? 很 遗憾 ， 这 个 问题 并 没有 
明显 的 一 刀 切 的 答案 , 专业 统计 工作 者 常常 不 赞成 利用 不 同 的 方法 . Carmer and Swanson(1973) 
3 引入 Monte Carlo 模拟 , 研究 了 许多 多 重 比较 法 , 包括 在 这 里 没有 讨论 的 其 他 方法 . 他 们 的 报告 
指出 , 如 果 方 差分 析 的 下 检验 仅 在 596 8E ENS, 最 小 显著 性 差异 法 在 检验 真实 的 均值 差 方面 是 一 
种 十 分 有 效 的 检验 法 . 但 是 , 这 种 方法 并 不 包含 实验 总 体 误差 率 . 因为 Tukey 方法 确实 能 控制 总 
MRZE, 许多 统计 工作 者 更 喜欢 使 用 它 . 
正如 上 面 所 指出 的 ,有 很 多 其 他 的 多 重 比较 法 . 描述 这 些 方法 的 文献 有 Miller (1977), 
O'Neill and Wetherill(1971), 以 及 Nelson(1989). Miller(1966) 和 Hsu (1996) 的 书 亦 有 所 
论述 . 
3.5.8 ”将 各 个 处 理 均 值 与 一 个 控制 进行 比较 


在 很 多 实验 中 , 一 种 处 理 实际 上 就 是 一 个 控制 , 实验 分 析 就 是 要 将 其 余 a 1 种 处 理 的 每 一 
种 和 这 个 控制 进行 比较 . 这 样 一 来 , 就 只 有 a - 1 个 比较 要 做 Dunnett(1964) 研究 过 进行 这 些 
比较 的 方法 设 处 理 a 是 控制 , 则 要 对 i 二 1,2,- ,0 一 1 检验 假设 


Ho : Bi — ua, Hi idus us 
Dunnett 方法 是 普通 的 t 检验 法 的 一 种 修正 . 对 于 每 一 种 假设 ， 计算 观测 得 到 的 样本 均值 差 


Il; —V,| i21,2,--,a-1 
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lik 


Ti — 9. > dala — 1, f) (3.42) 


时 , 用 第 I 类 错误 率 a 来 拒绝 零 假 设 Ho : ui = pa, 其 中 常数 dala — 1, f) 由 附录 表 如 给 出 (X 
边 检 验 与 单 边 检 验 都 可 能 ). 注意 , a 是 所 有 a 一 1 个 检验 的 联合 显著 性 水 平 (joint significance 
level). 

Bi 3.9 用 例 3.1 的 数据 来 说 明 Dunnett 检验 法 , 其 中 处 理 4 作为 控制 , 在 本 例 中 , a = 4,a 一 1 = 3,， 
f= 16, m =n = 5. 取 5 名 水 平 , 从 附录 表 IX 查 得 do 05{3,16)=2.59. FE, RREY 


2MSr 2(333.70 
do.05 (3, i 2M SE E 2.5 / 2533.70) — 20.92 


[注意 , 这 是 由 平衡 设计 所 得 的 (3.42) 式 的 简 式 ]. 这 样 一 来 , 任 一 处 理 均值 与 控制 的 绝对 差 大 于 4.76 时 , 就 
叫 作 有 显著 性 差异 . 这 些 观测 值 的 差 是 


1 对 4: yi. — Ja, = 551.2 — 707.0 = —155.8 
2 对 4: Fa, — Fa. = 587.4 — 707.0 = —119.6 


3 对 4: y4 — y4, = 625.4 — 707.0 = —81.6 


注意 所 有 的 差异 都 是 显著 的 . 我 们 可 以 得 到 结论 , 所 有 功率 设置 与 控制 都 有 差异 . 

当 处 理 和 一 个 控制 比较 时 , 如 果 其 余 e- 1 个 处 理 的 观测 数 相同 , 则 采用 的 控制 处 理 的 观测 
值 (id na) 最 好 比 其 他 处 理 的 观测 值 ( 记 n) 更 多 一 些 . 应 该 选择 比值 na /n 近似 等 于 处 理 总 数 
的 平方 根 . BD, 选择 na/n = Va. 


3.6 ”计算 机 输出 示例 


有 许多 可 用 于 实验 设计 和 进行 方差 分 析 的 计算 机 程序 . 用 Design-Expert 处 理 例 3.1 的 晶 
片 蚀 刻 实 验 的 数据 , 得 到 的 输出 如 图 3.12 所 示 . 输出 中 的 “Model” (BUB). 的 平方 和 是 单 因 子 设 
计 的 SSus. 来 源 中 的 因子 用 “A” 表示. 当 实 验 中 不 只 一 个 因子 时 , 模型 平方 和 将 被 分 成 几 个 来 
W (A, B, 等 等 ) 计算 机 输出 的 项 部 的 方差 分 析 表 包括 各 平方 和 、 自 由 度 (DF). 均 方 和 检验 统 
计量 Fo. 列 “Prob>F” 是 P 值 (事实 上 , 是 P 值 的 上 界 , 因为 概率 小 于 0.000 1 被 视 为 0.000 
1). 

除了 基本 的 方差 分 析 之 外 , 程序 显示 了 一 些 其 他 有 用 的 信息 .“R-Squared”(R 是 复 相 关系 
数 ) 定义 为 
| SSgs 66 870.55 


R? = = n A 
55g T2 209.75 eed 


大 体 上 可 解释 为 由 方差 分 析 模 型 所 “说 明 ” 的 数据 中 的 变异 性 所 占 比例 这 样 一 来 , 在 晶片 蚀刻 
实验 中 ,“ 功 率 ” 因 子 约 占 蚀 刻 速率 变异 性 的 92.61%. 显然 ,0 < R2 < 1 恒 成 立 , HAE R? 有 
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ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob >F 
Model 65870.55 3 22290.18 66.80 «0.0001 significant 
A 6657055 3 22290,18 66.80 «0.0001 
Pura Error 5339.20 15 333.70 
Cor Total 72208.75 19 


The Model F-value of 66.80 implies the modal is significant. There is only a 0.0196 chance 
that a "Model F-Valua" this large could occur due to noise. 


Values of “Prob > F* less than 0.0500 indicate model terms are significant. 

In this case A are significant model terms. 

Values greater than 0.1000 indicate the model terms are not significant. 

If there are many insignificant model terms (not counting those required to support hierarchy), 
model reduction may improve your modal. 


Std. Dev. 18.27 R-Squarad 0.9261 
Mean 617.75 Ad; R-Squarad 0.9122 
CV. 2.96 Pred RH-Squaraed 0.8845 
PRESS B342.50 Adeq Precision 18.071 


The “Pred R-Squared* of 0.8845 is in reasonable agreement with tha "Adj R-Squarad" of 0.8122. 


"Adeq Precision" measures the signal to noise ratio. A ratio greater than 4 is disirable, Your ratio 
of 18.071 indicates an adequate signal. This model can be used to navigate the dasign space. 


Treatment Means (Adjusted, If Necessary| 


Estimated Standard 

Maan Error 

1-180 551.20 B.17 

2-180 587.40 8.17 

3-200 525.40 B.17 

4-220 707.00 8.17 

Mean Standard t for Ho 

Treatment — Difference DF Error Coeffzo Prob > |t] 
T vs 2 -36.20 1 11.55 -3.13 0.0064 
1vs3 -74.20 1 11.55 -5.42 «0.0001 
1vs4 -155.80 1 11.55 -13.49 «0.0001 
2v5&43 -38.00 1 11.55 -3.29 0.0046 
2wv&d -119.60 1 11.55 -10.35 xD.0001 
3vsg4 -81.60 1 11.55 -7.06 «0.0001 


Values of *Prob > |t|" less than 0.0500 indicate the differenca in the treatment means 

is significant. 

Values of "Prob > jt|" greater than 0.1000 indicate the difference in the two treatment means 
is not significant. 


Diagnostics Case Statistics 


Standard Actual Predicted Student Cook's  Outlier Run 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
1 575.00 551.20 23.80 0.200 1.457 0.133 1.514 13 
2 542,00 251.20 -9.20 0.200 -0.563 0.020 -0.551 14 
3 530.00 551.20 -21.20 0.200 -1.258 0.105 -1.328 8 
& 539.00 551.20 -12.20 0.200 -0,747 0.035 -0.736 5 
5 570.00 551.20 18.80 0.200 1.151 0.083 1183 4 
& 565.00 587.40 -22.40 0.200 -1.371 0.117 21.413 18 
7 593.00 587,40 5.60 0.200 0.343 0.007 0.333 9 
8 5980.00 587.40 2.50 0.200 g. 158 0.002 0.154 ë 
8 579.00 587.40 -8.40 0.200 -0.514 0.017 -0.502 16 
10 610.00 587.40 22.60 0.200 1.383 0.120 1.427 17 
11 600.00 625.40 -2540 0.200 21.555 0,151 -1.634 7 
12 651.00 525.40 25.60 0.200 1.567 0.153 1.549 X18 
13 £810.00 625,40 -15.40 0.200 -0.943 0.056 -D939 10 
14 837.00 625.40 11.80 0.200 0.710 0.032 0,6893 20 
15 629.00 5625.40 3.60 0.200 0.220 0.003 0.214 1 
18 725.00 707.00 16.00 0.200 1.102 0.076 1.310. 2 
17 700.00 707.00 -7.00 0.200 -0.428 0.011 -0.417 3 
18 715.00 707.00 B.00 0.200 0.490 0.015 0.478 15 
19 685.00 707.00 -22.00 0.200 -1.346 0.113 -1.385 11 
20 710.00 707.00 3.00 0.200 0.184 0.002 0.178 12 


Proceed to Diagnostic Plots (the next icon in progression). Be sure to look at the: 
(1! Normal probability plot of tha studentized residuals to chack for normality of residuals. 
(2! Studentizad residuals versus predicted values to check for constant ar ror. 
{3} Outlier t versus run order to look for outliers, ie. influential values. 
(4] Bax-Cox plot for power transformations. 


If all the model statistics and diagnostic plots are OK, finish up with the Model Graphs icon. 


图 3.12. 例 3.1 的 Design-Expert 计算 机 输出 
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较 大 的 值 . 在 输出 中 还 有 其 他 一 些 类 似 R? 的 统计 量 .“ 调 整 后 的 " R* 是 对 通常 R^ 统计 量 的 调 
整 , 它 反 映 了 模型 的 因子 数 . 对 于 有 许多 设计 因子 的 更 复杂 的 实验 , 当 我 们 要 评估 模型 中 项 数 增 
减产 生 的 影响 时 , 它 是 一 个 有 用 的 统计 量 . "Std Dev” 是 误差 均 方 的 平方 根 ,， V333.70 = 18.27, 
CV” ETRAS, 定义 为 (VIMSE /TJ)100， 变异 系数 作为 响应 变量 均值 的 百分率 用 来 度量 数 
据 中 未 说 明 的 或 残余 的 变异 性 . “PRESS” 代 表 “预期 误差 平方 和 ”, 它 度 量 的 是 用 实验 模型 预测 
新 实验 中 的 响应 的 良好 程度 . PRESS 的 值 越 小 越 好 , 我 们 可 以 基于 PRESS 计算 预测 的 R*( 后 
面 我 们 将 说 明 如 何 做 ). 我 们 问题 中 的 RE, 是 0.884 5, 这 是 不 合理 的 , 在 当前 实验 中 , 根据 变 
于 性 的 93 多 来 考虑 模型 . 用 最 大 预 出 啊 应 与 最 小 预 铀 啊 诬 的 差 除 以 所 有 预 铀 啊 应 的 平均 标准 侦 
35. 计算 “Adeq Precision" (足够 的 精度 ) 统计 量 并 这 个 量 的 值 大 一 些 是 较为 理想 的 , 超过 4 R 
明 模 型 在 预测 方面 有 相当 好 的 性 能 . 

得 出 的 结果 中 列 出 了 处 理 均 值 的 估计 值 以 及 标准 误 (或 每 个 处 理 均 值 的 样本 标准 差 ， 
Vv MSE/n)， 输 出 结果 中 还 通过 利用 3.5.7 节 中 Fisher 的 LSD 方法 的 假设 检验 结果 显示 了 
配对 处 理 均值 的 差 . 


Source DF 55 M&S F P 


Power 3 56871 22280 6&6. R0 0.000 
Error 18 53398 334 
Total 18 72210 


5 = 18.77 AR-Sq= 92.61%  A-5q (adj) = 91.22% 


Individual 95% Cls For Mean Based on 
Fooled StDev 


Level N Mean  StDew 一 -| 
160 5 551.20 20.02 一生 一 一】 

180 5 58740 16.74 [— =} 

200 5  B25.40 20.53 [——) 

220 5 707.09 15.25 [I—— 


55) GU G^) TIR} 


Fooled StDev = 18.27 


Turkey S5% Simultaneous Confidence Intervals 
All Pairwise Comparisons among Levels of Power 


Individual confidence level = 98,875 


| Power = 160 subtracted from: 


Power Lower Center Upper 一 -一 


180 3.11 365.20 69.29 i] 

200 41.11 74.20 — 107.29 [Ma] 

220 122.71 155.80 — 188.89 [MJ 
LOO U 100 AH) 


Power = 180 subtracted from: 


Power Lower Center Upper 一 一 | 一 -一 | 一 一 


200 4.91 38.00 71.09 | 一 一 一 半 一 一 ) 
220 B5.51 118.60 152.69 [—— d 


— 14 L 1H} H) 
Power = 200 subtracted from: 


Power Lower Center — Upper 一 一 | 于- 一 | 一 一 一 


220 48.51 81.50 114.69 (——-l 


B] 3.13 例 3.1 的 Minitab 计算 机 输出 
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计算 机 程序 还 计算 并 显示 按 (3.16) 式 定义 的 残 差 . 程序 也 生成 了 在 3.4 节 中 讨论 的 所 有 残 
ZEB. 输出 中 还 显示 了 一 些 其 他 的 残 差 诊断 . 其 中 的 部 分 内 容 将 在 以 后 讨论 . 

注意 到 , 计算 机 程序 在 输出 中 也 有 一 些 说 明 . 这 类 “建议 ”信息 在 许多 PC 机 的 统计 软件 
包 中 的 格式 是 统一 的 . 要 记 住 , 它 的 写法 是 通用 的 , 也 许 不 符合 某 个 特定 实验 者 的 报告 写作 要 求 . 
使 用 者 也 可 以 删 去 这 些 说 明 . 

图 3.13 列 出 了 Minitab( 另 一 种 流行 统计 软件 包 ) 关于 晶片 蚀刻 实验 的 输出 . 这 个 输出 与 图 
3.12 的 Design-Expert 非常 地 类 似 . 它 提供 了 每 个 单个 处 理 均值 的 置信 区 间 , 并 用 Tukey 方法 
比较 了 配对 均值 . 但 是 , 所 列 出 的 Tukey 方法 使 用 的 是 置信 区 间 形 式 , 而 不 是 3.5.7 节 中 的 假设 
检验 形式 . Tukey 置信 区 间 都 不 包括 零 , 所 以 , 我 们 得 出 所 有 均值 都 有 显著 差异 的 结论 . 


3.7 MERRE 


在 任 一 实验 设计 问题 中 , 一 项 重大 的 决策 就 是 样本 量 的 选择 , BD, 确定 实验 的 重复 次 数 .一 
般 来 说 , 如 果 要 检测 出 较 小 的 效应 , 则 与 要 检测 出 较 大 的 效应 相 比 , 实验 者 需要 更 多 的 重复 次 数 
本 节 讨 论 几 种 确定 样本 量 的 解决 方法 . 虽然 我 们 的 讨论 着 眼 于 单 因子 设计 , 但 大 多 数 方法 都 可 用 
于 更 为 复杂 的 实验 设计 . 


3.7.1 ”抽检 特性 曲线 


抽检 特性 曲线 是 某 一 特定 样本 量 的 统计 检验 犯 第 II 类 错误 的 概率 与 某 一 反映 零 假设 不 成 立 
程度 的 参数 的 关系 图 . 这 些 曲线 可 以 用 于 指导 实验 者 选择 重复 的 次 数 , 使 得 设计 对 处 理 中 的 重要 
的 潜在 差异 反应 灵敏 . 

对 于 每 种 处 理 的 样本 量 相等 时 的 情形 , 我 们 考虑 固定 效应 模型 的 第 TT 类 错误 的 概率 , 即 


8=1I-P{ 拒 绝 Ho|Ho 不 真 } — 1 — P(Fo Fas i, N-a|Ho 不 真 } (3.43) 


要 计算 (3.43) 式 中 的 概率 , 需要 知道 零 假设 不 真 时 检验 统计 量 Fo 的 分 布 可 以 证 明 , 当 Ho 不 
真 时 , 统计 量 Fo = MSas/MSzg 的 分 布 是 自由 度 为 -1 5 N — a. 非 中 心 参 数 为 5 的 非 中 
心 下 分 布 . 当 5 = 0 时 , 非 中 心 分 布 就 是 通常 的 (中 心 )F 分 布 . 

附录 的 图 V 给 出 的 抽检 特性 曲线 可 用 来 估算 (3.43) 式 的 概率 . 这 些 曲 线 画 出 了 第 II 类 错 
误 概 率 (3) 与 参数 o 的 关系 , 其 中 


Q^ = 一 一 : (3.44) 


E 下 ”与 非 中 心 参数 5 有 关 . 这 些 曲 线 适 用 于 a — 0.05 和 a — 0.01 以 及 一 定 范围 的 分 子 自由 
度 和 分 母 自 由 度 . 

在 使 用 OC 曲线 时 , 实验 者 必须 确定 参数 D 和 o (Mi. 但 在 实际 中 做 到 这 一 点 往往 很 
难 . 确定 p 的 一 种 办 法 是 ， 次 至 我 们 想 以 高 概率 拒绝 零 假设 的 处 理 均值 的 实际 数值 TR 3 
H1, H2,7:^ ,Ha 是 指定 的 处 理 均值 时 , 用 7; = ji 一 五 求 得 n, 其 中 元 = (1/a) a pi 是 各 个 处 理 


均值 的 平均 值 . 我 们 还 需要 o^ 的 估计 量 . 有 时. 可 以 使 用 先 验 的 或 前 次 实验 得 到 的 (如 第 1 章 
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建议 的 ), 或 判断 得 到 的 估计 量 . 当 我 们 不 能 肯定 o^ 的 值 时 , 可 以 先 对 o^ 可 能 取 值 的 范围 确定 
样本 量 , 在 作出 最 后 的 选择 之 前 , 先 研究 这 个 参数 对 所 需 的 样本 量 的 效应 . 
例 3.10 考虑 例 3.1 晶片 蚀刻 实验 问题 . 当 4 个 处 理 均值 是 
Hi = 575, 43-600, pa = 650, p4 = 675 
时 ,实验 者 打算 至 少 以 0.90 的 概率 拒绝 零 假设 他 计划 用 a= 0.01. 此 时 , 因为 D pu = 2 500, 所 以 有 


p = (1/4)2 500 = 625 以 及 
Ti = ui — B = 575 一 625 = —50 
T2 = p2 — Hi = 600 — 625 = —25 
T3 = u3 — H = 650 — 625 = 25 
T4 = H4 — H = 615 — 625 = 50 


FE, Y: 2 = 6 250， 设 实验 者 觉察 到 在 功率 的 任 一 水 平 上 蚀刻 率 的 标准 差 都 不 会 大 于 o= 25A/ min. 
1-1 
则 由 (3.44) st, 有 


d 
z 
, PUT n(6 250) E 
p? = Je — 2.5n 
ac? 4(25)? 


对 于 a—1—4—1-—3EE& N—a- a(n—1)—4(n—1) X2: BEHAERI o = 0.01, 用 特性 曲线 ( 见 附录 图 
X V) 对 所 需 样本 量 作 第 一 次 猜想 . 试用 n= 3 次 重复 . 这 产生 D? —25n 22.5(3) = 7.54, 9$ = 2.74, 以 
及 4(2)—8 个 误差 自由 度 . 因此 , HAR V, RÆ 8 22 0.25. 因此 , 检验 的 势 大 约 为 1-8 = 1 一 0.25 = 0.75, 
小 于 所 需 的 0.90. 结论 是 , n= 3 次 重复 不 满足 要 求 . 用 同样 的 方法 继续 进行 , 得 出 下 表 : 


n $* $ a(n — 1) B 势 (1— 8) 
3 T.5 2.74 & 0.25 0.75 

4 10.0 3.16 12 0.04 0.96 

5 12.5 3.54 16 « 0.01 > 0.99 


于 是 , 为 了 达到 所 要 求 的 势 , 4~5 次 重复 足够 了 . 

利用 抽检 特性 曲线 方法 , 有 一 个 明显 的 问题 是 , 很 难 选择 一 组 作为 决定 样本 量 的 处 理 均值 . 
万 一 种 选择 样本 量 的 方法 是 , 只 要 有 两 个 处 理 均值 之 差 超 过 一 个 规定 值 时 就 拒绝 零 假 设 . 如 果 任 
蕊 两 个 处 理 均值 之 差 都 和 DD 一 样 大 , 则 可 证 明 0? 的 最 小 值 是 


D? 
p? 45 
2052 (3.45) 


因为 这 是 再 ”的 最 小 值 , 所 以 由 抽检 特性 曲线 求 得 的 对 应 样本 量 是 一 个 保守 的 值 . 也 就 是 说 , 它 
提供 的 势 至 少 如 实验 者 所 规定 的 那样 大 . 

为 了 说明 这 种 方法 , 假设 在 例 3.1 的 晶片 蚀刻 实验 问题 中 , 当 任 意 两 个 处 理 均值 的 差 不 超过 
75A/ min 时 , 实验 者 想 以 概率 至 少 为 0.90 来 拒绝 零 假 设 . 于 是 , 假定 o = 25A/ min, 求 得 9? 
的 最 小 值 是 


2 | n(75y 
2(4)(252) 
现在 , 我 们 可 以 在 例 3.10 中 精确 地 使 用 OC 曲线 . 假定 我 们 实验 n = 4 次 重复 . 结果 是 
P? —1.125(4) = 45, 更 = 2.12, 误差 的 自由 度 4(3) = 12. 从 OC 曲线 可 以 发 现势 接近 0.65. 
对 于 n = 5 次 重复 , o? = 5.625, P = 2.37, 误差 的 自由 度 4(4) = 16. 从 OC 曲线 可 以 发 现势 
接近 0.8. 对 于 n = 6 次 重复 , 0? = 6.75, © = 2.60, 误差 的 自由 度 4(5) = 20. 从 OC 曲线 可 以 
发 现势 超过 0.90. 因此 , 需要 n = 6 次 重复 . 


一 1,1]25n 
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Minitab 用 这 种 方法 计算 势 , 并 找到 单 因子 方差 分 析 的 样本 容量 . 如 下 图 所 示 . 在 表 的 上 部 
我 们 要 求 Minitab 计算 n = 4 次 重复 的 势 . 注意 这 些 结果 非常 接近 OC 曲线 所 示 的 结论 . 表 的 
下 半 部 列 出 了 为 使 目标 势 达 到 至 少 0.90 的 样本 大 小 . 再 一 次 , 结果 与 OC 曲线 的 一 致 . 


Power and Sample Size 
Une-way ANOVA 
Alpha=0.01 Assumed standard deviation=25 


Number of Levels=4 


Sample Maximum 


S5 Means Size Power Difference 
2812.5 5 0.804838 T5 


The sample size is for each level. 


Power and Sample Size 

One-way ANOVA 

Álpha-0.01 Assumed standard deviation=25 
Number of Levels=4 


sample Target Maximum 
5o Means Size Power Áctual Power Difference 
2812.5 6 0.9 0.915384 T5 


The sample size is for each level. 


3.7.2 ”规定 标准 差 的 增 量 


有 时 , 这 种 方法 有 助 于 确定 样本 量 . 如 果 处 理 均值 没有 差异 ， 则 随机 选 一 个 观测 值 , 其 标准 
ZE c. 如 果 处 理 均值 是 有 差异 的 , 则 随机 选取 的 观测 值 的 标准 差 是 


g^ ( » r?/a) 
i=] 
如 果 为 一 个 观测 值 的 标准 差 的 增 量 选 取 一 个 百分数 已, 超过 该 值 就 拒绝 所 有 处 理 均值 都 相等 的 
假设 , 这 等 价 于 选择 


o? 十 (È T? /a 
i=l 


—14001P (P= 百分比 ) 


- 
即 
/au 
PT Top 
所 以 
Y. 72/a 


p= JT = YO F 001P)? —1(/n) (3.46) 
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于 是 , 规定 P 的 值 , 就 可 由 (3.46) 式 计算 9, 然后 用 附录 中 图 V 的 抽检 特性 曲线 确定 所 需要 的 


样本 量 . 
例如 , 在 例 3.1 的 晶片 蚀刻 问题 中 , 设 要 以 至 少 0.90 的 概率 和 a = 0.05 检测 出 标准 差 有 


2096599 iE. 则 
= (1.2)? — 1(/n) = 0.66/n 
查 抽检 特性 曲线 可 知 , 需要 n= 10 才能 达到 所 希望 的 灵敏 度 . 
3.7.3 重信 区 间 的 估计 方法 
此 方法 假定 实验 者 想 用 置信 区 间 表 示 最 后 的 结果 , 并 且 预 先 规定 他 们 所 要 的 置信 区 间 的 宽 


RE. 例如 , 设 在 例 3.1 的 晶片 蚀刻 问题 中 , 任意 两 种 功率 设置 的 平均 蚀刻 速率 之 差 是 +30A / min, 
AK 95 匈 置信 区 间 , 而 o 的 先 验 估计 量 是 25. 于 是 , 用 (3.13) 式 , 求 得 置信 区 间 的 准确 度 是 


2M SE 


isr2, N-a n 


RRHH n=5 KER. 用 o? = 25° = 625 作为 MSE 的 估计 量 , 则 置信 区 间 的 准确 度 变 为 


2(625) 
5 


12.120 = 33.52 


该 结果 达 不 到 要 求 . 试用 n=6, 得 


p. " 

十 2.086\/ 2929) — +30.1] 
2 

+2.0644/ x59) — 127.58 


显然 , n=7 是 达到 所 希望 的 准确 度 的 最 小 样本 量 . 

对 引用 的 显著 性 水 平 , 上 述说 明 仅 适 用 于 一 个 置信 区 间 . 但 是 , 如 果实 验 者 想 预 先 规定 一 组 
耻 信 区 间 并 对 它们 作出 联合 置信 区 间 , 则 可 以 用 相同 的 一 般 的 处 理 方案 ( 见 3.3.3 节 中 的 联合 置 
信 区 间 的 注释 ), 还 有 ， 与 上 面 说 明 的 配对 对 照相 比 , 还 可 以 为 更 为 一 般 的 处 理 均值 的 对 照 构 造 填 
信和 区 间 ， 


试用 n-7 得 


3.8 ”寻找 分 散 效 应 


我 们 的 着 眼 点 在 于 ， 利用 方差 分 析 以 及 相关 的 方法 确定 哪些 因子 水 平 会 导致 处 理 之 间或 因 
于 水 平均 值 之 间 的 差异 . 习惯 上 将 这 些 效应 看 作为 位 置 效 应 (location effect). 如果 在 不 同 的 因 
子 水 平 上 方差 不 等 ， 则 可 以 用 方差 稳定 化 变换 来 改善 关于 位 置 效应 的 推断 . 但 是 , 在 有 些 问题 中 ， 
我 们 想 要 发 现 不 同 的 因子 水 平 是 否 影 响 变异 性 . 也 就 是 说 , 我 们 想 要 寻找 可 能 存在 的 分 散 效 应 
(dispersion effect). 每 当 将 标准 差 、 方 莽 或 变异 性 的 菜 些 其 他 度量 用 作 响 应 变量 时 ， iz BOX 
种 情况 . 

a lij) 考虑 表 3.12 HE percent e agii Us 
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加 进 档 中 , 使 得 槽 中 铝 氧 土 与 其 他 成 分 保持 在 合理 比例 水 平 上 . 在 此 实验 中 , 研究 了 4 种 不 同 的 
比值 控制 法 . 所 研究 的 响应 变量 和 电解 槽 的 电压 有 关 . 具体 地 说 , 传感器 每 秒 检 测 电压 若干 次 ， 
在 进行 每 一 次 实验 时 , 会 得 出 上 千 个 电压 数据 . 工程 师 决 定 用 一 次 实验 的 平均 电压 和 电压 的 标准 
Z ( 圆 括号 内 的 数 ) 作为 响应 变量 . 平均 电压 是 重要 的 , 因为 它 影响 电解 槽 的 温度 ; 电压 的 标准 
2 (工序 工程 师 称 之 为 “电位 噪音 ") 也 是 重要 的 , 因为 它 影响 整个 电解 槽 的 效率 . 


表 3.12 ”冶炼 实验 的 数据 
观测 值 
比值 控制 法 T 3 " ; z 
1 4.93(0.05) ^ 4.86(0.04) ^ 4.75(0.05) 4.95(0.06) ^ 4.79(0.03) 4.88(0.05) 
2 4.85(0.04) — 4.91(0.02) — 4.79(0.03) ^ 4.85(0.05) 4.75(0.03) 4.85(0.02) 
3 4.83(0.09) ^ 4.88(0.13) — 4.90(0.11) — 4.75(0.15) ^ 4.82(0.08) 4.90(0.12) 
4 4.89(0.03)  4.77(0.04) — 4.94(0.05) ^ 4.86(0.05)  4.79(0.03) 4.76(0.02) 


我 们 进行 方差 分 析 , 以 确定 不 同 的 控制 法 是 否 影响 电解 槽 的 平均 电压 . 结果 显示 出 比例 控制 
法 没有 位 置 效应 . 也 就 是 说 , 改变 比值 控制 法 并 不 改变 电解 模 的 平均 电压 (参见 思考 题 3.28). 
为 研究 分 散 效应 , 通常 最 好 是 用 
In(s)&k In(s*) 
作为 响应 变量 , 因为 对 数 变换 对 于 样本 标准 差 的 分 布 能 有 效 地 稳定 变异 性 . 当 所 有 的 电压 的 样本 
标准 差 都 小 于 一 个 单位 时 , 就 用 " 
y = — In(s 
作为 啊 应 变量 , K 3.13 列 出 了 这 一 响应 ( 即 “ 电 位 噪音 ， 的 目 然 对 数 ) 的 方差 分 析 . 比值 控制 法 
的 选择 对 电位 噪音 有 影响 , 即 比 值 控制 法 有 分 散 效应 . 标准 的 模型 适合 性 检测 法 包括 残 差 的 下 
态 概率 图 , 都 表明 实验 的 有 效 性 是 没有 问题 的 (参见 思考 题 35). 


表 3.13 电位 阳 音 的 自然 对 数 的 方差 分 析 


Jj 253 平方 和 目 由 度 均 方 Fo P 值 
比 控制 算法 6.166 3 2.055 21.96 « 0.001 
误差 1.872 20 0.094 

总 和 8.038 23 


图 3.14 画 出 了 各 种 比值 控制 法 的 电位 噪音 的 对 数 的 平均 值 , 还 介绍 了 尺度 化 的 t 分 布 图 ， 
可 用 作 识 别 比值 控制 法 的 参考 分 布 . 这 - 图 形 清晰 地 揭示 出 , 比值 控制 法 3 比 其 他 的 方法 产生 较 
大 的 电位 噪音 或 电解 槽 电压 标准 差 . 而 方法 1、 方 法 2 和 方法 4 之 间 看 来 并 没有 很 大 的 差别 , 

3 l 4 2 
2.00 A.U 4.00 
FR fir MA 音 的 对 数 的 平均 值 In( 4J/ 
图 3.14 4 种 比值 控制 法 的 电位 噪音 的 对 数 的 平均 值 [-In(s)] 与 具有 尺度 因子 
Vv MSE/n = V0.094/6 = 0.125 的 尺度 化 t 分 布 
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3.9 ”方差 分 析 的 回归 处 理 法 


前 面 对 方 差分 析 进 行 了 直观 的 或 启发 式 的 研究 . 现在 我 们 来 进行 更 为 正规 的 研究 . 这 种 方 
法 对 于 后 面 理解 更 复杂 设计 的 统计 分 析 基 础 将 是 有 用 的 ， 这 种 方法 叫做 一 般 回 归 显 著 性 检验 法 
(general regression significance test), 它 的 实质 是 为 拟 合 模型 与 所 包括 的 全 体 参 数 找 出 总 平方 
和 中 的 减少 量 ,以 及 当 模 型 限制 在 零 假 设 时 的 平方 和 中 的 减少 量 . 这 两 个 平方 和 的 差 就 是 处 理 
平方 和 , 利用 和 它 可 导出 一 个 对 零 假 设 的 检验 . 这 一 方法 需要 方差 分 析 模 型 的 参数 的 最 小 二 乘 估计 
E. 如 在 前 面 3.3.3 节 中 所 做 的 那样 , 我 们 已 经 给 出 了 这 些 参数 估计 . 但 是 , 现在 我 们 要 给 出 正规 
方法 . 

3.9.1 ”模型 参数 的 最 小 二 乘 估计 
现在 , 我 们 用 最 小 二 乘法 计算 单 因子 模型 
Yi; = Tit Ei 
的 参数 的 估计 量 . 为 了 计算 u A r 的 最 小 二 乘 估计 量 , 首先 写 出 误差 的 平方 和 公式 


了 一 0 (3.47) 
izÉl3j4-—1 1=1 7 三 1 
然后 , 极 小 化 L, 选 定 jy 和 ri 的 估计 , 即 A 和 a 合适 的 值 是 a+1 个 联 立 方程 的 解 : 
ƏL _ 
Ou 应 ,于 
oL 
aiios 2 Z 中 
re PE Ü uL ü 
(3.47) AX} u 和 7; 求 微分 , 得 
-2 3, 2 (Viy — Â- fi)=0 
i=l j=1 
和 
—25^'(yijhà—7)-20 i—1,2,-.,a 
qe 
简化 之 , 得 
Nr nTi tnat etnia = y. 
nh + nn = yi. 
nj + nT2 = ya (3.48) 
ng nna = Ya. 


有 atl 个 未 知 数 的 a+1 个 等 式 [(3.48) 式 ] 叫做 最 小 二 乘 正规 方程 (least square normal 
equation). 如 果 将 后 面 a 个 正规 方程 相 加 , 就 可 以 得 到 第 一 个 正规 方程 . 因此 ， 正规 方程 不 是 线 
性 无 关 的 , 并 没有 um, ,Ta 的 唯一 解 . 但 可 以 用 一 些 方法 克服 这 个 困难 . 因为 我 们 已 经 定义 
处 理 歼 应 为 总 体 均 值 的 偏差 , 那么 应 用 约束 
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Y 4-0 (3.49) 
似乎 是 合理 的 . 利用 这 个 约束 , 我 们 得 到 正规 方程 方程 的 解 


â =T. (3.50) 
h=- F., ¿= 1,2,- 8 
显然 , 这 个 解 不 是 唯一 的 , 它 取决 于 我 们 选择 的 约束 (3.49) 式 |， 这 似乎 是 令 人 遗憾 的 , 因 
为 如 果 两 个 不 同 的 实验 者 用 不 同 的 约束 分 析 相 同 的 数据 ， 则 可 能 得 到 不 同 的 结论 . 但 是 , 模型 参 
数 的 函数 是 唯一 估计 的 , 车 不 考虑 约束 的 话 . 例如 , r; — Tj —EJÉHI 7; — 4; — y, — y; 估计 , 第 
i 个 处 理 均值 ui = ncm, — EH i= ità =g, 估计， 
因为 我 们 通常 感 兴趣 于 处 理 效应 间 的 差异 ， 而 不 是 它们 的 真实 值 , 这 使 得 7; 不 能 被 唯一 估 
计 无 关 要 紧 . 一 般 地 , 若 模型 参数 的 任 一 函数 是 正规 方程 [(3.48) 式 ] 左 端 项 的 线性 组 合 , 则 它 可 
以 被 唯一 估计 . 不 考虑 所 用 约束 的 被 唯一 估计 的 函数 叫做 估计 函数 . 详 见 本 章 的 补充 材料 . 现在 ， 
我 们 准备 在 方差 分 析 的 一 般 研究 中 利用 这 些 参数 估计 . 


3.9.2 一般 回 归 显 著 性 检验 


这 一 方法 需要 首先 写 出 模型 的 正规 方程 组 . 如 在 3.9.1 六 中 所 做 的 那样 , 正规 方程 组 通常 是 
先 构 造 最 小 二 乘 函 数 ， 然后 将 此 函数 对 各 个 未 知 参数 微分 而 求 得 的 . 不 过 ， 还 有 一 个 更 加 容易 的 
方法 . 下 面 列 出 的 法 则 就 可 对 任 一 实验 设计 模型 直接 写 出 它 的 正规 方程 组 . 

法 则 1 模型 中 每 个 待 估计 的 参数 总 存在 一 个 正规 方程 

法 则 2 任 一 正规 方程 的 右 端 项 恰 是 包含 与 这 个 指定 的 正规 方程 有 关 的 参数 的 所 有 观测 值 
RI. 

为 说 明 本 法 则 , 考虑 单 因子 模型 . 第 1 个 正规 方程 是 关于 参数 H 的 , 因此 , 右 端 项 是 y., DR] 
为 所 有 的 观测 值 都 包含 u. 

法 则 3 任 一 正规 方程 的 左 端 项 是 所 有 模型 参数 的 和 其 中 每 个 参数 乘 以 它 在 右 端 项 中 出 
现 的 总 次 数 . 参数 加 上 尖 号 C) 标志 表示 它们 是 估计 量 而 不 是 真正 的 参数 值 . 

例如 , 考虑 单 因子 实验 的 第 一 个 正规 方程 ， 按照 上 述 法 则 , 应 该 是 


NE c nfi - no 4- tnh = y.. 


因为 u 出 现在 所 有 的 N 个 观测 值 中 , n 仅 出 现在 第 1 种 处 理 下 所 取 的 n 个 观测 值 中 , ny 仅 出 
RER 2 种 处 理 下 所 取 的 n 个 观测 值 中 , 如 此 等 等 ， 由 (3.48) 式 , 我 们 证 明了 上 述 方程 是 正确 
的 , 对 应 于 n 的 第 2 个 正规 方程 是 


ni 十 nî = y. 


因为 只 有 第 1 种 处 理 的 观测 值 包含 n (这 给 出 了 右 端 项 的 yi). p Fl ri Æ yi. 中 恰好 出 现 n 次， 
而 所 有 其 他 的 n 出 现 零 次 . 一 般 说 来 ， 任 一 正规 方程 的 左 端 项 是 右 端 项 的 期 望 值 . 

现在 , 考虑 找 出 由 于 给 数据 拟 合 一 个 指定 模型 所 带 来 的 在 平方 和 中 的 减少 量 . 由 于 给 数据 所 
合 了 一 个 模型 , 我 们 也 就 “解释 了 ”一 些 变异 性 . EREN, 我 们 给 未 解释 的 变异 性 减少 一 些 量 
f&. 未 解释 的 变异 性 的 减少 量 通常 是 参数 估计 量 乘 以 对 应 于 那个 参数 的 正规 方程 的 右 端 项 之 和 
例如 , 在 单 因子 实验 中 , 由 于 拟 合 全 模型 y,, 二 Lc Tic eg 的 减少 量 是 
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R(p,T) = fiy. + fiyr. + ayz Heee + Faya. = Ay.. + 3 Fiyi. (3.51) 


记号 R(u,r) 表示 由 于 拟 合 包 含 4 和 qn) 的 模型 而 在 平方 和 中 的 减少 量 . R(u, r) 有 时 也 叫做 
模型 yg = utn tey 的 “回归 ”平方 和 , 与 平方 和 中 的 减少 量 (例如 R(u,T)) 有 关 的 自由 度 
通常 等 于 线性 无 关 的 正规 方程 组 的 个 数 . 模型 未 顾及 到 的 剩余 的 变异 性 由 


SSe = Y: È vh — R(T) (3.52) 
求 得 . 此 量 用 作 Ho : n = m 二 .… = Ta = 0 的 检验 统计 量 的 分 母 


现在 说 明 单 因子 实验 的 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 并 表明 它 产 生 通 常 的 单 问 方差 分 析 . 模型 是 
Vi = B Ti 6g, 由 上 述 法 则 求 得 的 正规 方程 组 是 


NE 二 ni 二 n+ -+n = y. 
nü 十 ni = yı. 
ni + tifo = y2. 
nü T nTa = Va. 


将 这 些 正 规 方程 与 (3.48) RER — F. 
应 用 约束 0007; —0, 得 和 n; 的 估计 量 是 
1—1 
hy  h-W-U i=1,2,...,a 
由 拟 合 此 全 模型 而 在 平方 和 中 的 减少 量 可 由 (3.51) 式 求 得 : 


R(u, 7) = ig. + E fe = (y. + — -g Jy. 
2 a 

ER a 个 目 由 度 , HAF a 个 线性 无 关 的 正规 方程 .| " (3.52) X. 得 误差 平方 和 为 

SSg = Y, Y v5 - R(ur) = Y yu es 

i 二 1 j=l i=] 7 三 1 i=] WM 
EA N-a THAR. 
为 求 出 由 处 理 效应 (np) 所 得 的 平方 和 , 我 们 考虑 一 个 简化 模型 , BD, 受 零 假设 ( 即 7; = 0, 
对 一 切 i) 约束 的 模型 . 所 得 的 简化 模型 是 Vii = ud eg. 此 模型 只 有 一 个 正规 方程 : 
Nü-wy. 

从 而 上 的 估计 量 是 产 = 了 .于 是 , 由 于 拟 合 仅 包 含 e 的 模型 所 得 的 平方 和 的 减少 量 是 


R(u) = (y. (y Js 


因为 此 简化 模型 仅 有 一 个 正规 方程 , 所 以 R) 有 1 个 自由 度 . 车 j 已 在 模型 中 , 则 由 (0) 3E 
献 的 平方 和 是 R(nu, T) 和 R(u) 的 差 , BD 
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2 


R(rip) = R(u,7) - R(u) = R( 全 模型) — R( 简 化 模型 ) = — Eé-xN 


它 有 a 一 1 个 自由 度 .我们 已 由 (3.9) RA, 它 就 是 SSua. 作 通常 的 正 态 性 假定 , 检验 Ho: = 
Tj — = Ta = 0 的 恰当 的 统计 量 是 


a- R(n) (/(a — 1) 


b D yb - Rp n) J N-a) 
在 零 假设 下 , 它 服从 FF_1,w_。 分 布 . 当然, 这 就 是 单 因子 方差 分 析 的 检验 统计 量 


3.10 ”方差 分 析 中 的 非 参 数 方法 


3.10.1 Kruskal-Wallis 检验 法 


当 正 态 性 假定 不 能 被 证 明 的 情况 下 ， 实验 者 希望 有 不 依赖 于 正 态 性 假定 的 检验 法 来 代替 方 
差分 析 F 检验 法 ，Kruskal and Wallis(1952) 提出 了 这 样 的 一 种 方法 .Kruskal-Wallis 检验 法 
用 来 检验 a 种 处 理 是 完全 一 样 的 零 假设 ， 而 备 择 假设 是 由 某 些 处 理 产 生 的 观测 值 大 于 其 他 人 处理 
产生 的 观测 值 . 因为 此 方法 设 计 需 要 对 检验 均值 差 很 灵敏 , 所 以 ， 为 方便 起 见 , 将 Kruskal-Wallis 
检验 法 视 为 检验 处 理 均 值 相等 的 检验 . 相对 于 通常 的 方差 分 析 而 言 , Kruskal-Wallis 检验 法 是 一 
种 非 参数 的 方法 . 

运用 Kruskal-Wallis 检验 法 时 , 首先 将 观测 值 vi; 按 升序 排列 , 然后 将 每 一 观测 值 用 它 的 秩 
(即位 次 , 比方 说 Ras) 来 代替 , 最 小 的 观测 值 的 秩 是 1. 对 有 结 (观测 值 取 值 相 同 ) 的 情况 , 则 用 
它们 的 平均 秩 . 令 R. 为 第 i 种 处 理 的 秩 和 |. 检验 统计 量 是 


A [eR N(N41) -- 
H-lI » u.- rd (3.53) 
其 中 on; 是 第 d 种 处 理 的 观测 值 的 个 数 ，N 是 观测 值 的 总 个 数 , 以 及 
2 1 e oS p NN+1)? 

8? = b X Ri : | (3.54) 

注意 到 5? 正好 是 秩 的 方差 . 如 果 没 有 结 . 则 92 二 N(N -- 1)/12, 且 检 验 统 计量 简化 为 

ü 2 

大 二 (3.55) 


N(N -- 1) £i nj 


当 结 的 个 数 是 中 等 程度 时 , (3.54) RA (3.55) 式 几乎 没有 差别 , 且 可 以 用 较 简 单 的 形式 [(3.55) 
AJ. 如 果 n; 适当 大 , 比方 说 ni > 5， 则 在 零 假设 成 立 的 条 件 下 , H 近似 服从 x 分 布 . 因此 . 


如 果 
H > X6 aci 


则 拒绝 零 假 设 . 也 可 以 采用 P 值 方法 . 
例 3.11 例 3.1 的 数据 及 其 对 应 的 秩 如 表 3 14 所 示 . 因为 有 结 , 所 以 我 们 用 (3.53) 式 作 为 检验 统计 

JR. 由 (3.54) 式 , 求 得 
2 
et 2 869.50 — OD 


— 34. 
19 i 


检验 统计 量 是 
| 
本 4 —. 84.97 
因为 H > xos = 11.34, 所 以 我 们 拒绝 零 假 设 , 结论 是 处 理 存在 差异 (H = 16.91 BE P {E = 7.38x10 7 *). 
这 与 普通 方差 分 析 DO 检验 法 所 得 的 结论 相同 . 

表 3.14 例 3.1 的 晶片 蚀刻 实验 的 数据 及 其 秩 


H 


[2 796.30 — 2 205] = 16.91 


Ih x 
160 180 200 220 
V1j Rij y2j Raj y3j Faj V4j Raj 
BTD 6 565 4 600 10 T25 20 
542 3 593 9 651 15 了 各 1T 
530 1 590 5 610 11.5 715 19 
539 2 579 了 637 l4 685 16 
570 5 610 11.5 629 13 710 18 
Ri. 17 430.5 63.5 90 


3.10.2 ”关于 秩 变换 的 一 般 评论 


3.10.1 节 用 观测 值 的 秩 奉 换 观 测 值 的 方法 叫做 秩 变换 (rank transformation). 这 是 一 种 功 

效 高 , 应 用 广 的 方法 . 如 果 我 们 将 通常 的 F 检验 法 应 用 于 秩 而 不 是 应 用 于 原始 数据 的 话 , 则 得 到 
H/(a — 1) 

(N-1- H)ÁN - a) i 
作为 检验 统计 量 [ 见 Conover(1980), p.337]. 当 Kruskal-Wallis 统计 量 H 递增 或 递减 时 , Fo 也 
递增 或 递减 , 所 以 , Kruskal-Wallis 检验 法 等 价 于 将 通常 的 方差 分 析 应 用 于 秩 . 

对 于 那些 不 存在 相应 于 方差 分 析 的 非 参 数 方法 的 实验 设计 问题 , 秩 变换 仍 有 着 广泛 的 适用 
T. 这 包括 了 本 书 随 后 各 章 的 大 多 数 设 计 . 如 果 将 数据 进行 秩 变 换 并 使 用 通常 的 FF 检验 法 ， 则 
会 得 到 有 优良 统计 性 质 的 近似 方法 [请 参阅 Conover and Iman (1976, 1981)], 当 我 们 关心 关于 
正 态 性 假定 或 离 群 值 的 效应 时 , 建议 对 原始 数据 和 秩 都 施行 通常 的 方差 分 析 . 当 两 种 方法 得 出 相 
似 的 结果 时 , 方差 分 析 的 假定 条 件 可 能 会 得 到 相当 好 的 满足 , 从 而 说 明 标 准 的 分 析 法 是 令 人 满意 
HJ. 当 两 种 方法 的 结果 不 同时 , 则 优先 采用 秩 变 换 , 因为 它 可 能 较 少 受 非 正 态 性 或 不 寻常 的 观测 
的 干扰 . 在 这 种 情况 下 , 实验 者 可 能 要 去 研究 使 用 非 正 态 性 变换 , 检查 数据 和 实验 方法 , 以 便 去 
确定 是 否 出 现 离 群 值 以 及 为 什么 会 出 现 离 群 值 . 


Po = 


3.1 H X Hh 


*3.1 研究 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 的 粘 结 抗 拉 强度 . 可 以 经 济 地 使 用 4 种 不 同 的 混合 方法 ， 做 了 一 个 完全 随机 化 
实验 , 收集 的 数据 如 下 : 


混合 方法 粘 结 抗 拉 (lb /in2) 
1 3 129 3 000 2 865 2 890 
2 3 200 3 300 2 975 3 150 
3 2 800 2 900 2 985 3 050 
4 2 600 2 700 2 600 2 765 
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(a) 用 a = 0.05 检验 混合 方法 影响 水 泥 强度 的 假定 . 
(b) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 和 解法 比较 4 种 混合 方法 的 粘 结 抗 拉 强 度 的 均值 . d ie RA? 
(c) 用 Fisher 的 LSD 方法 作 配 对 均值 间 的 比较 . a — 0.05. 
(d) 作 残 差 的 正 态 概率 图 . 关于 正 态 假 设 的 有 效 性 , 结论 是 慎 么 ? 
(e) 作 残 差 与 粘 结 抗 拉 强 度 预测 值 的 关系 图 . 说明 该 图 形 . 
(f) 作 实 验 结果 的 散 点 图 ,以 解释 实验 的 结论 . 
3.2 (a) 用 Tukey 检验 再 研究 思考 题 3.1 中 的 (b), œ = 0.05. 由 Tukey 检验 是 否 能 得 到 与 图 解法 和 /或 
Fisher 的 LSD 方法 一 样 的 结论 ? 
(b) 解释 Tukey 和 Fisher 方法 之 间 的 差别 . 

*3.3 再 考 虚 思考 题 3.1 中 的 实验 . 计算 由 4 种 混合 方法 中 的 每 一 种 生产 的 硅 酸 盐水 泥 沙 桨 的 粘 结 抗 拉 强 
度 均 值 的 95 锅 置信 区 间 ， 再 计算 方法 1 与 方法 3 的 均值 差 的 95 色 置信 区 间 ， 这 有 助 于 解释 实验 的 
结论 吗 ? 

"944 工程 师 正 开发 一 个 用 于 制造 男士 衬衫 的 新 合成 纤维 . 通常 拉 伸 强度 受 棉 在 混纺 纤维 中 所 占 百 分 率 的 
影响 . 工程 师 用 5 种 水 平 的 棉 含 量 做 了 完全 随机 化 实验 并 重复 实验 5 次 . 数据 如 下 表 所 示 、 


棉 重 百分率 观测 值 
15 7 7 15 11 9 
20 12 17 12 18 18 
25 14 19 19 18 18 
30 19 25 22 19 23 
35 7 10 11 15 11 


(a) 有 证 据 支 持 棉 含 量 影 响 拉 伸 强度 均值 的 结论 吗 ? 用 a — 0.05. 
(b) 用 Fisher 的 LSD 方法 作 配对 均值 间 的 比较 .你 能 得 出 什么 结论 ? 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 
3.5 再 考虑 思考 题 3.4 中 的 实验 . 假设 30 双 的 棉 含 量 是 一 个 控制 . 用 Dunnett 检验 将 所 有 其 他 的 均 慎 与 
控制 进行 比较 . 用 a = 0.05. 
*3.6 一 和 位 药品 制造 商 想 研究 一 种 新 药 的 生物 活性 ， 用 3 种 剂量 水 平 做 了 一 个 完全 随机 单 因子 试验 ， 结果 


U FRPR. 
剂量 观测 值 
20 g 24 28 37 30 
30 g 37 44 31 35 
40 g 42 47 52 38 


(a) 有 证 据 支持 剂量 水 平 影响 生物 活性 的 结论 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 如 果 合适 的 话 , 作 配对 均值 间 的 比较 ， 你 能 得 出 什么 结论 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 

3.7 汽车 租 任 公 司 想 研究 被 租赁 汽车 的 类 型 是 否 影响 租 期 的 长 短 ， 在 一 个 特定 租车 点 做 了 为 期 一周 的 实 


验 . 为 每 一 种 汽车 随机 地 选择 了 10 个 租赁 合同 . 结果 如 下 表 所 示 . 


(a) 有 证 据 支 持 所 租赁 汽车 的 类 型 影响 租赁 合同 的 长 短 的 结论 吗 ? 用 a — 0.05. 如 果 这 样 , 哪 种 类 
型 的 汽车 对 这 个 差异 负责 ? 


*3.8 


3.9 


3.10 


3.11 


*3.12 


(b) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 


(c) 注意 到 该 实验 的 响应 变量 为 计数 型 . 这 是 否 会 引发 方差 分 机 变异 性 的 六 在 问题 ? 

我 是 社区 高 尔 夫 俱乐部 的 成 员 . 我 将 一 年 分 为 3 个 高 尔 夫 季节 : 夏季 (6 月 ~9 月 ), 冬季 (11 月 ~3 
月 ), 春秋 季 {10 月 , 4 月 和 5 H) 我 认为 最 好 在 夏季 (因为 我 有 更 多 的 时 间 且 球场 不 六 拥挤 ) 和 春 
秋季 (因为 球场 不 太 拥 挤 ) 打 高 尔 夫 . 在 冬季 最 差 (因为 很 多 临时 住户 都 出 现 了 .球场 拥挤 , 打 得 慢 ， 


我 心情 不 佳 ). 去 年 的 数据 列 在 下 表 中 . 


季节 观测 值 

夏季 83 85 85 ST 80 88 85 
春秋 季 91 87 84 87 85 86 83 

冬季 94 91 87 85 8T 91 92 


(a) 这 些 数据 表明 我 的 建议 是 正确 的 吗 ? 用 o = 0.05. 
(b) 分 析 访 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 


84 91 90 


86 


某 地 区 歌剧 团 试 图 用 3 种 方式 从 24 个 潜在 赞助 商 获 得 捐款 ，24 个 潜在 赞助 商 被 分 成 3 组 , 每 组 8 


个 , 一 组 用 一 种 方法 . 捐献 结果 以 美元 为 单位 列 在 下 表 中 . 


方法 捐款 (美元 ) 
1 1 000 ] 500 1 200 1 800 1 600 1 100 
2 1 500 1 800 2 000 1 200 2 000 1 700 
3 900 1 000 1 200 1 500 1 200 1 550 


(a) 这 些 数据 表明 3 种 不 同方 法 得 到 的 结果 有 差异 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 分 析 读 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 


1 000 1 250 
1 800 1 900 
] 000 1 100 


进行 一 项 实验 , 确认 4 种 不 同 的 燃烧 温度 是 否 影 响 某 种 砖 的 密度 . 完全 随机 化 实验 得 到 下 面 的 数据 : 


温度 E 度 

100 21.8 21.9 21.7 21.6 
125 21.7 21.4 21.5 21.4 
150 21.9 21.8 21.8 21.6 
175 21.9 21.7 21.8 21.4 


(a) 燃烧 温度 影响 砖 的 密度 吗 ? 用 a — 0.05. 
(b) 用 Fisher 的 LSD 方法 比较 均值 合适 吗 ? 
(c) 分 析 实 验 的 残 差 ,满足 方差 分 析 的 假定 吗 ? 


(d) 作 3.5.3 节 所 讨论 的 处 理 图 . 该 图 是 否 足以 概括 (a) 的 方差 分 析 的 结果 ? 


21.7 


21.5 


用 Tukey 方法 再 研究 思考 题 3.10 中 的 (d). 你 得 出 什么 样 的 结论 ? 详细 解释 你 是 如 何 收 改 该 方法 以 


146 
143 
127 


适应 样本 大 小 不 等 的 情形 的 . 
电视 机 厂 感 兴趣 于 彩色 显像管 4 种 不 同 的 涂 层 对 显像管 的 传导 率 是 否 有 影响 . 做 完全 随机 化 实验 , 测 
得 传导 率 的 数据 如 下 ， 
涂 层 类 型 je ow ox 

1 143 141 150 

2 152 149 137 

3 134 136 132 

4 129 127 132 


(a) 疹 层 类 型 使 传导 率 有 差异 吗 ? 用 o = 0.05. 
(b) 估计 总 均值 与 处 理 将 应， 


129 
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(c) HERE 4 的 均值 的 95 禹 置信 区 间 估 计 . 计算 涂 层 1 与 涂 层 4 Z3 9999 8 63 EX [8] 
估计 . 
(d) 用 Fisher 的 LSD 方法 检验 所 有 的 均值 对 , 用 a = 0.05. 
(e) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 解法 对 均值 进行 比较 . 哪 一 类 涂 层 得 出 最 高 的 传导 率 ? 
(f) 假定 现在 用 的 是 涂 层 4, 想 要 使 传导 率 最 小 ,你 会 向 工厂 推荐 哪 种 涂 层 呢 ? 
“3.13 有 冉 考 虑 思考 题 3.12 的 实验 . 分 析 残 差 并 得 出 关于 模型 适合 性 的 结论 . 
3.14 ACI Materials Journal (Vol.84, 1987, pp. 213-216) 的 一 篇 文章 描述 了 几 个 实验 , 研究 混凝土 的 
管道 通 条 去 除 中 留 的 空气 ， 用 一 个 3 英寸 x6 英寸 的 圆 简 ， 这 种 管道 通 条 被 使 用 的 次 数 作为 设计 变 
E. 混凝土 试 样 所 导致 的 压强 是 响应 . 数据 如 下 表 所 示 ， 
管道 通 条 的 水 平 
(a) 由 管道 通 条 的 不 同 水 平 得 到 的 压强 有 差异 吗 ? 用 a — 0.05. 
(b) 计算 (a) 中 F 统计 量 的 P (i. 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 关于 模型 的 基本 假定 你 能 得 出 什么 结论 ? 
(d) 构造 一 种 图 形 显示 , 来 比较 3.5.3 节 所 讨论 的 处 理 均值 
"9.15. Environment International (Vol. 18, No.4, 1992) "hf — EE T — "1 UETUSCK E 
实验 . 实验 中 用 富 含 氧 的 水 , 检验 喷头 的 6 种 孔径 . 实验 得 到 下 面 的 数据 ， 
{Li 氧 的 释放 率 (%) 
0.37 80 83 83 85 
0.51 75 75 79 79 
0.71 74 73 76 riri 
1.02 67 72 74 74 
1.40 62 62 67 69 
1.99 60 61 64 66 
(a) fLte X] n ARUISPEERICER JEG? 用 a= 0.05. 
(b) 计算 (a) 中 F 统计 量 的 P fi. 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 . 
(d) 当 和 孔径 为 1.40 时 , 计算 氧 的 释放 率 的 均值 的 9596 98S E fi. 
(e) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 解法 比较 处 理 均 值 . 你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 
*3.16 用 于 自动 断路 开关 装置 中 的 3 种 不 同类 型 的 电路 ， 以 毫秒 为 单位 响应 时 间 已 被 实验 确定 随机 化 实 


验 的 结果 如 下 表 所 示 : 


电路 类 型 响应 时 间 
1 9 12 10 8 15 
2 20 21 23 17 30 
3 6 5 8 16 7 


(a) 用 a = 0.01 检验 3 种 电路 类 型 有 相同 响应 时 间 的 假设 ， 

(b) 用 Tukey 检验 作 配对 处 理 均值 间 的 比较 .a = 0.01. 

(c) 构造 3.5.3 节 所 讨论 的 比较 处 理 均值 的 图 示 方 法 . 你 的 结论 是 什么 ? 怎样 将 它们 与 从 (b) 得 到 
的 结论 相 比 较 ? 

(d) 构造 一 组 正 交 对 照 , 假定 在 实验 开始 , 你 怀疑 第 2 类 电路 类 型 的 响应 时 间 和 其 他 两 种 不 同 . 


(e) 如 果 你 是 设计 工程 师 , 希望 使 啊 应 时 间 最 短 ,， 你 将 选择 哪 种 电路 类 型 ? 
(f) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 ? 

*3.17 研究 在 加 速 负 荷 为 35 千 优 下 的 绝缘 流体 的 有 效 奉命， 从 4 种 类 型 的 流体 得 到 了 检验 数据 .完全 随 
机 化 实验 的 结果 如 下 : 


流体 类 型 35 千 伏 下 的 寿命 (小 时 ) - — 


35 干 伏 下 的 寿命 【小 时 ) 
21.4 23.6 19.4 18.5 20.5 22.3 
19.3 21.1 16.9 17.5 18.3 19.8 


(a) WT [BE Jc SE TEE? 用 a= 0.05. 
(b) 假定 希望 目标 是 获得 较 长 的 寿命 ， 你 将 选择 哪 种 流体 ? 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 ? 
3.18 为 了 比较 出 现 的 噪音 量 , 研究 数字 计算 机 电路 的 4 种 和 不同 的 设计 . 得 到 的 数据 如 下 : 
[  REWR ——  [ emu BEANT 
19 20 19 30 8 3 47 26 (25 35 50 
95 | 46 83 78 97 
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(a) 所 有 4 种 设计 产生 的 噪音 量 相 同 吗 ? 用 o = 0.05. 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 
(c) 依据 噪音 越 低 越 好 的 原则 ， 你 会 选用 哪 种 电路 设计 呢 ? 

3.19 4 忆 化 学 家 共同 确定 某 一 化 学 化 合 物 中 甲醇 的 百 分 含量 . 每 位 化 学 家 做 了 3 次 测试 , 得 出 结果 如 下 : 


84.99 ad. 04 84.38 3 
85.15 85.13 84.88 4 
(a) 化 学 家 们 的 测试 有 显著 性 差异 吗 ? 用 ma = 0.05. 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 


(c) 如 果 化 学 家 2 是 一 位 新 的 雇员 , 试 在 实验 前 构造 一 组 有 意义 的 正 交 对 照 ， 
*3.20 研究 3 种 商标 的 电池 . 推测 3 种 商标 的 电池 寿命 (以 周 计 ) 是 不 同 的 , 每 种 商标 随机 检测 5 节 电池 ， 


84.72 84.48 85.16 
84. 2( 84.10 84.55 


得 下 述 结 果 ; 
寿命 (F) 
商标 1 商标 2 商标 3 
100 76 108 
96 80 100 
92 75 96 
96 84 98 
02 82 100 


i 
(a) 这 华商 标的 电池 寿命 有 差异 吗 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 
(c) 构造 电池 商标 2 的 平均 寿命 的 95 锅 区 和 间 估 计 . 构造 电池 商标 2 与 商标 3 的 平均 寿命 之 差 的 
9995 [X [B Mil. 
(d) 你 愿意 选用 哪 种 商标 的 电池 ? 如 果 制 造 商 要 更 换 所 有 寿命 低 于 85 周 的 电池 ,公司 预期 要 更 换 的 
BA B EX! 
3.21 研究 4 种 催化 剂 可 能 影响 由 3 种 成 分 构成 的 液体 混合 物 中 的 一 种 成 分 的 浓度 问题 . 利用 完全 随机 化 
实验 , 得 到 下 述 的 浓度 . 


96 X33 单 因子 实验 : 方差 分 析 
pou e E e 


1 2 3 4 
58.2 56.3 50.1 52.9 
oT7.2 904.5 054.2 49.9 
58.4 27.0 55.4 50.0 
55.8 55.3 51.7 
54.9 


(a) 4 种 催化 剂 对 浓度 有 相同 的 效应 吗 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 ， 
(c) 构造 催化 剂 1 的 平均 响应 的 99% 置 信 区 间 估 计 ， 
*3.22 进行 一 项 实验 , 研究 5 种 绝缘 材料 的 有 效 性 . 加 大 电压 水 平 以 加 速 失效 时 间 来 检验 每 种 材料 的 4 个 
样本 . 失效 时 间 (单位 ; 分 钟 ) 如 下 表 所 示 : 


材料 失效 时 间 (分 钟 ) 
1 110 157 194 178 
2 1 2 4 18 
3 880 1 256 5 276 4 355 
4 495 7 040 5 307 10 050 
5 7 5 29 2 


(a) 5 种 材料 对 失效 时 间 均 值 有 相同 的 效应 吗 ? 
(b) 作 残 差 与 预测 响应 的 关系 图 ,构造 残 差 的 正 态 概率 图 . 这 些 图 传达 了 什么 信息 ? 
(c) 基于 (b) 中 的 答案 , 进行 失效 时 间 数据 的 另 一 种 分 析 ， 并 得 出 合适 的 结论 
3.28 半导体 三 研究 了 减少 晶片 粒子 数 的 3 种 方法 ， 所 有 这 3 种 方法 都 用 5 个 不 同 的 晶片 检验 并 得 到 处 
理 后 的 粒子 数 . 数据 如 下 所 示 ; 


方法 m 子 数 
1 31 10 21 4 1 
2 62 40 24 30 35 
3 53 27 120 97 68 


(a) 所 有 这 些 方法 对 粒子 数 均值 都 有 相同 的 获 应 吗 ? 
(b) 作 残 差 与 预测 响应 的 关系 图 .构造 残 差 的 正 态 概率 图 这 些 和 假设 的 有 效 性 有 关 吗 ? 
(c) 基于 (b) 中 的 答案 , 进行 粒子 数 的 另 一 种 分 析 ， 并 得 出 合适 的 结论 . 
3.24 考虑 检验 两 个 正厅 总体 均值 的 相等 性 , 其 方差 未 知 但 假定 相等 . 合适 的 检验 法 是 合并 t 检验 法 . 证 明 
合并 t 检验 法 等 价 于 单 因子 方差 分 析 ， 
3.25 证 明 线性 组 合 和 ayi 的 方差 是 o? Bon 
3.26 在 一 项 固定 效应 实验 中 , 设 4 种 处 理 的 每 一 种 有 n 个 观测 值 . 设 Qj. Q2, Q2 是 正 交 对 照 的 单 自由 
度 的 分 量 . 证 明 SSe =Q? + Q+ Q3. 
3.27 用 Bartlett 检验 确定 思考 题 3.20 的 等 方差 假定 是 否 满足 用 a= 0.05. 通过 检查 残 差 图 ， 你 能 得 
到 有 关 方 差 相 等 的 同样 结论 吗 ? 
用 修正 的 Levene 检验 确定 思考 题 3.20 的 等 方差 假定 是 否 满足 . 用 o = 0.05. 通过 检查 残 差 图 , 你 
能 得 到 有 关 方 差 相等 的 同样 结论 吗 ? 
3.29 再 考虑 思考 题 3.16. 如 果 希 望 以 概率 至 少 为 0.90 检测 平均 响应 时 间 为 10 微 秒 的 最 大 差 , WANE 
的 样本 量 为 多 少 ? 讨论 回答 这 个 问题 , 你 如 何 求 得 o? 的 初步 估计 值 . 
“3.30 再 考虑 思考 题 3.20. 
(a) 如 果 希 望 以 概率 至 少 为 0.90 检测 电池 寿命 为 10 小 时 的 最 大 差异 ， 则 所 需 的 样本 量 为 和 多少? 讨 
论 回 答 这 个 问题 , 你 如 何 求 得 o? 的 初步 估计 值 . 


3.2 


ae 


3.31 


TO dud 


3.33 


3.34 


* 9.35 


3.36 


3.37 


3.38 
*3.39 


3.40 


3.4 


p= 


(b) 如 果 批 次 间 的 差异 大 得 足以 使 一 个 观测 值 的 标准 差 增加 25 锅 , 并 且 我 们 希望 以 概率 至 少 为 0.90 
检测 这 一 点 , 则 需要 多 大 的 样本 量 ? 

考虑 思考 题 3.20 中 的 实验 . 如 果 要 对 两 种 电池 的 平均 寿命 的 差 构造 一 个 95 嗓 置信 区 间 , 使 其 精确 度 

为 士 2 周 , 则 对 每 种 电池 需要 检测 多 少 节 ? 

设 4 个 正 态 总 体 的 均值 分 别 为 pı = 50,42 = 60, u3 = 50, ua = 60， 从 每 个 总 体 中 应 该 取 康 少 个 

观测 值 , 才能 使 得 至 少 以 0.90 的 概率 拒绝 均值 相等 的 稚 假 设 ?” 假定 a = 0.05, 误差 方差 的 一 个 合理 

的 估计 量 是 o? = 25. 

参考 思考 题 332. 

(a) 如 时 实验 误差 方差 的 一 个 合理 估计 量 是 e? = 36, 你 的 答案 将 如 何 变 化 ? 

(b) 如 果实 验 误差 方差 的 一 个 合理 估计 量 是 o? = 49, 你 的 答案 将 如 何 变化 ? 

(c) 这 时 , 关于 o 的 估计 怎样 影响 样本 量 的 精确 度 ， 你 会 得 出 什么 样 的 结论 ? 

(d) 关于 实践 中 如 何 使 用 一 般 的 方法 选择 n, 你 有 何 建议 ? 

参考 3.8 节 描 述 的 铝 治 炼 实验 ， 证 明 比 值 控制 法 不 影响 电解 槽 的 平均 电压 . 画 出 残 差 的 正 态 概 率 图 . 

国 出 残 差 与 预测 值 的 关系 图 . 图 中 显示 出 违反 所 作 的 基本 假定 吗 ? 

参考 3.8 节 描 述 的 铝 冶炼 实验 ， 对 于 电位 噪音 ,验证 表 3.13 的 方差 分 析 . 检测 通常 的 残 差 图 并 评价 

实验 的 有 效 性 . 

在 一 台数 控 机 床上 做 一 项 实验 来 研究 4 种 不 同 的 进 料 速度 , 这 种 机 床 是 给 飞机 的 辅助 动力 设备 生产 

要 部 件 的 . 此 实验 的 主管 制造 工程 师 知 道 , 所 感 兴趣 的 一 个 关键 零件 的 尺寸 受 进 料 速度 的 影响 . 但 是 ， 

经 验 表明 ， 只 有 分 散 效 应 很 可 能 会 出 现 . 也 就 是 说 ,改变 进 料 速度 不 影响 平均 尺寸 但 可 能 会 影响 尺 

寸 的 变异 性 . 这 位 工程 师 对 每 种 进 料 速度 做 了 5 次 生产 实验 并 求 得 关键 尺寸 (以 1075mm 为 单位 ) 

的 标准 差 , 数据 如 下 . 假定 所 有 的 实验 都 按 随机 次 序 进行 . 


进 料 速度 (in/min) LL EPFER o —— — 0 000 00 
1 2 3 4 5 
10 0.09 0.10 (0.13 0.08 0.07 
12 0.06 0.09 0.12 0.07 (0.12 
14 0.11 0.08 0.08 0.05 0.06 
16 0.19 0.13 0.15 0.20 0.11 


(a) 进 料 速度 对 关键 尺寸 的 标准 差 有 影响 吗 ? 

(b) 用 些 实验 的 残 差 来 研究 模型 的 适合 性 ， 实 验 的 有 效 性 有 问题 吗 ? 

考虑 思考 题 3.16 所 示 的 数据 . 

(n) 写 出 这 一 问题 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 ,并 用 普通 约束 (F h = 0) gl à REA. 估计 ms. 

(b) 用 约束 fa = 0 来 解 (a) 中 的 方程 组 .估计 量 A 5 A (2) 中 所 得 到 的 相同 吗 ? 为 什么 ? 估计 
Tj — 72 F#5 (a) 中 所 得 的 进行 比较 . 关于 在 估计 变量 上 的 矛盾 ， 你 能 说 出 什么 吗 ? 

(c) 用 正规 方程 组 的 这 两 个 解 来 估计 u+ r, 20 — 0 — 03 EAE nbn +r, 并 比较 在 每 种 情形 
下 所 得 的 结果 ， 

对 例 3.1 中 的 实验 应 用 一 般 回归 显著 性 检验 法 . 说 明 此 方法 与 通常 的 方差 分 析 产生 相同 的 结果 . 

对 思考 题 3.7 的 实验 用 Kruskal-Wallis 检验 法 . 将 所 得 的 结论 与 从 通常 的 方差 分 析 法 中 所 得 的 结论 

进行 比较 . 

对 思考 题 3.8 中 的 实验 用 Kruskal-Wallis 检验 法 . 所 得 的 结果 能 与 用 通常 的 方差 分 析 法 所 得 的 结果 

进行 比较 吗 ? 

考虑 例 3.1 中 的 实验 . 设 蚀刻 率 的 最 大 观测 值 错 记 为 250À /min， 这 对 通常 的 方差 分 析 产 生 什 么 效 

应 ? 它 对 Kruskal-Wallis 检验 法 产生 什么 效应 ? 


第 4 章 随机 化 区 组 , 拉丁 方 , 以 及 有 关 的 设计 
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4.1 ”随机 化 完全 区 组 设计 


在 很 多 实验 中 , 由 讨厌 因子 产生 的 变异 性 可 能 会 影响 结果 . 一 般 地 , 我 们 定义 讨 庆 因子 (nui- 
sance factor) 为 一 个 可 能 对 响应 产生 影响 的 设计 因子 . 但 是 , 我 们 对 这 个 效应 并 不 感 兴趣 有 
时 , 讨厌 因子 是 未 知 的 且 不 可 控制 的 . 也 就 是 说 ， 我 们 并 不 知道 因子 的 存在 , 但 在 进行 实验 时 , È 
共 全 可 能 正在 改变 着 因子 水 平 . 随机 化 是 一 种 常用 于 抵制 这 种 “潜伏” 的 讨厌 因子 的 设计 技术 . 
在 其 他 情形 中 , 讨厌 因子 虽然 是 已 知 的 但 却 是 不 可 控 的 . 如 果 我 们 至 少 可 以 观测 到 讨厌 因子 影响 
了 实验 的 每 一 轮 中 的 值 , 那么 就 可 以 用 协 方差 分 析 (将 在 第 14 章 中 讨论 ) 作为 它 在 统计 分 析 中 的 
补充 . 当 讨厌 来 源 的 变异 性 是 已 知 的 且 可 控 的 ， 我 们 可 以 用 所 谓 的 区 组 化 设计 技术 来 系统 地 消除 
它 在 处 理 间 统 计 比 较 中 的 效应 . 区 组 化 是 一 种 十 分 重要 的 设计 技术 . 广泛 应 用 于 工业 实验 , 它 也 
是 本 章 的 主要 内 容 . 

为 了 说 明 这 种 基本 思想 , 再 考虑 前 面 2.5.1 节 中 讨论 过 的 硬度 检验 试验 假定 我 们 想 确 定 4 
全 个 同 的 压 头 在 一 台 硬 度 试验 机 上 是 否 得 出 不 同 的 读数 像 这 样 的 实验 可 能 是 测量 仪 能 力 研究 
的 一 部 分 .机 器 将 压 头 压 入 一 块 金属 试 件 中 去 ， 由 压 入 的 深度 可 确定 试 件 的 硬度 . 实验 者 决定 ， 
用 洛 氏 硬度 试验 法 对 每 只 压 头 取 4 个 观测 值 . 因为 仅 有 一 个 因子 压 头 类 型 , 所 以 , 一 个 完 
全 随机 化 的 单 因 子 设计 就 由 4 x 4 = 16 次 试验 组 成 , 这 16 次 试验 中 的 每 一 次 试验 都 被 随机 安 
排 到 一 个 实验 单元 ( 即 , 一 块 金属 试 件 ), 然后 观测 所 得 的 硬度 读数 这 样 一 来 , 在 这 个 实验 中 就 需 
3t 16 块 不 同 的 金属 试 件 , 每 块 作 一 次 试验 . 

在 这 种 设计 情况 下 , 完全 随机 化 实验 存在 一 个 潜在 的 严重 问题 如 果 金 属 试 件 取 自 不 同 炉 次 
PURGE, 可 能 造成 它们 的 硬度 略 有 不 同 , 那么 , 实验 单元 ( 试 件 ) 区 会 对 硬度 数据 观测 值 的 变异 性 
产生 影响 . 于 是 , 实验 误差 就 不 仅 反映 出 随机 误差 ， 还 反映 出 试 件 间 的 变异 性 . 

我 们 当然 希望 实验 误差 尽 可 能 的 小 ， 也 就 是 说 ， 我 们 希望 从 实验 误差 中 消除 试 件 间 的 变异 
性 . 为 了 做 到 这 一 点 , 实验 者 在 4 癸 试 件 的 每 一 块 上 对 每 只 压 头 检验 一 次 . 这 种 设计 (如 表 4 1 
所 示 ) 叫做 随机 化 完全 区 组 设计 (RCBD).“ 完 全 ”一 词 指 的 是 每 一 区 组 ( 试 件 ) 包含 了 所 有 的 处 
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ER (EK). 使 用 这 种 设计 方法 , 区 组 或 试 件 形成 了 一 个 较 齐 性 的 实验 单元 ， 在 这 些 实验 单元 上 比 
较 压 头 的 硬度 . 从 效果 上 说 , 这 种 设计 方案 因为 消除 了 试 件 间 的 变异 性 从 而 提高 了 压 头 间 进 行 比 
较 的 精度 . 在 一 个 区 组 内 , 4 只 压 头 被 检验 的 顺序 是 随机 确定 的 . 这 一 设计 问题 和 2.5.1 "TP 
讨论 过 的 配对 t 检验 法 所 提 的 问题 有 一 定 的 相似 性 , 随机 化 完全 区 组 设计 是 那个 概念 的 推 三 


表 4.1 ”硬度 检验 实验 的 随机 化 完全 区 组 设计 


试 忻 {区 组 ) 

1 2 3 4 
ER 3 ER 3 Ek 2 压 头 1 
压 头 1 EK 4 压 头 1 Ek 4 
压 头 4 ER 2 压 头 3 kk 2 
压 头 2 压 头 ] Ek 4 压 头 3 


RCBD 是 得 到 最 广泛 应 用 的 实验 设计 之 一 . 适用 RCBD 的 情况 很 多 . 试验 仪器 或 机 器 的 单 
元 间 在 其 运行 特性 上 常常 也 会 有 所 不 同 , 这 是 一 类 典型 的 区 组 化 因子 , 原材料 的 批 次 、 人 以 及 时 
间 , 也 都 是 实验 变异 性 的 常见 干扰 源 , 它们 也 是 可 以 通过 区 组 化 而 被 系统 控制 的 ， 

区 组 化 对 于 不 一 定 包 含 讨厌 因子 的 情形 也 是 有 用 的 . 例如 , 假定 化 学 工程 师 想 要 研究 催化 剂 
进 料 率 对 聚合 体 黏 性 的 影响 . 她 知道 有 许多 因子 (例如 原材料 来 源 、 温度 、 操作 者 以 及 原材料 的 
纯度 ) 在 整个 过 程 中 非常 难以 控制 . 因此 她 决定 用 区 组 化 的 方法 检验 催化 剂 进 料 率 因子 , 这 些 不 
可 控 因子 的 某 种 组 合 构 成 一 个 区 组 , 事实 上 , 她 用 这 些 区 组 检验 过 程 变量 ( 进 料 率 ) 相应 于 不 易 
控制 的 条 件 的 稳健 性 (robustness). 关于 这 一 点 的 讨论 , 详 见 Coleman and Montgomery(1993). 


4.1.1 RCBD 的 统计 分 析 


一 般 地 , 假设 我 们 有 a 个 待 比 较 的 处 理 和 6 个 区 组 . 随机 化 完全 区 组 设计 如 图 4.1 所 示 . 在 
每 个 区 组 内 , 每 个 处 理 都 有 一 个 观测 值 , 且 进 行 试验 时 各 种 处 理 的 次 序 是 随机 确定 的 . 因为 只 有 
在 区 组 内 , 处 理 才 有 随机 性 , 所 以 我 们 常 说 区 组 表示 了 关于 随机 性 的 一 种 约束 ， 


区 组 1 区 组 2 区 组 6 


图 4.1 随机 化 完全 区 组 设计 
可 以 用 几 种 方式 写 出 关于 RCBD 的 统计 模型 . 传统 的 模型 是 效应 模型 (effect model): 


we+ntato| T (4.1) 
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其 中 a 是 总 均值 , 7; 是 第 i 种 处 理 的 效应 , 0; 是 第 j 个 区 组 的 效应 , e;; 是 通常 的 NID(0, c*) 
随机 误 莽 项 . 初步 考虑 处 理 与 区 组 为 固定 因子 . 正如 第 3 草 的 单 因 子 方差 分 析 模 型 一 样 , RCBD 
的 效应 模型 是 一 个 规定 过 多 的 模型 . 我 们 通常 将 处 理 和 区 组 效应 定义 为 对 总 均值 的 偏差 , 所 以 


DE 
一 j=1 
也 可 以 使 用 RCBD 的 均值 模型 即 
j-— 1,2, -G 
P E e | EA 


这 里 jij = utn +G. 但 是 在 本 章 中 ， 我 们 将 用 效应 模型 (4.1) È. 
在 涉及 RCBD 的 实验 中 , 我 们 的 兴趣 在 于 检验 处 理 均值 是 否 相 等 于 是 , 所 感 兴趣 的 假设 
" 
Ho : i = p2 =+ — putas 
Hı : SAPE ur 
因为 第 i 个 处 理 均值 = (1/8) D (uni 85) = ne n. BERBAR 
据 处 理 效应 , 即 l 
Hoin 三 人 = 一 和 一 人 0 
Hi: 至 少 有 一 个 大兴 0 
方 兰 分 析 很 容易 扩展 到 RCBD. 以 y; 表示 处 理 i 下 的 所 有 观测 值 的 总 和 , y ; 表示 在 区 组 
7 内 所 有 观测 值 的 总 和 , y. 表示 全 体 观 测 值 的 总 和 , N=ab 是 观测 值 的 总 个 数 . 用 数学 式 表示 为 


b 
Mi. = $5 vij ?—1,2,---.,a (4.2) 
3s] 
Y. = D iy 7 xx l; 2 b (4.3) 
i=] 
a b a b 
y.. = 2 2. = 2^ y. = 2 yV.j (4.4) 
T—17jc = 了 一 


类 似 地 , 以 p, 表示 处 理 ; 下 观测 值 的 平均 值 ， 了; 表示 区 组 j 内 观测 值 的 平均 值 , y 表示 全 体 
观测 值 的 总 平均 值 , BD 
Yi. = Yb, y;—yjla y —y/N (4.5) 
总 校正 平方 和 可 表示 为 


b a b 
»» = (y; — 5.) = » 2.[9, V) + (V; -V.) + (va - V - 95 - 9. OP (4.6) 


将 (4.6) 式 右 端 项 展开 , 得 
ob . a b 
DU) = 5e a2 (uy cu) 


ü b 
2, (9. -V )(V;-y) 


i=l 


a b 
*25(s-9-9,419 ) +a 
zl 


1—1 ï 
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+2 3 X Ja 一 到 ys Yi. ya +y.) 
$—1j-i 
a b 
+2 2. 2. Qj. — 7.. y — Yi. 一 下 7 十 y..) 
由 简单 的 但 元 长 的 代数 计算 可 证 明 三 项 交叉 乘积 都 为 零 , 因此 ， 


Y (ys — . y =b 5 (5 - 9.) ! ka3S (9, - . 
i=1 j=1 i=l j= (4.7) 


a b 
+E Dy DY 95) 


i=1 j=l 
它 表示 总 平方 和 的 一 个 分 解 式 . 这 是 RCBD 的 基本 的 方差 分 析 等 式 用 符号 表示 (4.7) 式 的 平方 
和 则 是 
SST = SSsa --55gg- 十 SSE (4.8) 
因为 有 N 个 观测 值 , 所 以 SSr 有 N 一 1 个 自由 度 . 又 因为 有 a 种 处 理 和 6 个 区 组 , 所 以 
SSas 和 5Sgg 分 别 有 a 一 1 和 5 一 1 个 自由 度 . 误差 平方 和 恰 是 各 单元 间 的 平方 和 减 去 处 理 平 方 
和 与 区 组 平方 和 , 其 间 有 ab 个 单元 , 具有 ab 一 1 个 自由 度 , 所 以 SS e 有 ab—1—(a—1)—(b—1) = 
(a 一 1)(b 一 1) 个 自由 度 . 还 有 , (4.8) 式 右 端 项 的 自由 度 加 起 来 等 于 堪 端 项 的 . 因此 , 用 通常 的 关 
于 误差 的 正 态 性 假定 , 利用 定理 3.1 可 证 明 SSus/c^. SSua/o^ 以 及 SSg/a^ 是 独立 分 布 的 
卡 方 随机 变量 . 每 一 平方 和 除 以 它 的 自由 度 就 是 均 方 . 如 果 处 理 和 区 组 都 是 固定 的 , 均 方 的 期 望 
值 可 以 证 明 是 
P» » 
E(M San) = o? + — E(MSya) = o’ 十- 一， E(MSg) 一 可 
因此 , 为 了 检验 处 理 均值 的 等 式 , 可 以 用 检验 统计 量 
M Sus 
MSE 
当 零 假设 为 真 时 ， 它 的 分 布 是 Fa oi(acpo0-0. 拒绝 域 是 FF 分 布 的 上 尾部 , HO Fo > 
Fa a—1,(a-1)0-1) 时 , 拒绝 Ho. 
我 们 也 有 兴趣 于 比较 区 组 均值 , 因为 , 如 果 这 些 均 值 没有 大 的 差异 , 则 在 将 来 的 实验 中 , 区 
组 化 就 没 必要 了 . 从 期 望 均 方 来 说 , 将 统计 量 Fo = MSga/MSzg 与 Fas i(-1)0-1); 比较 , 似 
乎 就 可 以 检验 假设 Ho: B; = 0. 然而 , 随机 化 仅 应 用 在 区 组 内 部 的 处 理 上 . 也 就 是 说 , 区 组 表 
示 一 个 随机 化 约束 . 那么 , 这 一 点 在 统计 量 Fo = MSka/MSp 上 有 什么 影响 呢 ? 在 处 理 这 个 
问题 上 是 存在 一 些 差别 的 . 例如 , Box, Hunter, and Hunter(1978) 指出 , 通常 的 方差 分 析 Fx 
验 法 , 只 需 基于 随机 化 就 可 说 明 是 合理 的 ”， 而 不 再 需要 正 态 性 假定 . 他 们 进一步 观测 到 , 因为 
随机 化 约束 ,比较 区 组 均值 的 检验 法 不 再 显现 出 这 种 合理 性 , 但 是 , 如 果 误 差 是 NID(0, o?) 时 ， 
则 统计 量 Fo = MSga/M Sk 可 以 用 来 比较 区 组 均值 . 另 一 方面 , Anderson and McLean(1974) 
B, 随机 化 约 东 使 这 一 统计 量 在 比较 区 组 均值 中 不 是 有 意义 的 检验 法 , 这 个 F 比值 实际 上 


Fo = 


D 确切 说 , ERL F 分 布 是 由 计算 Fo 而 得 到 的 随机 化 分 布 的 一 种 近似 , 这 里 的 思 的 计算 涉及 
处 理 啊 应 的 每 一 种 可 能 的 赋值 . 
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是 检验 区 组 均值 的 等 式 加 随机 化 约束 [他 们 称 之 为 约束 误差 , 更 详细 的 论述 参阅 Anderson and 
McLean(1974)]. 

那么 , 在 实践 中 , 我 们 怎样 做 呢 ? 因为 正 态 性 假定 通常 是 有 问题 的 , Fo = Mogg/ MSE 作 
为 区 组 均值 等 式 的 精确 的 FF 检验 法 就 不 是 一 种 好 的 一 般 实践 . 因此 , 我 们 从 方差 分 析 表 中 排除 
这 一 五 检验 法 . 然而 ， 作为 研究 区 组 变量 效应 的 一 种 近似 方法 , 检验 M Ss 对 MSg 的 比值 当 
然 是 合理 的 . 当 这 一 比值 较 大 时 , 表明 区 组 因子 有 大 的 影响 ， 因而 , 由 区 组 化 所 得 的 噪音 简化 可 
能 有 助 于 改善 处 理 均值 比较 的 精度 . 

这 一 方法 通常 用 如 表 4.2 所 示 的 方差 分 析 表 概括 出 来 . 通 第 可 以 用 一 个 统计 软件 包 进 行 计 
FL. 然而 , 计算 平方 和 的 公式 可 以 通过 分 解 (4.7) 去 中 的 等 式 


Viy y, = (V; x T (V; 3e y) 十 (yi ges y ty.) 


* 4.2 随机 化 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 


TARN 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
hE SSim Spa M Sig 


a—i 5 一 1 MS. 
SS 
[x £f SSgig os TRE 
误差 SS E (a 一 105 — 1) G-D6-n 


总 和 CA N—1 
— ÉL LL 


得 到 . 这 些 量 可 以 在 工作 表 (如 Excel) 的 列 中 进行 计算 . 对 每 列 进行 平方 再 求 和 得 到 平方 和 . 另 
外 , 计算 公式 可 以 用 处 理 和 与 区 组 和 来 表示 . 这 些 计算 公式 是 


a b 49 

SSr—- 5 Y y - 9: (4.9) 

i=] j=l N 
basir e c (4.10) 

处 理 一 b = Wi. N ` 

De A e 

55g = : 2. y,-— N (4.11) 
而 误差 平方 和 由 减法 得 出 为 

SSE = SSr — SS — SSga (4.12) 


例 4.1 某 医疗 器 械 工厂 生产 供 移植 用 的 人 造血 管 WRR (PTFE) 树脂 块 借助 于 润滑 剂 
挤 压 成 管子 制造 人 造血 管 . 生产 流程 中 一 些 管子 的 外 表面 经 常会 出 现 小 的 、 优 的 突出 物 . 这 些 缺 陷 通常 称 为 
"NEA". 这 些 缺 陷 导 致 产品 不 合格 . 

人 造血 管 的 产品 开发 者 怀疑 挤 压 压强 导致 了 疯 点 的 产生 ， 从 而 想到 做 一 个 实验 来 验证 这 个 假设 ， 然 而 ， 
生产 用 的 树脂 由 外 来 供应 商 按 批 次 送 到 医疗 器 械 工 厂 工程 师 也 怀疑 各 批 次 之 间 有 显著 性 差异 ,因为 尽管 材 
料 的 有 关 参 数 (比如 , 分子量、 平均 微粒 尺寸 保持 力 、 峰 高 比 等 参数 ) 应 该 是 一 致 的 , 但 材料 可 能 并 不 因 
为 树脂 供应 商 的 生产 过 程 变 化 以 及 材料 的 自然 变化 而 变化 因此 , 产品 开发 者 决定 考虑 将 树脂 的 批 次 作为 区 
组 , 运用 完全 随机 化 区 组 设计 , 研究 4 个 不 同 水 平 的 挤 压 压强 对 着 点 的 效应 . 该 RCBD dnd 4.3 所 示 . 有 4 
个 水 平 的 挤 压 压强 (处 理 ), 6 个 批 次 的 树脂 (区 组 ). 注意 到 在 每 个 区 组 内 的 挤 压 压 强 的 试验 次 序 是 随机 的 . 
啊 应 变量 是 产 率 , 即 没 有 竟 点 的 成 品 的 百分比 ， 
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X 4.3 ”血管 移植 实验 的 随机 化 完全 区 组 设计 


= 
PUKHGR (PSD 树脂 批 次 (区 组 处 理 总 和 
1 2 3 4 5 6 
8 500 90.3 89.2 98.2 93.9 87.4 97.9 556.9 
8 700 92.5 89.5 90.6 04.7 87.0 95.8 550.1 
8 900 85.5 90.8 89.6 86.2 88.0 93.4 533.5 
9 100 82.5 89.5 85.6 87.4 78.9 90.7 514.6 
区 组 总 和 350.8 359.0 364.0 362.2 341.3 377.8 y.. = 2 155.1 
ARTIA, E 面 的 平方 和 : i y 
2 155.1 
= — 193 999.31 — +L = 480.31 
SST = » P» y; X 24 
] 4 2 1 2 155.1)? 
SSam =- Y y2 - x = l[(556.9)? + (550.1)? + (533.5)? + (514.6)?] — C c 178.17 
bI N 6 24 
)| m x y? 1 F ^ (2 155.1)? : 
SSug =- $ y3 — = = -[(350.8)? + (359.0)? +--+ (377.8)?] — -一 一 一 -一 = 192.25 
a j=1 ` N 4 24 


SSp = SST — SSH — SSE = 480.31 — 178.17 — 192.25 — 109.89 
方差 分 析 见 表 4.4. FH o = 0.05, F 的 临界 值 为 Fo o5 3 15 —3.29. 因为 8.11 > 3.29, 我 们 得 出 结论 : HE 
压强 影响 了 产品 的 均值 . 检验 的 P 值 也 很 小 .同样 , 树脂 批 次 {区 组 ) 似乎 也 有 显著 性 差异 , 因为 区 组 的 均 
方 相对 于 误差 也 很 大 . 


AR 4.4 人 造血 管 移植 实验 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 1ü 
处 理 ( 挤 压 压强 ) 178.17 3 59.39 8.11 0.001 9 
区 组 (bx) 192.25 5 38.45 
误差 109.89 15 7.33 
总 和 480.31 23 


如 果 我 们 不 知道 随机 化 区 组 设计 ， 则 观测 那些 可 能 得 到 的 结果 是 很 有 趣 的 .假设 这 个 实验 按照 完全 随 
PEE, 并且 (碰巧 ) 同样 的 实验 结果 如 表 4.3 所 示 . 这 些 数据 作为 完全 随机 单 因子 设计 的 不 正确 的 分 
prin 4.5 所 示 : 


表 4.5 ”完全 随机 设计 的 血管 移植 实验 的 不 正确 分 析 


方差 来 源 平方 和 El EHE 13Jj Fo P (à 
挤 压 压强 178.17 3 59.39 3.95 0.023 5 
误差 302.14 20 15.11 
总 和 480.31 23 


因为 P 值 小 于 0.05, 我 们 仍 拒绝 原 假 设 , 得 到 挤 压 压强 显著 影响 平均 产 率 的 结论 . 但 是 , 注意 到 均 方 误 
差 成 倍增 加 , 从 RCBD 的 7.33 增加 到 15.11. 所 有 的 变化 是 因为 将 区 组 放 在 误差 项 里 . 容易 理解 为 什么 我 
们 有 时 称 RCBD 为 降 品 设计 技术 , 因为 它 有 效 地 增加 了 数据 中 的 信 噪 比 , 或 者 说 , 它 提 高 了 处 理 均值 比较 
的 精度 . 这 个 例子 也 说 明了 这 一 点 ， 如果 实验 者 在 必须 区 组 化 时 , 没有 区 组 化 , 那么 误差 效应 被 夺 大 了 , 很 有 
可 能 夸大 太 名 ,导致 处 理 均值 间 的 重要 差异 不 能 被 识别 出 来 . 


1. SPA E TA 


对 于 例 41 的 人 造血 管 实验 , 用 Design-Expert 得 出 的 计算 机 输出 浓缩 后 如 图 4.2. 所 示 . 
每 一 个 处 理 的 样本 均值 都 在 输出 中 显示 , 在 8 500 psi, 平均 产 率 为 六 = 92.82; 在 8 700 psi, 
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平均 产 率 为 ya = 91.68; 在 8 900 psi, 平均 产 率 为 y, = 88.92; 在 9 100 psi, 平均 产 率 为 
y, = 85.77. 用 样本 均值 估计 处 理 均值 pi, pa, ua, pa. 模型 的 残 差 显 示 在 计算 机 输出 的 底部 , 残 


AB PASE 


Ei = Vij — Vij 


Response: Yield 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob >F 
Block 192.25 5 38.45 
Model 178.17 3 59.39 B.11 0.0018 
A 178.17 Jd 59.39 8.11 0 0019 
Residual 109.89 15 7.33 
Cor Total 480.31 23 
Std. Dev. 2.71 R-Squared 0.6185 
Mean 89.80 Ad; R-Squared 0.5422 
C.V. 3.01 Pred R-Squared 0.0234 
PRESS 281.31 Adeg Precision 9.759 
Treatment Means (Adjusted, If Necessary) 
Estimated Standard 
Maan Error 
1-8500 92.82 1.10 
2-8700 91.68 1.10 
3-8900 88.92 1.10 
4-9100 85.77 1.10 
Mean Standard t for Ho 
Treatment Difference DF Error Coeff=0 Prob > jt] 
1 vs 2 1.13 1 1.55 0.73 0.4785 
1vs 3 3.90 1 1.56 2.50 0.0247 
1vs4 7.05 1 1.56 4.51 0.0004 
2vs3 2.77 1 1.56 1.77 0.0970 
2vs4 5.92 1 1.56 3.79 0.0018 
3vs4 3.15 1 1.56 2.02 0.0621 


Diagnostics Case Statistics 


Standard Actual Predicted Student Cook's Outlier Run 
Order "Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
1 90.30 90.72 -0.42 0.375 -0.197 0.003 -0.190 1 
2 88.20 92.77 -3.57 0.375 -1.669 0.186 -1787 6 
3 98.20 94.02 4.18 0.375 1.3953 0.254 2.185 9 

4 93.90 93.57 0.33 0.375 0.154 0.002 0.149 13 
5 87.40 88.35 -0.85 0.375 -0.442 0.013 -0.430 18 
6 97.90 97.47 0.43 0.375 0.201 0.003 0.194 23 
7 92.50 89.59 2.91 0.375 1.361 0.124 1.405 4 
B 89.50 51.64 -2.14 0.375 -0.999 0.067 1.9898 5 
3 90.60 52.89 -2.29 0.375 -1.069 0.076 -1.075 — 10 
10 8470 92.44 2.26 0.375 1.057 0.075 1.062 18 
11  À 87.00 87.21 -0.21 0.375 -0.089 0.001 0.056 — 20 
12 95.80 96.34 -0.54 0.375 -0.251 0.004 -0.243 21 
13 85.50 85.82 -1.32 0.375 -0.617 0.025 -0.604 3 
14 90.80 88.87 1.893 0.375 0.802 0.054 0.896 8 
15 88.60 930.12 -0.52 0.375 -0.243 0.004 -0.236 . 12 
18 86.20 89.67 -3.47 10.375 -1.622 0.175 -1.728 15 
17 B8.00 84.45 3.55 0.375 1.661 0.184 1.776 17 
18 93.40 93.57 3.17 0.375 -0.080 0.000 -0.077 22 
19 82.50 83.67 -1.17 0.375 -0.547 0.020 -0.534 2 
20 89.50 85.72 3.78 0.375 1.766 0.208 1.917 7 
21 85.60 86.37 -1.37 0.375 -0.64 İ 0.027 -0.628 11 
22  —H7.40 86.52 0.88 0.375 0.411 0.011 0.399 14 
23 — 78.90 81.30 -2.40 0.375 -1.120 0.084 —1.130 18 
24 90.70 90.42 0.28 0.375 0.130 0.001 0.126 24 


Note: Predicted values include block corrections. 


图 4.2 例 4.1 的 Design-Expert 输出 (已 浓缩 ) 


41 随机 化 完全 区 组 设计 105 


如 我 们 将 在 后 面 介 绍 的 , MEE Vu; — y; 十 Wy We 所 以 ， 
eij = yi — Vi, — V. tY., (4.13) 
在 4.1.2 节 中 , 我 们 将 说 明 残 差 是 如 何 用 在 模型 适合 性 检验 中 的 . 


2. 多 重 比较 

如 果 RCBD 中 的 处 理 是 固定 的 , 并 且 分 析 表 明 处 理 均 值 有 显 着 性 差 弄 , 则 实验 者 通常 会 对 
多 重 比较 感 兴趣 , 以 便 发 现 哪些 处 理 的 均值 有 差异 . 第 3 XX (3.5 节 ) 所 讨论 的 任 一 种 多 重 比 较 
方法 都 可 用 来 达到 这 一 目标 . 只 要 在 3.5 节 的 公式 中 简单 地 用 区 组 数 (b) 代替 单 因 子 完全 随机 化 
设计 的 重复 次 数 (n) 就 可 以 了 . 还 要 记 住 要 用 随机 化 区 组 设计 中 误差 的 自由 度数 [(a — 1) (6 —- 1)] 
来 代替 完全 随机 化 设计 的 误差 自由 度 [a(n 一 1)]. 

图 4.2 中 的 Design-Expert 输出 说 明了 Fisher LSD 方法 , 我 们 得 到 的 结论 是 u — us. R 
为 P 值 非常 大 . 此 外 , ua 和 其 他 所 有 均值 不 同 . Ho: pa = ps 的 P ÉE 0.097, 所 以 有 根据 表 
BH jz X na. 由 五 值 等 于 0.0018 , 得 ua 关 ua. 总 之 , 我们 得 出 结论 : 较 小 的 挤 压 压 强 导 致 较 
少 的 缺陷 . 

也 可 以 用 第 3 章 (3.5.1 节 ) 的 图 示 法 来 比较 4 种 挤 压 压强 的 平均 产 率 . 图 4.3 标 出 了 例 
4.1 的 4 个 均值 点 , 此 图 是 按 上 分 布 乘 上 一 个 尺度 因子 VMSE/b = V7.33/6 = 1.10 来 绘制 的 
图 中 表明 , 两 个 最 低 的 压强 产生 了 相同 的 平均 产 率 , 但 是 , 对 于 8 700psi 和 8 900psi(jx2 和 pa) 
的 平均 产 率 也 类 似 . 最 高 的 压强 (9 100psi) 得 到 的 平均 产 率 显然 不 同 于 其 他 所 有 的 均值 . 该 图 
有 助 于 解释 实验 的 结果 以 及 图 4.2 中 Design-Expert 输出 的 Fisher LSD 计算 . 


isi) sh 0 45 


产 率 
图 4.3 4 种 挤 压 压强 的 平均 产 率 , 按 tpfe E— T RIEBIT VMSE/b — 4/7.33/6 = 1.10 


4.1.2 ”模型 适合 性 检验 


前 面 讨论 过 检验 假定 模型 适合 性 的 重要 性 . 一 般 说 来 , 我 们 应 该 警惕 那些 由 正 态 性 假定 、 处 
理 或 区 组 的 不 等 的 误差 方差 以 及 区 组 -处 理 交 互 作用 引起 的 潜在 问题 . 如 同 在 完全 随机 化 设计 中 
那样 , 残 差 分 析 是 用 于 这 类 诊断 性 检验 的 主要 工具 . 例 4.1 的 随机 化 区 组 设计 的 残 差 被 列 在 图 
4.2 中 的 Design-Expert 输出 的 底部 . 

这 些 残 差 的 正 态 概率 图 如 图 4.4 所 示 . 既 没 有 非 正 态 性 的 严重 标志 , 也 没有 任何 存在 离 群 值 
的 证 据 . 图 4.5 画 出 了 拟 合 值 六 与 残 差 的 关系 图 . 残 差 的 大 小 与 拟 合 值 gu; 之 间 没 有 什么 关 
R 这 张 图 没有 显示 出 令 人 特别 感 兴趣 的 地 方 . 图 4.6 描绘 的 是 处 理 ( 挤 压 压强 ) 与 残 差 的 关系 
图 以 及 树脂 的 批 次 ( 即 区 组 ) 与 残 差 的 关系 图 , 这 些 图 可 能 非常 有 益 . 如 果 一 特定 处 理 的 残 差 较 
为 分 散 , 则 表示 这 一 处 理 与 其 余 的 处 理 相 比 , 比较 容易 得 出 不 稳定 的 响应 . 较为 分 散 的 残 差 标志 


106 $43 随机 化 区 组 , 拉丁 方 , 以 及 有 美的 设计 


着 区 组 不 齐 性 . 不 过 , 在 我 们 的 例子 中 , 图 4.6 并 未 表明 处 理 方差 不 齐 性 , 但 却 表明 6 个 批 次 的 
产量 有 较 小 的 不 同 , 然而 , 如 果 其 他 所 有 的 残 差 图 都 令 人 满意 , 我 们 就 可 以 忽视 这 一 点 . 
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图 4.5 例 4.1 的 残 差 与 y; 的 关系 图 
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(b) 树脂 的 批 次 (区 组 ) 


图 4.6 例 4.1 的 残 差 与 挤 压 压 强 (处 理 ) 以 及 树脂 的 批 次 (区 组 ) 的 关系 图 


有 时 , 残 差 与 $4 的 关系 图 是 一 条 曲线 . 例如 , 对 于 低 的 Vi; E, 存在 着 产生 负 残 差 的 趋向 ; 
对 中 等 的 du; E, 存在 着 产生 正 残 差 的 趋向 ; 对 高 的 新 ; d 存在 着 产生 负 残 差 的 趋向 . 这 类 图 像 
暗示 着 区 组 与 处 理 间 存 在 着 交互 作用 . 如 果 这 类 图 像 出 现 , 就 要 利用 变换 来 消 除 或 最 小 化 交互 作 
Hi. 第 5 章 (5.3.7 节 ) 中 给 出 了 一 个 统计 检验 法 ， 可 以 用 来 检验 随机 化 区 组 设计 中 可 能 存在 的 


交互 作用 . 


4.1 随机 化 完全 区 组 设计 107 


4.1.3 ”随机 化 完全 区 组 设计 的 一 些 其 他 方面 


1. 随机 化 区 组 模型 的 可 加 性 
用 于 随机 化 区 组 设计 的 线性 模型 


Vij = 及 十 用 + B; 十 €15 


是 可 加 的 . 这 意味 着 , 例如 , 34278 1 种 处 理 引 起 期 望 响应 增加 5 个 单位 (ri = 5) 以 及 第 1 个 
区 组 增加 期 望 响应 2 个 单位 ( = 2) 时 , 则 处 理 1 与 区 组 1 一 起 增加 的 期 望 响 应 Ey) = 
+n +B 二 上 十 5 十 2 = 上 十 7. 一 般 来 说 , 处 理 1 就 在 总 均值 与 区 组 效应 的 和 上 通常 增加 期 
望 响 应 5 个 单位 . 

尽管 这 一 简单 可 加 模型 经 常用 到 , 但 也 存在 它 不 适用 的 情况 . 例如 , 假定 我 们 用 6 批 原材料 
来 比较 一 种 化 学 产品 的 4 种 配方 , 原材料 的 批 次 被 考虑 作 区 组 . 如 果 批 次 2 的 一 种 黎 质 对 配方 
2 有 不 利 影响 而 导致 不 寻常 的 低产 量 , 但 对 其 他 配方 没有 影响 , 则 在 配方 (或 处 理 ) 和 批 次 (或 区 
组 ) 之 间 就 存在 交互 作用 (interaction)， 类 似 地 , 当 用 错误 的 尺度 来 度量 响应 时 , 在 处 理 和 区 组 
之 间 也 会 出 现 交 互 作用 . 因此 , 在 原来 单位 下 的 倍数 关系 为 


E(yi;) = uri; 
BEWARRE TF, 该 关系 是 线性 的 或 可 加 的 , 例如 ， 
In E(yij) = ln + In 7; + In Bj 


B] 
E(y;)-—B'-Tj--B; 

虽然 这 闫 变 互 作用 可 以 通过 某 一 变换 来 消除 , 但 并 不 是 所 有 的 交互 作用 都 那么 容易 对 付 . 例如 ， 
前 述 的 配方 - 批 次 交互 作用 就 不 能 用 变换 来 消 队 . 残 差 分 析 和 其 他 诊断 检验 法 会 有 助 于 检验 非 可 
infit. 

当 出 现 交 互 作用 时 , 会 严重 影响 方差 分 析 , 甚至 可 能 使 方差 分 析 无 效 . 一 般 来 说 , 交互 作用 
的 出 现 会 提高 误差 均 方 值 并 且 反 过 来 会 影 啊 到 处 理 均值 的 比较 . 车 因子 及 其 可 能 的 交互 作用 都 
需要 研究 , 则 必须 用 析 因 设计 (factorial design). 这 些 设 计 将 在 第 5 章 至 第 9 章 中 进一步 讨论 ，, 


2. 随机 处 理 与 区 组 


虽然 我 们 描述 了 将 处 理 和 区 组 考虑 为 固定 因子 时 的 检验 方法 , 但 如 果 处 理 或 区 组 {或 两 者 都 
是 ) 是 随机 的 , 那么 可 用 同样 的 分 析 方 法 . 当然 , 在 对 结果 进行 解释 时 , 要 作 相 应 的 更 改 . 例如 ， 
Jn JR p« £8 Je BR BL], 则 我 们 希望 处 理 间 的 比较 相对 于 区 组 的 总 体 是 相同 的 . 期 望 均 方 值 亦 有 相应 
的 更 改 . 例如 , 如 果 区 组 是 独立 随机 变量 且 有 共同 的 方差 , 则 E(M Sra) = o? 十 ao3, 其 中 o2 是 
区 组 效应 的 方差 分 量 . 不 过 , 在 任 一 事件 中 , E(M Sn) 总 与 任 一 区 组 效应 无 关 , 并 且 处 理 间 变异 
性 的 检验 统计 量 总 是 Fo = M Sya/MSe. 

在 区 组 是 随机 的 情况 中 , 如 果 出 现 处 理 - 区 组 交互 作用 , 则 关于 处 理 均值 的 检验 不 受 交 互 作 
Fi HEC RAI. 这 是 因为 , 处 理 和 误差 的 期 望 均 方 值 二 者 都 含有 交互 作用 效应 , 因此 , 检验 处 理 均值 
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差 就 可 以 像 通 常 比较 处 理 均 方 值 与 误差 均 方 值 那样 来 做 . 但 这 一 方法 得 不 到 关于 交互 作用 的 任 
何 信 息 . 

3. 样本 量 的 选择 

在 使 用 RCBD 时 , 选取 样本 量 , 或 者 选择 用 于 实验 的 区 组 数 是 一 项 重要 的 决策 ， 增 加 区 组 
数 就 会 增 大 重复 的 次 数 和 误差 的 自由 度数 , 会 使 设计 更 加 灵敏 , 第 3 章 (3.7 节 ) 关于 完全 随机 
化 单 因子 实验 讲解 了 有 关 选 取 实 验 的 重复 次 数 的 方法 问题 , 其 中 的 任 一 种 方法 都 可 以 直接 用 于 
随机 化 区 组 设计 . 对 于 固定 因子 情形 , 可 利用 附录 图 V 的 抽检 特性 曲线 


p’ = 一 一: (4.14) 


其 中 分 子 的 自由 度 是 a 一 1, 分 母 的 自由 度 是 (a — 1)(b — 1). 
例 4.2 考虑 例 4.1 描述 的 人 造血 管 的 RCBD. 如 果 想 要 以 相 当 高 的 概率 来 检验 产 率 的 最 大 真实 差 为 
6, 而 误差 的 标准 差 估计 是 o = 3, 我 们 希望 确认 合适 的 区 组 数 ,使 设计 更 灵敏 ， 由 (3.45) 式 , e? 的 最 小 值 


是 {将 n 写 为 区 组 数 b) 
bD? 
A 92ac? 


ABD 是 我 们 想 要 检验 的 差 的 最 大 值 . 于 是 
2 W67 
$2 = Za ^ 0.5b 

如 果 用 b=5 个 区 组 , 则 p = V0.5 = ./0.5(5) = 1.58, 其 误差 自由 度 (a — 1)(b — 1) 2 3(4) = 12. 在 附 
录 的 图 V 中 用 Am =a- = 348 o — 0.05, 找到 这 一 设计 的 8 风险 近似 为 0.55( 势 —1— B = 0.45). 如 
RH b—6 个 区 组 , 则 更 = V/0.5b = /0.5(6) = 1.73, 而 误差 自由 度 为 (a — 1)(b — 1) = 3(5) = 15, 对 应 
的 近似 的 S 风险 是 0.4( 势 =1 一 8 = 0.6). 由 于 购买 多 批 树脂 的 花费 大 , 且 实 验 的 费用 又 高 , 所 以 实验 者 决 
EH 6 个 区 组 , 尽管 势 大 约 只 有 0.6( 确 实 许多 势 只 有 0.5 或 更 高 的 实验 做 得 很 好 ). 


4. 缺失 值 的 估计 

在 用 RCBD 时 , 有 时 , 某 一 个 区 组 的 一 个 观测 值 缺 失 . 由 于 不 小 心 或 犯错 误 或 失去 控制 , 这 
种 情况 是 会 发 生 的 , 例如 , 一 个 实验 单元 出 现 了 不 可 避免 的 损伤 等 . 一 个 缺失 的 观测 值 给 分 析 带 
来 了 一 个 新 问题 , 因为 处 理 不 再 与 区 组 正 交 了 , 也 就 是 说 , 并 不 是 每 一 个 处 理 都 在 每 一 个 区 组 中 
出 现 . 对 于 缺失 值 的 问题 , 有 两 个 一 般 的 近似 方法 . 一 个 近似 分 析 法 是 , 估计 这 一 缺失 观测 值 , 并 
把 它 作为 真实 数据 进行 通常 的 方差 分 析 , 只 是 将 误差 自由 度 减 小 1. 这 一 种 近似 分 析 法 是 本 节 的 
主题 . 另 一 个 是 一 个 精确 的 分 析 法 , 将 在 4.1.4 节 中 讨论 ， 

设 处 理 i 在 区 组 7 中 的 观测 值 yy 缺失 . 用 x 表示 这 一 缺失 值 . 作为 一 种 解释 , 假定 在 例 
4.1 的 人 造血 管 试验 中 , 当 挤 压 机 器 用 8 700 psi 操作 第 4 批 材料 时 出 现 问 题 , 并 且 没有 得 到 该 
点 的 数据 . 就 会 出 现 如 表 4.6 那样 的 数据 . 

一 般 地 ,以 yi; 表示 yu 缺失 时 其 他 数据 的 总 和 , yi, 表示 有 一 个 缺失 值 的 处 理 的 总 和 , yy/， 
表示 有 一 个 缺失 值 时 区 组 的 总 和 , 假设 我 们 希望 被 估计 的 那个 缺失 值 z 对 误差 平方 和 有 最 小 的 
页 献 . 因为 SS — X Y: (yu - V. - V, 9. 这 个 问题 就 等 价 于 去 选取 c, 使 得 

izij— 
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X 4.6 “含有 一 个 缺失 数据 的 血管 移植 实验 的 随机 化 完全 区 组 设计 
0 
树脂 的 批 次 (区 组 ) 


挤 压 压强 (psi) i 处 理 总 和 
8 500 90.3 89.2 98.2 93.9 87.4 97.9 556.9 
8 TOO 92.5 89.5 90.6 z 87.0 95.8 455.4 
8 900 85.5 90.8 89.6 86.2 88.0 93.4 533.5 
9 100 82.5 89.5 85.6 87.4 78.9 90.7 519.6 
区 组 总 和 350.8 359.0 3640 267.5 3413 377.8 vw =2060.4 


Ta b ] 6 a 2 | a : 
SSE = DP» -3 3 (Es j por? (X ni) ien: (E 25 w) 
Rp | 
SSpg = x’ — z (uy 4r) — 一 (的 Hz) + m. +r) +R (4.15) 
最 小 化 , 其 中 五 包括 所 有 与 x 无 关 的 项 . 由 dSSg/dz = 0 得 
ay, by; —y 
TOME 6) 
把 它 作为 缺失 值 的 估计 值 . 
对 于 表 4.6 中 的 数据 , 得 y, = 455.4, y, = 267.5, y’ = 2 060.4. 因此 , 由 (4.16) 式 
_ 4(455.4) + 6(267.5) 一 2 060.4 
A 
现在 , 用 yz4 = 91.08 来 进行 通常 的 方差 分 析 , 并 将 误差 自由 度 减 少 1. 方差 分 析 如 表 4.7 所 示 ， 
请 将 这 一 近似 分 析 法 与 由 完全 数据 组 (€ 4.4) 所 得 的 结果 比较 一 下 ， 


— 91.08 


X 4.7 含有 一 个 缺失 数据 的 例 4.1 的 近似 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 H tH BE 均 方 Fy P- È 
挤 压 压强 166.14 3 55.38 7.63 0.002 9 
原材料 批 次 189.52 5 37.90 
误差 101.70 14 7.26 
总 和 457.36 23 


JD ARCH JU T XU EL SR AC, 则 可 以 把 误差 平方 和 写 为 这 些 缺失 值 的 函数 , 对 每 一 缺失 值 求 导 数 ， 
4 SE, 然后 解 这 一 方程 组 , 求 得 缺失 值 的 估计 值 . 也 可 以 由 (4.16) 式 用 和 迭代 法 来 估计 缺失 
值 . A TERRAE, 设 有 两 个 缺失 值 , 任意 估计 第 一 个 缺失 值 , 然后 用 这 一 数据 作为 真实 值 并 
与 (4.16) 式 一 起 去 估计 第 二 个 . BUE, (4.16) 式 再 用 来 重新 估计 第 一 个 缺失 值 , 此 后 , 又 可 以 重 
新 估计 第 二 个 . 这 一 过 程 继 续 进 行 下 去 , 直至 收敛 为 上 上. 在 任何 缺失 值 问题 中 , 误差 自由 度 对 每 
一 个 缺失 值 都 减少 1. 


4.1.4 估计 模型 参数 和 一 般 回归 显著 性 检验 


如 有 打 处 理 和 区 组 都 是 固定 的 , 则 可 以 用 最 小 二 乘法 来 估计 随机 化 完全 区 组 设计 模型 的 参数 . 
我 们 采用 的 线性 统计 模型 是 
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i=1,2- a 
PEE dt dece (4.17) 
Yij =H B; | j212,-.,b 
利用 3.9.2 节 中 对 实验 设计 模型 求 正 规 方程 组 的 规则 , 得 
1i :ab 十 的 bfa + bPa -- afi tafa af — y. 
m: bü- bh toc Ê+- + Â= 
T2: bÈ 十 BT 十 pi B5 d esed] By = yo. 
Ta : bn bfa 十 B + Bao s = ya. (4.18) 
B: a+ t tet fa + af = y.i 
Ba: a+ At 十 :十 个 十 aB —2 
By: ac A eB 4 af = y. 


注意 到 在 (4.18) 式 中 , 将 第 2 个 到 第 (a+1) 个 方程 加 起 来 , 就 是 第 一 个 方程 . 而 将 其 后 的 
b 个 方程 加 起 来 , 也 是 第 一 个 方程 . 这 样 一 来 , 在 这 些 正规 方程 组 中 ， 有 两 个 方程 和 其 他 方程 线性 
相关 . 这 就 是 说 , 要 解 方程 (4.18), 必须 添加 两 个 约束 . 通常 的 约束 是 


Y f; — 0, » Bj —0 (4.19) 
i=] j=l 
使 用 这 些 约束 , 正规 方程 组 就 简单 得 多 了 . 事实 上 , 方程 组 将 变 为 
abi = y 
bi + bfi = yi, iz1,2,.-.,a (4.20) 
af + af; = y 37105,2,-.,b 
其 解 是 
=F. 
Ti—W-y, i= 1,2,- a (4.21) 
TE 351,2 5 


用 (4.21) 式 的 正规 方程 的 解 , 得 出 yi 的 估计 即 氢 合 值 为 
$g-hÀtütB-u-G;-9)-(9;-9)-5- 下， 一 下 


这 一 结果 在 前 面 计算 随机 化 区 组 设计 中 的 残 差 时 就 已 经 在 (4.13) 式 中 用 过 . 


一 般 回 归 的 显著 性 检验 法 可 以 用 来 进行 随机 化 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 . 用 由 (4.21) 式 给 
出 的 正规 方程 组 的 解 , 拟 合 全 模型 的 简化 平方 和 是 


R(n,r, B) — hy. + È hw + Bius ms ÈO Iw Eg, - j.)v 
2 ra 


2 
y. a 
jt h4Ws-hergau-h-pqh 
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它 有 a 十 b 一 1 个 自由 度 , 且 误 差 平 方 和 是 
a a b a b ' 
deu 2 到 和 2. 2- dr p b 2 a m 
=È X m a ty.) 
EH (a 一 1)(b 一 1) ^ B dA. 请 将 这 最 后 一 个 等 式 与 (4.7) 式 中 的 sse 进行 比较 . 
检验 假设 Ho : 7; — 0, 相应 的 简化 模型 是 
yi = p Bj + ei 
tz T8 T3 RE ERDT- 7j 26 49r. 与 (3.5) 式 类 似 , 拟 合 简化 模型 的 简化 平方 和 是 
b y? 
B(p, B) = X 24 
j=1 0 


EA b BB. 因此 , 在 拟 合 过 u 5 {4} 之 后 , (Ur) 对 平方 和 的 贡献 是 
R(r|u, 8) = R(u, 7, B) - R(u, 8) = R( 全 模型 ) — R( 简 化 模型 ) 


COME Vi V. V ww y 
b 70 72.72. 
我 们 可 以 把 它 看 作 是 自由 度 为 a 1 的 处 理 平方 和 ((4.10) 式 ]. 
区 组 平方 和 可 以 由 拟 合 简化 模型 


Yij = M T Ti t eii 
得 出 , 它 也 是 单 因 子 分 析 . 还 有 , 类 似 于 (3.5) 式 , 拟 合 这 个 模型 的 简化 平方 和 是 
Rlm) = Y H 
EA a 个 自由 度 . 在 拟 合 过 p 和 (n) 之 后 , 区 组 {8;} 对 平方 和 的 贡献 是 
R(B|u, T) = R(u, v, 8) — R(p, T) 


它 有 4b 一 1 个 自由 度 , 并 且 它 MN (4. m a. 
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我 们 用 一 般 的 回归 显著 性 检验 法 , 研究 了 随机 化 完全 区 组 设计 的 处 理 、 区 组 和 误差 的 平方 
RI. 虽然 在 随机 化 完全 区 组 设计 中 实际 分 析 数 据 时 , 我 们 通常 不 用 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 但 这 
一 方法 有 时 在 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 中 却 是 有 用 的 , 正如 在 4.4 节 的 讨论 中 所 看 到 的 那样 . 


缺失 值 问题 的 精确 分 析 


在 4.1.3 节 中 , 我 们 给 出 了 RCBD 中 处 理 缺 失 值 的 一 种 近似 方法 . 这 一 近似 分 析 法 由 估计 
缺失 值 使 误差 均 方 值 最 小 化 所 构成 . 可 以 证 明 , 这 一 近似 分 析 法 产生 一 个 依 下 述 意 义 下 处 理 的 有 


183577 (&, 即 , 当 堆 假设 为 真 时 , 也 (MSua) 大 于 E(MSe). 因此 , 将 得 出 过 多 的 显著 性 结论 ， 


缺失 值 问 题 可 以 用 一 般 回归 的 显著 性 检验 法 来 精确 地 分 析 . 缺失 值 会 造成 设计 的 不 平衡 , 因 
为 并 不 是 所 有 的 处 理 都 出 现在 所 有 的 区 组 中 , 我 们 称 之 为 处 理 与 区 组 不 是 正 交 的 . 这 一 分 析 法 还 
可 用 到 类 型 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 中 去 , 这 将 在 4.4 节 中 进一步 讨论 . 思考 题 4.30 请 读者 对 


市 有 一 个 缺失 值 的 随机 化 完全 区 组 设计 运用 这 一 精确 分 析 法 . 
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4.2 拉丁 方 设 计 


4.1 节 介绍 了 随机 化 完全 区 组 设计 , 这 一 设计 可 以 减少 由 一 个 已 知 的 可 控制 的 讨厌 变量 的 变 
异性 所 引起 的 实验 残 差 . 还 有 很 多 其 他 类 型 的 利用 区 组 化 原理 的 设计 . 例如 , 实验 者 研究 用 在 机 
组 人 员 救 生 系统 中 的 火箭 推进 剂 的 5 种 不 同 配方 关于 燃烧 率 的 效应 . 每 种 配方 都 取 自 一 批 仅仅 
够 配 成 5 份 供 试验 用 的 配方 的 原料 . TU EL, 这 些 配 方 是 由 几 个 操作 人 员 准 备 的 , 这 些 操作 人 员 在 
实验 技能 和 经 验 上 可 能 有 实质 性 的 差别 . 这 样 一 来 , 在 设计 中 看 来 会 有 两 个 讨厌 因子 需要 被 “ 平 
均 出 来 ": 原料 的 批 次 和 操作 人 员 . 这 一 问题 的 合适 设计 应 是 对 每 批 原料 的 每 种 配方 恰好 试验 一 
次 , 而 且 对 于 每 种 配方 , 5 名 操作 人 员 每 人 怡 好 试验 一 次 . 设计 的 结果 如 表 4.8 PUR, 称 为 拉丁 
方 设计 (Latin square design). 这 一 设计 是 按 正方 形 排列 的 , 5 种 配方 (或 处 理 ) 用 拉丁 字母 A, 
B, C, D, E 表示 , 因而 叫做 拉丁 方 . 原料 的 批 次 ( 行 ) 与 操作 人 员 ( 列 ) 对 于 处 理 是 正 交 的 . 


表 4.8 ”火箭 推进 剂 问题 的 拉丁 方 设计 


原料 的 批 次 Ear a 
2 3 4 5 
l A — 24 B — 20 C — 19 D — 24 E — 24 
2 Heg C — 24 D — 30 E -—27 A — 36 
3 C —18 D — 38 E — 26 A — 27 B=21 
4 D — 26 E —31 A — 26 B — 23 C -22 
5 E222 A — 30 B = 20 C — 29 Dc! 


拉丁 方 设计 用 来 消除 两 个 讨厌 的 变异 性 来 源 . 也 就 是 说 , 它 允 许 从 两 个 方向 来 系统 地 区 组 
化 . 这 样 一 来 , 行 和 列 实际 上 就 表示 了 两 种 随机 化 约束 . 一 般 说 来 , 一 个 p 因子 的 拉丁 方 或 pxp 
拉丁 方 , 是 一 个 含有 p 行 和 p 列 的 方形 . p? 个 单元 中 的 每 一 个 单元 含有 与 处 理 对 应 的 p 个 字母 
之 一 , 每 一 字母 在 每 行 每 列 中 恰好 出 现 一 次 . 一 些 拉丁 方 的 例子 如 


4x4 5x5 6 x 6 
ABDC ADBEGQC ADCEHBIF 
BCAD DACHBE BAECFHD 
C DB.A CBEDA CEDFAIHB 
DACH BEACD DCFBEA 

ECDAHB FBADGCE 
EFBADC 
拉丁 方 的 统计 模型 是 
1c].2 95 
Vuk = H+ Oit Ti + Êk 十 Eijk 4 j—1L2,--,p (4.22) 
k= 1,2,---,p 


其 中 yij: 是 第 7 种 处 理 的 第 i 1728 k 列 的 观测 值 ， p. 是 总 均值 , ai 是 第 i 个 行 效应 ， Ti 是 第 j 
种 处 理 效应 , Ge ER k 个 列 效应 , eij 是 随机 误差 . 注意 这 是 一 个 效应 模型 . 这 一 模型 是 完全 可 
加 的 , 也 就 是 说 , 行 、 列 与 处 理 之 间 都 没有 交互 作用 . 因为 每 一 单元 只 有 一 个 观测 值 , 所 以 对 每 个 
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指定 的 观测 值 , 只 和 需 表示 出 i, 7, 下 这 3 个 右 下 标 中 的 两 个 就 可 以 了 . 例如 , xe 4.8 中 的 火箭 推 
进 剂 问题 , 当 i=2 H k—3 时 , 自动 得 jy=4({ 配 方 D), 当 i—1 且 j=3{ 配 方 C) 时 得 k—3. 这 是 
因为 每 种 处 理 在 每 行 每 列 中 恰好 出 现 一 次 . 
方差 分 析 是 把 N=p* 个 观测 值 的 总 平方 和 分 解 为 行 、 列 、 处理 与 误差 的 分 量 , 例如 

SSr = 9S5 + SSy + Sm + SSE (4.23) 

相应 的 自由 度 是 
p -l=p-1+p—-1+p—1+(p— 2)(p—1) 

在 通常 的 siik 是 NID(0, e?) 的 假设 下 , (4.23) 式 右 端 项 的 每 个 平方 和 除 以 o?, 就 是 独立 分 布 
的 卡 方 随机 变量 . 用 来 检验 处 理 均 值 没有 差异 的 合适 统计 量 是 


M Syg 
ms MSE 


在 零 假设 下 其 分 布 为 Fp-1,0-20-1) 我 们 也 可 以 检验 没有 行 效应 与 没有 列 效应 , 只 要 用 MSS (ER 

MSa) 与 MSE 的 比值 即 可 . 不 过 , 由 于 行 和 列表 示 随 机 化 约束 , 这 些 检验 可 能 未 必 合适 . 
方差 分 析 计算 方法 中 的 处 理 、 行 以 及 列 之 和 如 表 4.9 所 示 . 从 平方 和 的 计算 公式 可 以 看 出 ， 

这 一 分 析 只 是 随机 化 完全 区 组 设计 的 简单 延伸 , 其 中 源 于 行 因子 的 平方 和 是 用 那些 行 和 得 到 的 ， 


X 4.9 拉丁 方 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 目 由 度 均 方 Fo 
处 理 SSum = 3 Yat 一 对 p-1 Sna Fo = Hopa 
fT Sg» gu ped l4 
列 SS4 = 1 P» yh, - M p-—1 7A 
误差 SSg( 用 减法 ) (n-2(p-1 ey 
总 和 SSr-Y EY 3 pii 


—— ——ÓÁÉÁÉÉ LLL LLL 
Bi 4.3. 考虑 前 面 的 火箭 推进 剂 问题 ， 其 中 原料 的 批 次 与 操作 人 员 都 代表 随机 化 约束 . 这 一 实验 设计 如 
R 4.8 所 示 , 是 一 个 5x5 RET Jj. 


表 4.10 ”火箭 推进 剂 问题 的 规范 数据 


S DENEN S oU LM ada lici a 
操作 人 员 
i 
1 A= -1 B = —$ C= -6 D = —1 E= —l —14 
2 B = —8 CL-—l D-—5 E--2 A —11 9 
3 C= -T D -13 ELI A-2 B= —4 5 
4 D-1 E=6 ÁÀ-1 H--—2 C 一 一 了 3 
9 E = —3 A=5 B = —5 C=4 D=6 T 
Yk —18 18 —4 5 9 10—y 


现 将 每 个 观测 值 减 25 得 如 表 4.10 所 示 的 规范 值 . 总 平方 和 、 批 次 (£7) 平方 和 , 操作 人 员 ( 列 ) 平方 
和 算得 如 下 : 
10)? 


2 
: - y*. ( 
SST = Vi — = = 680 — = 676.00 
"» > 2 ik NN 25 
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p 2 1 (10)? 
23 9 — Oa? pg a5 pa 4172] A — 88.00 
È wb = (CM +9? +5? +3? e T] I 
1 2 ds. cd 2 2 2,:22,oa — (10) 
E CJ VIS eT + 18“ —4 5 g*^j| 一 ——— = 150.00 

处 理 (拉丁 字母 ) 的 总 和 是 

ETF A 

处 理 总 和 y.1. = 18 y.a, = —24 y.3, = —13 U.4. = 24 U.5. —95 


由 这 些 总 和 算得 配方 的 平方 和 为 
SS. i y 2. y-. 
Er 一 pj Vj. N 
相 减 得 误差 的 平方 和 : 
SOE = SST — S Syk — SSay m — A Sey = 676.00 —68.00 — 150.00 — 330.00 = 128.00 
方差 分 析 见 表 4.11. 结论 是 , 不 同 的 火箭 推进 剂 配 方 所 产生 的 燃烧 率 有 显著 性 差异 . 方差 分 析 还 表明 ， 
操作 人 员 之 间 亦 有 差异 ， 因此, 关于 该 因子 的 区 组 化 的 确 是 一 个 好 的 预防 措施 . 没有 强 有 力 的 证 据 证 明 原 料 
的 批 次 间 存 在 差异 , 所 以 , 在 这 一 实验 中 , 看 来 不 必 关 心 这 一 变异 性 来 源 . 不 过 , 对 原料 的 批 次 区 组 化 通常 是 
一 个 好 的 主意 . 


i oa | ( 42 2 2, 23 _ (00) 
= sl18 t (-24)* 十 (一 13) + 24* + 57] 一 ^35 = 390.00 


表 4.11 火箭 推进 剂 配方 问题 和 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 Ei EH RE 1577 Fo P 值 
配方 330.00 4 82.50 7.73 0.002 5 
原料 的 批 次 68.00 4 17.00 
操作 人 员 150.00 4 37.50 
误差 128.00 12 10.67 
总 利 676.00 24 


一 r U 

如 同 在 任 一 设计 问题 中 一 样 , 实验 者 应 该 通过 检查 并 绘制 残 差 图 来 考察 模型 的 适合 性 . 对 于 
某 一 拉丁 方 , 其 残 差 为 

| Eijk = Vijk — ijk = Yijk — Yi, — V. — V. x T 2V.. 
请 读者 计算 例 4.3. 的 残 差 并 绘制 适当 的 图 . 

第 一 行 和 第 一 列 按 字 母 顺序 构成 的 拉丁 方 叫做 标准 拉丁 方 (standard Latin square). 例 4.4 
所 用 的 设计 就 是 一 种 标准 拉丁 方 . 标准 拉丁 方 通常 可 将 第 一 行 按 字母 顺序 写 , 然后 后 续 的 每 一 行 
都 是 将 上 一 行 的 字母 向 左 移 一 个 位 置 . 表 4.12 概括 了 关于 拉丁 方 及 标准 拉丁 方 的 一 些 重要 事实 . 

与 任何 实验 设计 一 样 , 拉丁 方 中 的 观测 值 也 应 以 随机 顺序 取得 . 常用 的 随机 化 方法 是 随机 地 
选取 一 特定 的 拉丁 方 来 使 用 , 正如 在 表 4.12 中 所 见 到 的 ， 一 个 指定 大 小 的 拉丁 方 有 很 多 个 , 因 
JE, 不 可 能 枚 举 出 所 有 的 拉丁 方 并 随机 地 选择 一 个 . 普遍 的 方法 是 在 如 Fisher and Yates(1953) 
所 设计 的 那样 的 表 中 选取 一 个 拉丁 方 . 然后 按 行 、 列 以 及 字母 随机 地 排列 这 个 问题 在 Fisher 
and Yates(1953) 的 书 中 有 更 全 面 的 讨论 . 

有 时 , 拉丁 方 中 的 一 个 观测 值 会 缺失 , 对 于 一 个 p x p ATH. 这 一 缺失 值 可 以 估计 为 


p(yi. c v t yx) — 2y.. 


Vijk = (p—2)p- 1) (4.24) 
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表 4.12 标准 拉丁 方 和 不 同 大 小 拉丁 方 的 数量 * 


大 小 3x3 4x4 5x5 6x6 TXT pxp 
标准 方 的 数量 ABC ABCD ABCDE ABCDEF ABCDEFG ABC...P 
BCA BCDA BAECD BCFADE BCDEFGA BCD...A 


CAB CDAB CDAEB CFBEAD CDEFGAB CDE...B 
DABC DEBAC DEABFC DEFGABC 
ECDBA EADFCB EFGABCD 


FDECBA FGABCDE PAB...(P — 1) 
GABCDEF 
标准 方 的 例子 1 4 56 9 408 16 942 080 — 
标准 方 的 数目 12 576 161 280 818 851200 61 479 419 904 000 pp- 1)!x 拉丁 方 的 总 数 


a 该 表 的 一 些 信息 见 Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Research, 4th 
edition, by R. A. Fisher and F. Yates, Oliver and Boyd, Edinburgh, 1953. 人 们 对 于 超过 Tx7 


的 拉丁 方 的 特性 了 解 较 少 . 


其 中 , 撤 号 表示 有 缺失 值 的 行 、 列 和 处 理 的 总 和 , y^. 是 有 缺失 值 时 的 全 体 观测 值 的 总 和 

拉丁 方 可 用 于 行 和 列 代表 实验 者 实际 想 要 研究 的 因子 的 情况 , 其 中 没有 随机 化 约束 . 这 样 一 
来 , 3 个 因子 ( 行 、 列 、 字 母 ), 每 一 个 有 p 个 水 平 , 能 够 仅 用 p? 次 试验 来 研究 . 这 种 设计 假定 因 
子 之 间 没有 交互 作用 . 更 详尽 的 内 容 随后 将 在 交互 作用 的 论题 中 讨论 

1. 拉丁 方 的 重复 

小 的 拉丁 方 的 一 个 缺点 是 它 给 出 相对 小 的 误差 自由 度 . 例如 , 一 个 3x3 拉丁 方 只 有 2 个 误 
差 自由 度 , 一 个 4x4 拉丁 方 只 有 6 个 误差 自由 度 , 等 等 . 当 使 用 小 的 拉丁 方 时 , 常常 希望 重复 使 
用 它们 以 便 增加 误差 自由 度 . 

重复 拉丁 方 有 几 种 方法 . 为 说 明 起 见 , 考虑 例 4.4 所 用 的 5x5 拉丁 方 , 假定 它 重复 n 次 . 做 
法 有 如 下 几 种 

(1) 每 次 重复 中 用 相同 的 批 次 和 相同 的 操作 人 员 . 

(2) 每 次 重复 中 用 相同 的 批 次 但 用 不 同 的 操作 人 员 (或 者 , 等 价 地 , 用 相同 的 操作 人 员 但 用 
不 同 的 批 次 ) 

(3) 用 不 同 的 批 次 和 不 同 的 操作 人 员 . 
方差 分 析 将 依赖 于 重复 的 方法 . 

考虑 情形 1, 此 时 用 于 每 次 重复 的 行 和 列 区 组 化 因子 的 水 平 相同 . 令 yi 表示 行 i、 处理 j、. 
Pl k. 28 1 次 重复 的 观测 值 , 有 N= np? 个 总 的 观测 值 . 方差 分 析 法 概括 在 表 4.13 中 ， 

现 考虑 情形 2, 设 在 每 次 重复 中 用 新 的 原料 批 次 但 操作 人 员 不 变 . 这 样 一 来 , 在 每 次 重复 中 
有 5 个 新 的 行 (一 般 地 , 有 p 个 新 行 ). 方差 分 析 概 括 在 表 4.14 中 . 注意 , 行 的 方差 来 源 实际 上 
度量 了 在 n 次 重复 中 行 间 的 变异 . 

最 后 , 考虑 情形 3, 此 时 在 每 次 重复 中 用 新 的 原料 批 次 和 新 的 操作 人 员 . 现在 , 行 和 列 所 得 
的 方差 度量 了 在 重复 中 相应 因子 的 变异 . 方差 分 析 法 概括 在 表 4.15 中 

分 析 重 复 的 拉丁 方 还 有 其 他 方法 , 它 容 许 处 理 与 拉丁 方 之 间 有 某 种 交互 作用 (参见 思考 是 
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4.23). 


A413 重复 拉丁 方 的 方差 分 析 ， 情形 1 


E € c 
E : A ' 

A gir ets 2E "n S 
TÀ m= T A] 
ALEA NESANA N 


ERI 
(p—i)n(p4-1)—3 


(p — 1)Ín(p + 1) — 3] 


误差 


np? 一 1 


33:959 3 ers 


总 和 


表 4.14 重复 拉丁 方 的 方差 分 析 ， 情 形 2 


i 
C | dt 
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SS : 
(p—-1)np-1) 


(p — 1)(np — 1) 


用 减法 


VA 
总 和 


np? —] 


表 4315 重复 拉丁 方 的 方差 分 析 , 情形 3 


o| SE 
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Fl iid: 
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2. 交叉 设计 和 平衡 剩余 效应 设计 

有 时， 人 们 会 遇 到 时 间 周 期 是 实验 的 一 个 因子 这 样 的 问题 . 一 般 说 来 , 在 p 个 时 间 周 期 内 要 
检验 p 种 处 理 时 用 np 个 实验 单元 . 例如 , 一 位 人 类 行为 分 析 者 研究 20 个 对 象 中 两 种 流质 的 脱 
水 效应 . 在 第 一 个 周期 内 , 有 一 半 对 象 { 随 机 选取 ) 给 流质 A, 另 一 半 对 象 给 流质 B. 在 周期 之 
K, 测 出 响应 值 , 并 且 可 以 忽略 某 个 周期 以 消除 流质 的 任何 生理 效应 . 实验 者 再 使 原来 取 流质 A 
的 对 象 取 流 质 B, 原来 取 流 质 B 的 对 象 取 流质 A. R RUR 3x SUE GT. 它 可 以 作为 有 两 
fj {时 间 周 期 ) 和 两 种 处 理 (流质 类 型 ) 的 10 个 拉丁 方 组 来 进行 分 析 , 10 个 拉丁 方 的 每 一 个 中 
的 两 列 都 与 对 象 相对 应 ， 

这 一 设计 的 布局 如 图 4.7 所 示 . 拉丁 方 中 的 行 代表 时 间 周 期 , PRENS. 首先 接受 流质 A 
的 10 个 对 象 (1, 4, 6, 7, 9, 12, 13, 15, 17, 19) 是 随机 确定 的 . 


EE 


p ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
周期 1 A B B A B A A B A B B A A B A B A B A B 
周期 2 BEBA A B A B B A B A A B B A B A B A B A 


图 4.7 交叉 设计 


简略 的 方差 分 析 概 括 在 表 4.16 中 ， 对 象 平 方 和 作为 20 个 对 象 总 数 之 间 的 校正 平方 和 来 
计算 , 周期 平方 和 是 行 间 的 校正 平方 和 , 流质 平方 和 作为 字母 总 数 间 的 校正 平方 和 来 计算 . 这 些 
设计 的 更 详细 的 统计 分 析 可 参阅 Cochran and Cox(1957), John(1971), 以 及 Anderson and 
McLean(1974). 

我 们 也 可 以 将 拉丁 方 型 设计 用 于 处 理 有 剩余 效应 的 实验 中 去 , 也 就 是 说 , 例如 , 在 周期 2 中 流 
质 B 的 数据 仍然 反映 出 周期 1 中 流质 4 的 一 些 效应 . Cochran and Cox(1957) 以 及 John(1971) 
对 有 剩余 效应 的 平衡 设计 进行 了 详细 的 讨论 . 

表 4.16 图 4.7 中 的 变 灸 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 自由 度 
AER ( 列 ) 19 
周期 (fr) 1 
流质 (字母 ) 1 
误差 18 
总 和 39 


4.8 ExT Hitit 


考虑 一 个 p x p 拉丁 方 , 在 其 上 有 从 加 第 2 个 p x p 拉丁 方 , 其 处 理 用 希腊 字母 表示 . 如 果 在 
登 如 时 使 每 个 希腊 字母 与 拉丁 字母 一 起 出 现 一 次 且 仅 有 一 次 , 则 称 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 , 所 得 的 
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设计 叫做 正 交 拉丁 方 2. 一 个 4x4 正 交 拉丁 方 的 例子 如 表 417 Pi. 


表 4.17 4x4 正 变 拉丁 方 设计 


列 
行 
] 2 3 4 
1 Ac BH Cy Då 
2 Bå Ay DA Ca 
3 CB Dao Aó B^ 
4 D^ Có Ba AB 


——— cr- a o Po MM e er 

正 交 拉丁 方 设计 能 够 用 来 系统 地 控制 3 个 外 部 变异 性 的 来 源 , 也 就 是 说 , 可 以 沿 3 个 方向 
划分 区 组 . 这 一 设计 可 以 考察 4 个 因子 ( 行 、 列 、 拉 丁字 母 、 希腊 字母 ), 每 个 因子 有 p 个 水 平 ， 
仅 需 作 p^ 次 试验 . 正 交 拉丁 方 除 了 p = 6 之 外 对 所 有 的 p > 3 都 存在 . 


正 区 拉丁 方 设计 的 统计 模型 是 
和 1 2, (DP 
Esp uus 
Vikt = H + Oi a Tj + wk + Vi + egg : i (4.25) 
k 1,2,-.-.p 
i = 1.2, P 


其 中 yug 是 对 拉丁 字母 y 和 希腊 字母 在 行 i 和 列 ! 上 的 观测 值 , 9; 是 第 i 行 的 效应 ， Tj 是 拉 
了 本子 母 处 理 j 的 效应 , wx 是 希腊 字母 处 理 k 的 效应 , pi 是 列 的 效应 , eis 是 一 个 服从 NID(0, 
c^) 的 随机 误差 分 量 . 完全 识别 一 个 观测 值 只 需要 4 个 下 标 中 的 2 个 . 
方 兰 分 析 与 拉丁 方 的 分 析 非 常 相像 . 因为 希腊 字母 在 每 一 行 和 每 一 列 中 恰 出 现 一 次 与 每 一 
拉丁 字母 一 起 也 恰 出 现 一 次 , 由 希腊 字母 代表 的 因子 正 交 于 行 、 列 以 及 拉丁 字母 表示 的 处 理 . 因 
此 , 希腊 字母 因子 的 平方 和 可 以 由 希腊 字母 的 总 和 来 计算 ， 而 且 实验 误差 可 以 进一步 用 这 一 问题 
来 减 小 . 计算 上 的 细节 由 表 4.18 来 说 明 . 行 、 列 、 拉丁 字母 和 希腊 字母 处 理 相等 的 零 假 设 可 以 
用 对 应 的 均 方 值 除 以 均 方 误差 来 检验 . 拒绝 域 是 Fp-1,(p-3)(p-1) 分 布 的 上 尾部 点 . 


X 4.18 ” 正 交 拉丁 方 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 
D a^ 
hr] 字母 处 理 DOL = 22 y^. — 2 p—1 
b P : 
正 交 字母 处 理 SSG = 1 2 82 — e psi 
-= 1 2 y^ 
tj WO RE 2M E. p-1 
: p 2 
yj RET 一 p 2o y^, -= fu pt 1 
误差 55 e (HIRIE) (p — 3) (p — 1) 
2 
总 和 SST -L LEM E A. p^ 


oO 


(D 也 有 的 书 称 之 为 希腊 拉丁 方 . — 译 者 注 
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例 4.4 设 在 例 4.3 的 火箭 推进 剂 实验 中 , 还 需 考 虑 一 个 可 能 重要 的 因子 : 试验 装配 . 设 有 5 种 试验 装 
配 , 用 希腊 字母 a, 6, y, ô < 表示 . 5x5 的 正 交 拉丁 方 设计 的 结果 如 表 4.19 Bron. 
X 4.19 “火箭 推进 剂 实验 的 5x5 的 正 交 拉丁 方 设计 


REAR 
原料 的 批 次 | 1 E Yi.. 
1 Aa 一 一 ] By = —5 Ce = —6 D = —1 Eó = 一] —14 
2 BE = —8 C6 = —1 Da = 5 Ey= 2 Ae — 11 9 
3 Cy 一 一 了 De = 13 Ig 1 A= 2 Ba = —4À 5 
4 Dose 1 Ea= 6 Avy-— 1 Be = —2 CH= -3 3 
5 Ee = —3 AB - 5 Bå = —5 Ca 一 4 Dy= 6 T 
E —18 18 —A4 5 9  10-y.. 
因为 原料 的 批 次 ( 行 )、 操 作 人 员 【 列 )、 配方 (拉丁 字母 ) 的 总 和 与 例 4.3 的 相等 , 所 以 有 
SSma = 68.00 SS), sg = 150.00 55g; = 330.00 
试验 装配 {希腊 字母 ) 的 总 和 是 
希腊 字母 试验 装配 总 和 
Cr 8g..1. = 10 
8 y..2. — —6 
Y 4 .3. — —À3 
由 y.4. — —À 
€ y..5, — 13 
于 是 , ARRE FARE 
-l Ā.2 LES l 2 a 2 2,4323 DUI.  。 
S Syr = na Lea 5[10 cia ppc + 134] 一 =s = 92.00 


完全 的 方差 分 析 概 插 在 表 4.20 中 .配方 的 显著 性 差异 为 1%. HR 4.20 与 表 4.11 进行 比较 可 以 看 出 , EE 
走 试验 鉴 配 的 变 并 性 会 减少 实验 误差 ， 然而 , 在 减少 实验 误差 时 ， 也 将 误差 目 由 度 从 12( 例 4.3 的 拉丁 方 设 
计 ) 减少 全 8. 这 样 一 来 , 误差 的 估计 量 少 了 几 个 自由 度 ， 从 而 可 能 使 检验 降低 灵敏 度 . 

表 4.20 ”火箭 推进 剂 配方 问题 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P È 
配方 330.00 4 82.50 10.00 0.003 3 
ERE EIRE 68.00 4 17.00 
操作 人 员 150.00 4 37.50 
试验 装配 62.00 4 15.50 
误差 66.00 8 8.25 
总 和 676.00 24 


构成 正 交 拉丁 方 的 拉丁 方正 交 对 的 概念 可 以 作 些 推广 . 一 个 p x p 875 (hypersquare) 是 一 
种 设计 , 其 中 又 加 有 3 个 或 更 多 的 互相 正 交 的 p x p 拉丁 方 . 一 般 说 来 , 如 果 能 得 到 一 个 有 p 一 1 
个 互相 正 交 的 拉丁 方 的 完全 组 , 就 可 以 研究 多 至 p--1 个 因子 . 这 种 设计 将 利用 所 有 (p-- 1)(p— 1) 
— p-1^ B Bi, 所 以 , 一 个 独立 的 误差 方差 的 估计 是 必需 的 . 当然 , 在 用 超 方 时 , 因子 之 间 必 
须 没 有 交互 作用 . 


4.4 ”平衡 不 完全 区 组 设计 
在 使 用 随机 化 区 组 设计 的 某 些 实验 中 , 对 于 每 一 区 组 , 我 们 未 必 都 能 够 对 所 有 的 处 理 组 合 各 
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做 一 次 试验 ， 这 种 情况 的 发 生 通 常 是 因为 缺乏 实验 仪器 或 器 材 , 或 者 是 由 于 区 组 的 实际 大 小 等 
RA. 例如 , 在 血管 移植 实验 中 (P 4.1), 假定 每 一 批 原材料 的 大 小 仅 可 供 检验 3 个 挤 压 压强 
因此 , 每 个 挤 压 压强 就 不 能 在 每 批 原材料 都 得 到 检验 ， 对 于 这 类 问题 还 是 有 可 能 来 使 用 随机 化 
KARIA, 不 过 , 不 是 每 个 处 理 都 在 每 个 区 组 中 出 现 . 这 种 设计 叫做 随机 化 不 完全 区 组 设计 
(randomized incomplete block design). 

当 所 有 的 处 理 比 较 具有 同等 的 重要 性 时 ， 用 于 每 一 区 组 的 处 理 组 合 应 该 按 平 衡 方式 来 选取 ， 
也 就 是 说 , 使 任意 一 对 处 理 在 一 起 出 现 的 次 数 相同 . 平衡 不 完全 区 组 设计 (BIBD) 就 是 这 样 一 种 
不 完全 区 组 设计 , 其 中 ， 任意 两 个 处 理 在 一 起 出 现 的 次 数 相等 . 假定 有 a 个 处 理 , 在 每 一 区 组 中 
刚好 容纳 k(k < a) 个 处 理 . 平衡 不 完全 区 组 设计 可 以 取 (2). 个 区 组 并 对 每 一 区 组 安排 一 个 不 
同 的 处 理 组 合 . 不 过 , 常常 可 以 取 少 于 (O 个 区 组 来 得 到 平衡 的 设计 . Fisher and Yates(1953), 
Davies(1956) 5j Cochran and Cox(1957) 都 给 出 了 BIBD 3&. 

例如 , 设 一 位 化 学 工程 师 将 某 一 化 学 过 程 的 反应 时 间 看 作为 所 用 的 催化 剂 类 型 的 函数 . 现在 
研究 4 种 催化 剂 . 实验 方法 是 , 选取 一 批 原材料 装 入 实验 设备 中 ， 将 每 一 种 催化 剂 分 别 在 该 实验 
仅 备 中 进行 试验 , 观测 反应 时 间 . 因为 每 批 原材料 的 变化 可 能 会 影响 到 催化 剂 的 作用 , 工程 师 决 
定 将 原材料 的 批 次 看 作为 区 组 . 但 是 , 每 批 原材料 只 够 供 试验 3 种 催化 剂 | 因此 , 必须 用 随机 化 
不 完全 区 组 设计 . 这 一 实验 的 平衡 不 完全 区 组 设计 ， 以 及 观测 记录 如 表 4.21 Bro. 催化 剂 在 每 
一 区 组 中 实验 的 顺序 是 随机 的 . 


表 4.21 催化剂 试验 的 平衡 不 完全 区 组 设计 


处 理 (催化 剂 | 区 组 (原料 的 批 次 ) 
1 2 3 4 Yi. 
1 T3 re ?1 218 
2 — 75 T T2 214 
3 T3 T5 68 — 216 
4 T5 -一 T2 75 222 


4.4.1 BIBD 的 统计 分 析 


与 通常 一 样 , 我 们 假定 有 a PAREA b 个 区 组 . 此 外 , 还 假定 每 一 区 组 含有 种 处 理 , 每 一 
处 理 在 设计 中 出 现 7 次 (或 者 说 , 重复 X), 从 而 有 N= ar = bk 个 总 的 观测 值 . 还 有 , 每 对 处 
理 在 同一 区 组 中 出 现 的 次 数 是 
r(k — 1) 


A= 
a — ] 


1 a=b 时 ， 称 这 一 设计 是 对 称 的 ， 

参数 入 必须 是 一 个 整数 .为 导出 关于 A 的 关系 式 , 我 们 考虑 任 一 处 理 , 比方 说 处 理 1. Bg 
为 处 理 1 出 现在 7 个 区 组 中 ， 而 在 这 类 区 组 的 每 一 个 区 组 中 都 有 太一 1 个 其 余 的 处 理 , 因此 有 
r(k — 1) 个 观测 值 包含 在 处 理 1 的 区 组 中 . 这 r(k — 1) 个 观测 值 也 必须 表示 其 余 a — 1 个 处 理 
和 A 次 . 因此 A(a — 1) = r(k — 1). 
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BIBD 的 统计 模型 是 
yi = H + Ti + Bj T6 (4.26) 
其 中 yi; 是 第 5 个 区 组 的 第 i 个 观测 值 , 4 是 总 均值 , n 是 第 i 种 处 理 的 效应 , B; 是 第 j 个 区 
组 的 效应 , si 是 NID(0, o?) 随机 误差 分 量 . 数据 的 总 方差 是 总 校正 平方 和 : 


2 
SSr — 3: vs — " (4.27) 
i j 


总 变异 性 可 分 解 为 

SS = S Sya [已 调整 的 ) + S Sga 十 SSE 
其 中 处 理 平方 和 已 被 调整 , 使 处 理 与 区 组 效应 得 到 分 离 . 这 一 调整 是 必需 的 , 因为 每 一 处 理 所 在 
的 r 个 区 组 集 是 相 姑 的 . 这 样 一 来 , 未 曾 调整 的 处 理 总 和 yi yas. ya. 之 间 的 差 亦 受 区 组 之 


间 差 的 影响 . 
区 组 平方 和 是 
SS« zd 5s NE (4.28) 
区 组 一 大 > y.5 N 
其 中 oy; 是 第 7 个 区 组 的 总 和 , SS 有 5 一 1 个 自由 度 . 已 调整 的 处 理 平 方 和 是 
EEQ? 
Sym (已 调整 的 ) 一 (4.29) 
其 中 Qi 是 第 i 种 处 理 的 已 调整 的 总 和 , 其 计算 式 为 
b 
Qi = yi- LY nus $—1,2,-..,a (4.30) 
j—1 


当 区 组 j 中 出 现 处 理 i 时 nu = 1, 否则 ng = 0. 已 调整 的 处 理 总 和 加 起 来 通常 为 零 
SSuam (已 调整 的 ) 有 o—1 个 自由 度 . 由 减法 算得 误差 平方 和 为 


SS E 一 SOT v S Sum {已 调整 的 ) 一 心身 区 组 (4.31) 


"Ud N -a—-b+1 TAHE. 
检验 处 理 效应 相等 的 恰当 的 统计 量 是 


NE M Sys 1 已 调整 的 ) 
MSE 


方差 分 析 概 括 在 表 4.22 P. 


R 4.22 平衡 不 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 Y H Fo 
处 理 (已 调整 的 ) t 2s Qt "m SSe canm gy. Sma cu 
区 组 Pxwà-if b-1 SE 
误差 SS p (HIRE) N—a—btl NO. Ao 


z 
BR LEYXd«?- N-i 
I J 
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例 4.5 考虑 表 4.21 中 关于 催化 剂 实验 的 数据 . IdÉa—4b—4k-—3r—3,A—2UEÀR N—12 
的 BIBD. 数据 的 分 析 如 下 . 总 平方 和 是 


2 70)? 
- 2 3.89194 — ČOT _ g1.00 
SST 2- 2, Vig 12 63 156 ] 
由 (4.28) 式 得 区 组 平方 和 为 
D 2 Ll 2 2 2 24 (870) 
Su = -— — — zm —[(221 207 224)^ + (218)^] 一 —— = 55.00 
S Si ii 3 24 V3 12 7 31(221)* + (207)? + (224)? + (218)?] T 


要 计算 对 区 组 已 调整 的 处 理 平 方 和 , 先 用 (4.30) 式 确 定 出 已 调整 的 处 理 总 和 为 
Q1 = (218) — 1(221 + 224 + 218) = —9/3 
Q2 = (214) — 1(207 + 224 + 218) = — 7/3 
Qs = (216) — 5(221 + 207 + 224) = —4/3 
Q4 = (222) — 1(221 + 207 + 218) = 20/3 
髓 由 (4.20) 式 算 得 已 调整 的 处 理 平 方 和 为 


d 
z 
EO sK-o/3* + (—7/3)? + (4/3?! + (20/3) 


pe (2y(4) = 22.19 


DOAA (已 调整 的 ) 一 
相 减 得 误差 平方 和 为 
SSg = SS — SS (em) — S.SE 组 一 81.00 — 22.75 — 55.00 = 3.25 
方差 分 析 如 表 4.23 所 示 . 因为 p 值 较 小 , 所 以 结论 是 , 所 用 的 催化 剂 对 反应 时 间 有 显著 效应 


3X 4.23 i 4.5 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P (ü 
处 理 (对 区 组 调整 的 ) 22.75 3 7.58 11.66 0.010 7 
区 组 


55.00 3 — 
误差 3.25 5 0.65 
总 和 81.00 11 


如 果 所 研究 的 因子 是 固定 的 , 则 对 各 个 处 理 均值 进行 检验 是 有 意思 的 . 如 果 使 用 正 交 对 照 的 
话 , 则 这 些 对 照 一 定 是 由 已 调整 的 处 理 总 和 即 {Q;} 而 不 是 由 {yi.} 所 得 出 . 对 照 平方 和 是 


2 
k (X aQ.) 
Aa Y g 
i=] 


其 中 {ci} 是 对 照 系数 . 其 他 的 多 重 比较 法 亦 可 以 用 来 比较 所 有 已 调整 过 的 处 理 均值 对 在 4.4.2 
节 中 我 们 会 见 到 它 可 以 用 A= kQi/(Aa) 来 估计 . 己 调 整 的 处 理 效应 的 标准 误 是 


[em 


(4.32) 


上 述 分 析 中 , 我 们 是 将 总 平方 和 分 解 为 已 调整 的 处 理 平方 和 、 未 调整 的 区 组 平方 和 以 及 误差 
PAM. 有 了 时, 我 们 想 要 评估 区 组 效应 , 要 做 到 这 一 点 , 需要 SS. 的 男 一 分 解 式 , 那 就 是 


SST = S Sya T S Ogg (已 调整 的 ) 十 DDE 
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此 处 SSua 是 未 调整 的 . 如 果 设 计 是 对 称 的 , 即 a = b, 则 可 得 出 SSus qase, 的 一 个 简单 公 
式 . 已 调整 的 区 组 总 和 是 


p. 
Qj = Yi — li 2. niyi j-—101,2,::,b (4.33) 
从 而 
b 
r $ (Qj) 
SS emen) = p (4.34) 


因为 a= b — 4, f| 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设计 是 对 称 的 , 因此 


Qi = (221) — 1(218 + 216 + 222) = 7/3 
Q2 = (224) — $(218 + 214 + 216) = 24/3 
Q3 = (207) — į (214 + 216 + 222) = —31/3 
Qi = (218) — į (218 + 214 + 222) = 0 


从 而 2 2 2 2 
S Spg [已 调整 的 ) = OO EH — 066.08 | 
还 有 


(218) + (214) 十 (216)? + (222)? — (870)? 
3 


S Sua 一 — 11.67 


对 称 的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 概 括 在 表 4.24 中 . 注意 , 表 4.24 中 与 均 方 有 关 的 平 
方 和 加 起 来 不 等 于 总 平方 和 , 即 


SST E SSg 十 SSaw {已 调整 的 ) 十 SS km (已 调整 的 ) 


这 是 由 于 人 处理 与 区 组 的 非 正 交 性 所 致 . 
X 4.24 DU 4.5 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 137; Fo P È 

处 理 [已 调整 的 ) 22.75 3 7.58 11.66 0.010 7 
处 理 (未 调整 的 ) 11.67 3 
区 组 (未 调整 的 ) 55.00 3 
区 组 (调整 的 ) 66.08 3 22.03 33.90 0.001 0 

误差 3.25 5 0.65 

总 和 81.00 11 
计算 机 输出 


有 许多 计算 机 软件 包 可 以 进行 平衡 不 完全 区 组 设计 的 分 析 . SAS 的 一 般 线性 模型 方法 是 其 
中 之 一 , 为 外 一 种 是 Minitab, 它 是 PC 广泛 使 用 的 统计 软件 包 . 表 4.25 的 上 半 部 是 例 4.5 的 
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Minitab 的 一 般 线 性 模型 ， 比 较 表 4.25 MÆ 4.24, Minitab 已 经 计算 出 了 已 调整 的 处 理 平方 和 
以 及 已 调整 的 区 组 平方 和 . (它们 在 Minitab 输出 中 被 称 为 "Adj SS"). 


X 4.25 例 4.5 的 Minitab( 一 般 线 性 模型 ) 分 析 


General Linear Model 

Factor Type Levels Values 

Catalyst fixed Å 12354 

Block fixed 4 123534 

Analysis of Variance for Time, using Adjusted SS for Tests 
Source DF Seq SS Adj SS Adj MS F P 
Catalyst 3 11.66? 22.750 7.583 11.67 0.011 
Block 3 66.083 66.083 e2.028 53.89 0.D01 
Error 5 3.250 3.250 0.650 

Total 11 81.000 


Tukey 95.0X Simultaneous Confidence Intervals 
Response Variable Time 
ALL Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst 


Catalyst = 1 subtracted from: 


Catalyst Lower Center Upper --------- 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 = 一 一 一 一 
2 -2.327 0.2500 2.827 (一 一 一 一 一 一 一 一 让 一 一 一 一 一 一 一 一 ) 
3 -1.952 30.6250 3.202 《一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 ) 
4 1.048 3.6250 6.202 (mec *-------- ) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 ， 
0.0 2.5 3.0 
Catalyst = 2 subtracted from: 
Catalyst Lower Center Upper --------- 下 ER demnm 
3 -2.202 0.3750 2.952 《一 一 一 一 一 一 一 = 省 一 一 一 一 一 一 一 ~ ) 
4 798 3.3750 5.952 《一 一 一 一 一 = 一 一 太一 一 一 一 一 一 一 一 ) 
一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 ~ 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 . 
0.0 2 3.0 
Catalyst = 3 subtracted from: 
Catalyst Lower Center Upper --------- 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 十 一 一 = 一 一 一 
4 0.4228 3.000 5.577 《 一 一 一 一 一 一 一 一 生 一 一 一 一 一 一 一 一 ) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 
0.0 2.5 5.0 


Tukey Simultaneous Tests 
Response Variable Time 
ALL Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst 


Catalyst = 1 subtracted from: 


Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value 
e 0.2500 0.6982 0.3581 0.9825 
3 0.6250 0.6982 0.8951 .8085 
4 3.6250 0.6982 5.1918 .0130 
Catalyst - 2 subtracted from: 

Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value 
3 0.3750 0.6982 0.5371 0.9462 
4 5.5750 0.6982 4.8558 0.0175 
Catalyst = 3 subtracted from: 

Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value 
4 3.000 0.6982 4.297 0.0281 

———————————————————————————————————— 


* 4.25 的 下 半 部 是 一 个 多 重 比较 分 析 , 采用 Tukey 方法 . 它 列 出 了 所 有 成 对 均值 的 差异 的 
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置信 区 间 和 Tukey 检验 . 使 用 Tukey 方法 , 我 们 得 出 结论 : 催化 剂 4 与 其 他 3 种 催化 剂 有 差异. 


4.4.2 ”参数 的 最 小 二 乘 估 计 
考虑 估计 平衡 不 完全 区 组 模型 的 处 理 效 应 . Exi 538 1EHU FR ER JE 


a b. 
p:NÀcLTM 六 十 大 3 = y.. 
i=] j—1 
b - 
Ts DTÉd- rj 十 » nij D; = yi. 1 = 1,2,- Qj (4.35) 
j—1 
B; : kk -- YS nfi t kB; = yj J321,2,---,a 
£—1 


添加 约束 EA =E Â =0, 8]f ü—-gy. 用 (5,) 的 方程 组 消去 (0) 的 方程 组 中 的 区 组 效应 ， 
得 b a b 
rkf, rfi — 5, », nijnpjfy = kyi. 一 5, niyj (4.36) 
PET j=l 


注意 (4.36) 式 的 右 端 项 就 是 kQ, 其 中 Q 是 第 i 种 已 调整 的 处 理 总 和 [ 见 (4.29) 3X]. 因为 当 
b 
p£ itf, D NijNpj = A 以 及 n2; = npj( 因 为 n,; = 0 BE 1), 所 以 可 将 (4.36) 式 改 写 为 
了 一 ] 
r(k—1);—AÀ Y fe kQ, i—12,,a (4.37) 
der 


最 后 , 注意 到 约 东 Yo — 0 MERE D t = i, XUI r(k 1) = Xa - 1), 故 可 得 出 


psi 


AT = kQ; um cg (4.38) 
因此 , 平衡 不 完全 区 组 模型 的 处 理 效应 的 最 小 二 乘 估 计量 是 
& = fai j—L2,.-,a (4.39) 


例如 , 考虑 例 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 因为 Qi = —9/3, Q» = —7/3, Qs = —4/3, 


Q4 — 20/3, 得 
-—G lp 


ST up 
、_ 9(—4/3) — ! 
pu oM 
与 4.4.1 节 所 得 的 相同 . 
4.4.3 BIBD 中 内 部 信息 的 恢复 


在 4.4.1 节 给 出 的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 分 析 通 常 叫 做 区 组 内 分 析 (intrablock analysis), 
因为 它 消除 了 区 组 差异 , 所 以 , 处 理 效应 的 全 部 对 照 都 可 以 表示 为 同一 区 组 内 的 观测 值 之 间 的 比 
较 ， 这 一 分 析 对 于 固定 区 组 以 及 随机 区 组 都 适用 . Yates(1940) 提 到 , 当 区 组 效应 是 均值 为 零 、 
方差 为 va 的 不 相关 随机 变量 时 , 可 以 得 出 关于 处 理 效应 n; 的 附加 信息 . Yates 称 获得 这 类 附加 
信息 的 方法 为 区 组 间 分 析 (interblock analysis). 


—9/8, = 人 = 一 了 /有 8 


_ 3(20/3) 
(2)(4) 


— 20/8 
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将 区 组 总 和 ys 看 作为 b 个 观测 值 的 集合 . 这 些 观测 值 的 模型 [依照 John (1971)] 是 
Yj = Kp Y Tj Ti 十 (+8, + «| (4.40) 
i-1 i=l 


其 中 括号 内 的 项 可 看 作为 误差 项 . p5 rn 的 区 组 内 估计 量 可 以 由 最 小 二 乘 函数 
b 


a z 
En ES) 


最 小 化 而 得 . 由 此 得 到 下 面 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 : 


pr 


(4.41) 
Ti: krü-FrTi +À X T p Tijy.j i-—1,2,- 
ui 
UP pn 表示 区 组 间 估计 量 . 加 上 约束 Yo 六 = 0, 得 方程 组 (4.41) 的 解 为 
1£—1 
B=. (4.42) 
b 
pa Niyd.j —kry. 
i129, (4.43) 


T —À 
可 以 证 明 , 区 组 间 佑 计量 (55) 与 区 组 内 估计 量 (8) 是 不 相关 的 . 
区 组 间 信 计量 {7} 可 能 不 同 于 区 组 内 估计 量 (5). 例如 , 算得 例 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设 
计 的 区 组 间 估 计量 为 : 


z, — 63 — (3)(3)(72.50) 649 — (3)(3)(72.50) _ 


. ENT E — 
"E GXG)T2.80 2-050 A= o5 — GIGA 0) = —6.50 


注意 , 此 处 2 ni5y.3 的 值 前 面 在 计算 区 组 内 分 析 中 已 调整 的 处 理 总 和 时 用 到 过 . 


现在 ， 如 果 我 们 想 要 把 区 组 间 估 计量 和 区 组 内 估计 量 组合 起 来 以 期 对 于 每 一 个 ri, 都 可 以 
得 到 单一 、 无 偏 、 最 小 方差 的 估计 . 可 以 证 明 , 4; 与 元 都 是 无 偏 的 , 而 且 


V(f;)-— do? (区 组 内 ) 


"n 
k(a — 1) 
a(r — A) 
我 们 取 这 两 个 估计 量 的 一 个 线性 组 合 , 比方 说 


V(7)- (o? + kog) (区 组 间 ) 


Tj — Q4fi + ooi (4.44) 
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来 估计 n. 对 这 一 种 估计 方法 , 最 小 方差 无 偏 组 合 居 计 量 0; 应 有 权重 al = wj (wi 十 uz) 和 
œz 二 uz/ lui + u2), 其 中 wi = 1/V(f;), uo = 1/V(). TE, 最 优 的 权重 与 0, 与 A 的 方差 成 
反比 . 这 意味 着 , 最 好 的 组 合 估 计量 是 
EN 5, 82 (g? + ko) +A ER D g? —" 
i HoHo? + Hei (g? + ka?) 1 =) 5 
可 以 把 它 简 化 为 
kQi(o* + ka) + (E nijy.j 一 es.) - 
j=1 
(r — Aja? + Aa(c? + ko?) 
然而 , (4.45) 式 不 能 用 来 估计 n, 因为 方差 o 与 oz 是 未 知 的 . 通常 的 方法 是 利用 测 得 的 
数据 来 估计 o^ 与 ea, 然后 用 这 些 估计 值 代 入 (4.45) 式 中 来 代替 这 两 个 参数 , o? 的 估计 量 通常 
取 区 组 内 方差 分 析 中 的 误差 均 方 值 , 即 区 组 内 误差 . 于 是 有 


疗 * 一 MSE 


c5 的 估计 值 取 自 对 处 理 已 调整 过 的 区 组 的 均 方 值 . 一 般 说 来 , 对 于 平衡 不 完全 区 组 设计 , 这 一 均 
方 值 是 


A= i—1,2,...a (4.45) 


k2 Qi b y? a y? 
7 三 1 b= 1 
M Sea (EWER) 一 TOU CMESEM) 7-7 (4.46) 


它 的 期 望 值 [由 Graybill(1961) 导出 ] 是 
ar 一 1) 2 


E[M Ska asm] — 0^ + p_i 98 


这 样 一 来 , 当 M Sag cart > MSe 时， 82 的 估计 量 是 
a Macaa M 


92 MOERS (4.47) 
Hc M Sga [已 调整 的 ) & < MSE 时 ， 令 65-—0. 这 就 得 出 组 合 估 计 
b 
kQi(6* + kó5) 十 (E nijy.j — kry, 
E 
n=}  (-X9: 13489 X533) 9870 (en) 
yi. — (1/a)y.. 82 —(0 (4.48b) 


: 

今 对 例 4.5 的 数据 计算 这 些 组 合 估计 量 . 由 表 4.24 得 5? = MSg = 0.65 以 及 MS 一 22.03( 在 
计算 MSga (已 调整 的 } 时 ， 我 们 利用 了 对 称 设 计 . 一 般 说 来 ， 须 用 (4.46) x). ER] MS 【已 调整 的 ) z 
MS xg, 用 (4.47) 式 估计 62 得 


.2 _ (22.03 — 0.65)(3) _ 


Gg = A(3 zi) = 8.02 


128 第 4 章 随机 化 区 组 , 拉丁 方 , 以 及 有 关 的 设计 


因此 , 可 将 6* = 0.65 和 65 = 8.02 代入 (4.48a) 式 得 出 组 合 估 计量 , 如 下 表 所 示 . 为 方便 
ER, 亦 列 出 区 组 内 估计 量 和 区 组 间 估 计量 . 该 例 中 , 组 合 估 计 接 近 区 组 内 估计 , 因为 区 组 间 估 
计 的 方差 相对 较 大 . 


参数 区 组 内 估计 什 区 组 问 估计 什 组 合 估计 
Ti — 1.12 10.50 一 1.09 
T2 —0.88 i 一 3.50 —(.8R 
T3 —0.50 —0.50 —0.50 
45 思考 题 


41 一 位 化 学 家 想 要 检验 4 种 化 学 试剂 对 于 一 种 特定 类 型 布料 的 强度 效应 , 因为 布匹 之 间 会 有 变异 性 , 这 
位 化 学 家 决定 用 随机 化 区 组 设计 ,将 布匹 考虑 为 区 组 . 她 选取 了 5 匹 并 用 所 有 4 种 化 学 制剂 随机 地 
对 每 匹 进行 试验 . 测 得 的 抗 拉 强度 如 下 . 分 析 这 些 数据 (用 a = 0.05) 并 号 出 恰当 的 结论 


CC 
fo t 


化 学 试剂 
l 2 3 1 5 
1 T3 68 T4 71 6T 
2 Ta 67 TO 72 TO 
d Tō 68 T83 T3 68 
4 T3 Tl Tō T5 69 


*4.2 研究 3 种 不 同 的 洗涤 液 对 于 5 加 仑 的 牛奶 容器 内 细菌 增长 的 抑制 作用 ， 分 析 是 在 实验 室内 做 的 ， 每 
大 全 能 做 3 个 试验 , 因为 时 间 可 能 表示 一 种 潜在 的 变异 性 来 源 , 实验 者 决定 用 随机 化 区 组 设计 . 4 天 
所 得 数据 如 下 . 分 析 该 实验 的 数据 (用 o = 0.05) 并 写 出 结论 . 


mC 
l 时 间 CX) 


1 2 3 4 
1 13 22 18 39 
2 16 24 17 44 
3 5 4 1 22 
4.3 对 思考 题 4.1 中 每 种 化 学 试剂 的 平均 抗 拉 强度 绘图 ， 并 与 适当 尺度 的 上 分 布 进行 比较 ， 从 图 中 你 能 
得 出 什么 结论 ? 


4.4 对 思考 题 4.2 中 每 种 洗涤 渡 的 平均 细菌 量 绘图 , 并 与 适当 尺度 的 t 分布 进行 比较 . 你 得 出 什么 结论 ? 
"4.5 考虑 4.1 节 中 描述 的 硬度 检验 实验 .假定 实验 按照 描述 的 进行 , 以 下 是 洛 氏 硬度 C 标尺 下 的 数据 (W 
去 40 个 单位 进行 规范 ); 


E 头 oO 


l 2 3 4 
———————————————————ÓÉ—8 |. 
1 9.3 9.4 9.6 10.0 
2 9.4 9.3 9.8 9.9 
à 9.2 9.4 9.5 9.7 
4 9.7 9.6 10.0 10.2 


(a) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) H Fisher LSD 方法 作 4 个 压 头 间 的 比较 ， 确认 哪个 压 头 的 硬度 读数 均值 有 显著 不 同 . 
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(c) 分 析 该 实验 的 残 差 . 

*4.6 洽 寓 中 公司 准备 把 直接 邮寄 宣传 材料 作为 广告 宣传 的 主要 手段 . 宣传 材料 中 提供 了 3 种 不 同 的 设计 
方案 , 公司 想 估计 它们 的 效用 , 因为 3 种 设计 的 成 本 可 能 存在 显著 差异 . 公司 准备 在 国内 的 4 个 不 同 
区 域 邮 寄 5 000 个 样本 给 每 个 潜在 顾客 来 检验 这 3 种 设计 . 因为 已 知 每 个 区 域 的 顾客 基数 ， 所 以 考 
虑 区 域 为 区 组 . 每 次 邮寄 的 响应 数 如 下 ; 


区 域 
Bo dw 
东北 西北 RPA 西南 
1 250 390 219 375 
2 400 920 390 980 
3 275 340 200 310 


(a) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) 用 Fisher LSD 方法 作 3 个 设计 间 的 比较 ， 确 认 哪 个 设计 的 平均 响应 率 有 显著 不 同 . 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 . 

4.7 研究 3 种 润滑 油 对 柴油 发 动机 货车 节省 燃油 的 效应 . 用 发 动机 运行 15 分 钟 后 的 制 动 油耗 率 来 度量 
燃油 的 经 济 性 . 研究 中 用 了 5 台 不 同 的 发 动机 , 实验 者 利用 了 完全 随机 化 区 组 设计 . 
人 

机 


xi 发 s 

] Z d 5 
1 0.500 0.634 0.487 0.329 0.512 
2 0.535 0.675 0.520 0.435 0.540 
3 0.513 0.595 0.488 0.400 0.510 


(a) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) 用 Fisher LSD 方法 作 3 种 润 清油 间 的 比较 ,确认 哪 种 润滑 油 的 制 动 油耗 率 有 显著 不 同 . 

4.8 在 Fire Safety Journal 上 的 一 篇 论文 ("The Effect of Nozzle Design on the Stability and Per- 
formance of Turbulent Water Jets," Vol. 4, August 1981) 描述 了 一 个 实验 , 其 中 的 形状 因子 是 
由 几 种 不 同 的 喷嘴 设计 决定 的 ， 每 种 喷嘴 设计 考虑 了 喷 流 速度 的 6 个 水 平 . 问题 的 焦点 是 将 喷 流 速 
度 看 作 讨厌 变量 时 , 喷嘴 设计 间 有 无 潜在 的 差异 . 数据 如 下 : 


喷嘴 设计 喷 流 速度 (m/s) 
11.73 14.37 16.59 20.43 23.46 28.74 
1 0.78 0.80 0.81 0.75 0.77 0.78 
2 0.85 0.85 0.92 0.86 0.81 0.83 
3 0.93 0.92 0.95 0.89 0.89 0.83 
4 1.14 0.97 0.08 0.88 0.86 0.83 
5 0.97 0.86 0.78 Go. 76 0.76 0.75 


(a) 喷嘴 设计 影响 形状 因子 吗 ? 用 盒 图 与 方差 分 析 来 比较 喷嘴 设计 用 m — 0.05. 
(b) 分 析 这 一 实验 的 残 差 . 
(c) 对 于 形状 因子 ， 哪些 喷嘴 设计 有 差异 ? 描绘 每 种 喷嘴 设计 的 平均 形状 因子 并 与 适当 尺度 的 二 分 
布 进 行 比较 . 将 你 从 这 一 图 中 所 得 的 结论 与 从 Duncan 多 重 极 差 检验 法 中 所 得 的 结论 进行 比较 . 
4.9 考虑 3.8 节 描 述 的 比值 控制 法 实验 ， 这 一 实验 实际 上 是 用 随机 化 区 组 设计 进行 的 ， 其 中 选取 6 个 时 
间 周 期 作为 区 组 , 在 每 一 时 间 周 期 中 检验 所 有 4 种 比值 控制 法 . 平均 电解 槽 电压 与 每 一 电解 槽 电压 
的 标准 差 { 圆 括号 内 的 数 ) 如 下 : 
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Hiat 时 间 周 期 
制 算 法 l 2 3 4 5 6 
1 4.93 (0.05) — 4.86 (0.04) 4.75 (0.05) 4.95 (0.06) — 4.79 (0.03) — 4.88 (0.05) 


2 4.85 (0.04) 4.91 (0.02) — 4.79 (0.03) — 4.85 (0.05) 4.75 (0.03) — 4.85 (0.02) 
3 4.83 (0.09) — 4.88 (0.13) 4.90 (0.11) 4.75 (0.15) 4.82 (0.08) — 4.90 (0.12) 
4 4.89 (0.03) — 4.77 (0.04) — 4.94 (0.05) — 4.86 (0.05) — 4.79(0.03) — 4.76 (0.02) 


(a) 分 析 平均 电解 槽 电压 数据 (用 a = 0.05). 比值 控制 法 的 选择 影响 平均 电解 梢 电压 吗 ? 
(b) 用 适当 的 分 析 法 来 分 析 电 压 的 标准 差 ( 称 之 为 “电位 噪音 ")， 比值 控制 法 的 选择 影响 电位 噪音 
1 

(c) 用 适当 的 残 差分 析 法 进行 分 析 . 
(d) 如 果 想 要 则 时 减少 平均 电解 槽 电压 与 电位 噪音 ， 你 将 选择 哪 种 比值 控制 法 ? 

“4.10 一 家 钻 合金 厂 生产 锭 状 的 晶 粒 细 化 剂 . 工厂 用 4 种 炉子 生产 产品 每 种 炉子 都 有 它 独特 的 抽检 特性 
所 以 , 在 有 多 于 一 种 炉子 的 铸造 车 间 中 进行 任 一 实验 就 要 将 炉子 看 作 讨厌 变量 .过程 工 程 师 预料 搅拌 
率 会 影响 产品 晶 粒 的 大 小 .每 种 炉子 以 4 种 不 同 的 搅拌 率 运行 ， 对 一 种 指定 的 细 化 剂 用 随机 化 区 组 
设计 进行 试验 , 所 得 的 晶 粒 大 小 数据 如 下 所 示 . 


aa 一 
P^ è FT 


WHE ( 转 / 分 ) CC 
1 2 3 4 
10 14 5 6 Q 
15 14 6 9 2 
20 17 9 3 6 


(a) 是 否 有 证 据说 明 搅 拌 率 对 晶 粒 大 小 有 影响 ? 
(b) 在 正 态 概率 纸 上 画 出 这 一 实验 的 残 差 图 .解释 该 图 . 
(c) 加 出 残 差 与 炉子 以 及 残 差 与 搅拌 率 的 关系 图 ， 该 图 能 提供 有 用 的 信息 吗 ? 
(d) 如 果 要 求 细 小 的 晶 粒 大 小 , 对 这 种 指定 的 唱 粒 细 化 剂 | 过 程 工程 师 应 该 推荐 选用 哪 种 搅拌 率 和 和 炉 
TE? 

"4.11 用 一 般 回归 的 显著 性 检验 法 分 析 思 考题 4.2 中 的 数据 . 

“4.12 假定 化 学 试剂 类 型 和 布匹 是 固定 的 , 估计 思考 题 4.1 中 的 模型 参数 ri 5j Bj. 

4.443 iH IEEE 4.2 的 抽检 特性 曲线 . 这 - 检验 法 对 处 理 效应 的 细小 差异 的 灵敏 度 如 何 ? 

4.14. WEAR 4.1 中 化 学 试剂 2 与 布匹 3 的 观测 值 缺失 。 用 缺失 值 的 估计 值 来 分 析 这 一 问题 . 再 用 精确 
的 分 析 法 并 比较 这 些 结果 . 

415 考虑 思考 题 4.5 中 的 硬度 检验 实验 .假设 试 件 3 与 讨 头 2 的 观测 值 缺失 . 用 缺失 值 的 估计 值 来 分 析 
这 一 问题 . 

4.16 随机 化 区 组 中 的 两 个 缺失 值 . 假定 在 思考 题 4.1 中 化 学 制剂 2 与 布匹 3 以 及 化 学 制剂 4 与 布匹 4 的 
观测 值 都 缺失 . 
(a) 用 4.1.3 节 所 述 的 选 代 估 计 法 估计 缺失 值 ， 并 分 析 这 一 设计 . 
(b) 将 SSe 对 那 两 个 缺失 值 求 导 并 使 之 等 于 零 从 而 解 得 缺失 值 的 估计 值 . 用 这 两 个 缺失 值 的 估计 

值 来 分 析 这 一 设计 . 

(c) 当 观 测 值 在 不 同 的 区 组 中 时 ， 导 出 估计 两 个 缺失 值 的 一 般 公 式 . 
(d) 当 观 测 值 在 相同 的 区 组 中 时 ,导出 估计 两 个 缺失 值 的 一 般 公式 . 

417 工业 工程 师 进行 关于 眼睛 聚焦 时 间 的 实验 . 他 感 兴趣 于 目标 与 眼睛 的 距离 关于 计 焦 时 间 的 效应 . 研究 
4 种 不 同 的 距离 . 他 用 5 个 对 鱼 来 做 实验 . 国 为 各 个 对 象 间 会 有 差异 , 他 决定 用 随机 化 区 组 设计 来 做 
实验 . 所 得 数据 如 下 . 分析 该 实验 数据 (用 o= 0.05) 并 写 出 恰当 的 结论 . 


Re d 


对 —£ 
距离 (英尺 ) - - : ; = 
r E SEMEN S rM 
4 10 6 6 6 6 
6 7 6 6 1 6 
8 5 3 - : 
10 6 4 4 2 3 


MEN iiL 

418 研究 5 种 不 同 的 配料 (A, B, C, D, E) 对 某 一 化 学 过 程 反 应 时 间 的 效应 . 每 批 新 材料 仅 够 进行 5 2X 
试验 . 每 次 试验 大 约 需 要 12 小 时 , 所 以 一 天 只 能 做 5 次 试验 ， 实验 者 决定 用 拉丁 方 来 进行 实验 , 使 
日 期 和 批 次 效应 可 以 系统 地 控制 . 得 出 数据 如 下 . 分析 该 实验 的 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结论 . 


- 
b 
Ul 
i 
m 


1 A=% Hx D=1 fr 一 了 EIÉ3 
2 c =l] E=? AT D=43 B=8 
3 B=4 A=9 C = 10 Bl D=5 
4 D = C=8 E-ÉÓ B= A = 10 
5 E = D=2 B=3 A= C-8 


*419 一 位 工业 工程 师 研 究 4 种 组 装 方法 (A, B, C, D) 对 彩色 电视 组 件 组 装 时 间 的 效应 , 选取 4 位 操作 
工 来 做 . 工程 师 还 知道 , 每 种 组 装 方法 都 产生 这 样 的 疲劳 ， 即 最 后 一 道 组 装 所 需要 的 时 间 大 于 第 一 道 
组 装 所 需要 的 时 间 , 无 论 哪 种 方法 均 是 如 此 ， 也 就 是 说 , 所 需 的 组 装 时 间 有 趋向 性 . 考虑 到 这 个 变异 
性 来 源 , 工程 师 用 如 下 面 所 示 的 拉丁 方 设计 . 分 析 该 实验 数据 {用 a = 0.05) 并 写 出 恰当 的 结论 . 


组 装 次 序 n 
1 2 3 A 
1 C = 10 D-—14 A-7 B8 
2 B=T (C —18 LD-—11 AS 
3 A-5 B=10 C=11 D-9 
A D=10 A=10 B=12 二 14 


4.20 设 思 考题 4.18 中 的 批 次 3 和 时 间 4 的 观测 值 缺 失 . 用 (4.24) 式 佑 计 这 一 缺失 值 ， 并 用 此 值 进行 分 
pr. 

4.21 考虑 具有 固定 效应 的 行 (ai). 列 (Bi) 和 处 理 (7;) 的 px p 拉丁 方 . 给 出 模型 参数 oi, Bk, v; 的 最 
小 二 乘 估 计 . 

4.22 导出 拉丁 方 设 计 的 缺失 值 公式 [(4.24) 1]. 

4.23 涉及 多 个 拉丁 方 的 设计 . [ 见 Cochran and Cox(1957), John(1971)]p x p 拉丁 方 对 每 一 处 理 仅 含有 
p 个 观测 值 . 为 了 得 到 更 多 的 重复 ， 实 验 者 可 以 用 多 个 【比方 说 mm 个 ) 拉丁 方 , 用 相同 的 或 不 同 的 拉 
丁 方 是 无 关 重 要 的 . 合适 的 模型 是 


1 1,2,:-- p 

J] = 1,2,5 ‚P 
Yijkh = H + Ph + uh) + T3 + Pen) + (rp);n 十 £ijkh 

k=1,2,...,p 

h=1,2, -n 


其 中 yijxh 是 处 理 j 在 第 h 个 拉丁 方 的 行 i 和 列 k 上 的 观测 值 . aifh) 和 Bes 是 第 h 个 拉丁 方 
的 行 效应 和 列 效 应 ，ph 是 第 h 个 拉丁 方 的 效应 , (Ton 是 处 理 和 拉丁 方 之 间 的 交互 作用 ， 
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(a) 建立 这 一 模型 的 正规 方程 组 ， 并 解 出 模型 参数 的 估计 值 . 假定 关于 这 些 参数 的 恰当 的 边界 条 件 
是 , 对 每 一 有 rôn — 0, Diin = 0 以 及 E kben = 0; 对 每 一 有 2,jfj — 0, 
253(*p)jn = 0; 对 每 一 了 有 Enp = 0. 
(b) 写 出 这 一 设计 的 方差 分 析 表 . 
4.24 讨论 和 些 样 把 附录 中 的 抽检 特性 曲线 用 到 拉丁 方 设计 中 去 . 
4.25 假定 在 思考 题 4.18 中 , 时 间 5 所 取 的 数据 得 出 了 不 正确 的 分 析 并 不 得 不 放弃 这 些 数据 . 研究 其 余数 
据 的 恰当 的 分 析 法 ， 
426 测量 一 个 化 学 过 程 的 产量 , 其 中 用 5 批 原材料 、5 种 酸性 浓度 、5 种 持续 时 间 (A, B, C, D, E), 以 


A 5 种 催化 剂 浓度 (o, 8, y, d,e). 用 下 面 的 正 交 拉丁 方 . 分析 该 实验 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结 


i£. 
au 一 
批 次 酸性 浓度 
] 2 à 4 5 

1 Aa-26 H8-16 Cy=19 Dó-—16 Ee=13 

2 By=18 Có-—21 De=18 Erx=1]1 AB8-21 

3 Ce-20 Da-—12 EB-16 Ay=25 Bå=13 

4 DB=15 Ey=15 A5—22 PE —14 C'o—17 

5 Ed=10 Ag—24 Bal? CB8—17 也 一 14 


4.27 假设 在 思考 题 4.19 中 , 工程 师 推 测 4 位 操作 工 所 在 的 工作 地 点 亦 可 能 是 另 一 个 变异 性 来 源 . 为 此 ， 
可 以 引入 第 4 个 因子 [ 即 工作 地 点 (ov, B, ~ Ò): 并 进行 男 一 试验 , 得 到 如 下 的 正 交 拉丁 方 . 分 析 这 些 
数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结论 . 


CC 
GENE ice E a a 
1 2 3 4 
1 CB-11 B-—10 D6—14 Aa-8 
2 Ba=8 C'à—12 Avy-—10 139-12 
3 Aó—9 Da=11 B8=7 Oy=15 
4 


Dy=9 AB=8 Ca-18 Bó—6 
——————————————————rÉsa-0 B=6  — 


4.28 构造 一 个 可 用 来 研究 5 个 因子 的 效应 的 5x5 超 方 . 给 出 这 - 公 计 的 方差 分 析 表 . 

4.29 考虑 思考 题 4.19 55 EIL 427 中 的 数据 删 去 思考 题 4.27 中 的 希腊 字母 , HAEN 423 中 所 研 
究 的 方法 分 析 这 些 数据 . 

4.30 考虑 思考 题 4.15 中 带 有 一 个 缺失 值 的 随机 化 区 组 设计 用 4.1.4 节 中 讨论 的 缺失 值 问题 的 精确 分 析 
法 来 分 析 这 些 数 据 ， 将 你 的 结果 与 思考 顾 4.15 给 出 的 对 这 些 数 据 的 近似 分 析 法 的 结果 进行 比较 . 

"4.31 一 位 工程 师 研究 5 种 类 型 的 汽油 添加 剂 的 性 能 特征 . 在 会 路 实验 中 他 用 汽车 作为 区 组 ， 因为 有 时 
间 限 制 , 他 必须 用 不 完全 区 组 设计 . 他 用 5 个 区 组 进行 了 以 下 的 平衡 区 组 设计 . 分 析 该 实验 数据 (用 
a = 0.05) 并 写 出 结论 . 


2 14 14 13 10 
3 12 13 12 9 
d 13 11 11 12 

5 11 12 10 8 


74.32 对 思考 题 4.31 PARHAITA, 计算 每 一 对 照 的 平方 和 . 
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*4.33 研究 7 种 不 同 的 硬木 浓度 , 以 便 确定 它们 对 所 生产 的 纸张 强度 的 效应 . 但 是 , 实验 装置 每 天 只 能 进行 3 
次 试验 , 因为 实验 日 期 可 能 不 同 , 化 验 员 用 平衡 不 完全 区 组 设计 如 下 .分析 该 实验 数据 (用 a — 0.05) 


并 写 出 结论 
硬木 浓度 (94) H M 
2 3 à K 6 T 
2 114 120 117 
4 126 120 119 
6 137 117? 134 
# 141 129 149 
10 145 150 143 
12 120 118 123 
14 136 130 127 


“4.34 用 一 般 回归 的 显 着 性 检验 法 分 析 例 4.5 的 数据 . 

*4.35 证 明天 » Q?/(Xa) 是 BIBD 中 已 调整 的 处 理 平方 和 

*4.36 实验 者 想 用 有 两 次 试验 的 区 组 来 比较 4 种 处 理 . 给 这 一 实验 找 一 个 有 6 个 区 组 的 平衡 不 完全 区 组 设 
计 . 

4.37 实验 者 想 用 有 4 次 试验 的 区 组 来 比较 8 种 处 理 . 找 出 有 14 个 区 组 和 A = 3 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 

4.38 对 思考 题 4.31 的 设计 进行 区 组 间 分 析 . 

4.39 对 思考 题 4.33 的 设计 进行 区 组 间 分 析 . 

“4.40 证 明 参 数 为 a —8,r—8, k —4, b = 16 的 平衡 不 完全 区 组 设计 不 存在 . 
*4.41 证 明 区 组 内 估计 量 {A} 的 方差 是 kla- 1)o?/ (Xa? ). 

4.42 扩展 的 不 完全 区 组 设计 ， 有时, 区 组 的 大 小 服从 关系 式 a < 大 < 2a. 扩展 的 不 完全 区 组 设计 由 下 列 
项 组 成 ; 每 个 区 组 中 的 每 个 处 理 的 一 次 重复 ,以 及 k* — k — a 的 一 个 不 完全 区 组 设计 组 成 ， 在 平衡 
情形 下 , 不 完全 区 组 设计 将 有 参数 k" — k a, r* —r— b 以 及 和 A*， 写 出 这 个 统计 分 析 . (提示 : 在 
扩展 的 不 完全 区 组 设计 中 , 有 A = 2n 一 6b 十 入 *.) 
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本 章 纲 要 
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5.3 二 因子 析 因 设计 5.6 析 因 设计 中 的 区 组 化 
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5.3.4. 估计 模型 参数 55.3 二 因子 析 因 设计 模型 中 的 可 估 函 数 
5.3.5 ”样本 量 的 选择 55.4 二 因子 析 因 设计 中 的 回归 模型 方法 


5.3.6 ”假定 在 二 因子 模型 中 没有 交互 作用 35.5 模型 的 分 层 


5.3.7 每 单元 一 个 观测 值 
一 一 S S o 
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很 多 实验 要 研究 两 个 或 多 个 因子 的 效应 . 一 般 地 ， 析 因 设计 (factorial design) 对 这 类 实验 是 
最 有 效 的 . 所 谓 析 因 设计 是 指 ， 在 这 类 实验 的 每 一 次 完全 试验 或 每 一 次 重复 中 , 这 些 因子 水 平 的 
所 有 可 能 的 组 合 都 被 研究 到 . 例如 , 当 因子 A 有 a 个 水 平和 因子 BE b 个 水 平时 , 则 每 次 重复 
都 包含 全 体 ab 个 处 理 组 合 . 当 这 些 因子 被 安排 在 某 一 析 因 设计 中 时 , 常 称 为 是 交叉 的 . 

一 个 因子 的 效应 定义 为 当 这 一 因子 的 水 平 改变 时 所 产生 响应 的 变化 . 这 种 效应 常 称 为 主 效 
应 (main effect), 因为 它 来 自 实验 中 所 感 兴趣 的 基本 因子 . 例如 考虑 图 5 1 的 简单 实验 . 这 是 
一 因子 二 水 平 的 析 因 实 验 . 我 们 称 这 些 水 平 为 “ 低 ” 和 “高 ” 分 别 记 为 o 和 “H. BOKE 
Bih, 因子 4 的 主 效应 可 看 作为 4 的 低 水 平 的 平均 响应 和 A H3 e ZKOY B5) 335) n o 2 [a] f) 26. 


数值 是 
_ 40+52 20+30 


A - 
2 2 
这 就 是 说 , 因子 4 从 低 水 平 增 至 高 水 平 使 得 其 平均 响应 增加 了 21 个 单位 类 似 地 , B 的 主 效应 
是 
p= 30+52 20+40 , 


2 2 
当 这 些 因子 多 于 两 个 水 平时 ， 必须 修改 上 述 方法 ， 因为 有 其 他 方式 来 定义 因子 的 效应 . 这 一 点 随 
后 进行 更 全 面 的 讨论 . 

在 一 些 实 验 中 , 我 们 会 发 现 ， 一 个 因子 的 水 平 间 的 响应 差 随 其 他 因子 的 水 平 不 同 而 不 同 . = 
这 种 情况 出 现时 . 因子 之 间 就 存在 交互 作用 (interaction). 例如 , 考虑 图 5.2 的 数据 .. 对 因子 B 
的 低 水 平 ( 即 B—), A 的 效应 是 
A = 50 — 20 = 30 
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而 对 B 的 高 水 平 ( 即 B+), A 的 效应 是 

A = 12 — 40 = —28 
因为 4 的 效应 依赖 于 因子 B 所 选 的 水 平 , 可 见 4 与 B 之 间 存 在 交互 作用 . 交互 作用 的 大 小 是 
这 两 个 A 效应 的 平均 差 , 即 AB = (-28 - 30)/2 = —29. 显然 , 在 该 实验 中 这 个 交互 作用 是 比 


BEEN. 


高 (十 } 丙 ({ 十 ) 
* 
z E 
f&c-) f£ (—) 
Ii:C-) +) | 
因子 4 因子 4 
图 5.1 二 因子 析 因 实验 , 其 响应 (y) 图 5.2 有 交互 作用 的 二 因子 析 因 实验 


显示 在 各 节点 上 
这 些 想法 可 用 图 解 来 说 明 . 图 5.3 是 图 5.1 的 响应 数据 图 , 是 因子 A 对 因子 B 的 各 水 平 
的 . B” 直 线 与 BT 直线 几乎 平行 , 表明 因子 4 与 B 之 间 没 有 交互 作用 . 相似 地 , 图 5.4 是 图 
5.2 的 啊 应 数据 图 . 由 图 看 出 , B ”直线 与 Bt 直线 不 平行 , 表明 因子 4 与 B 之 间 有 交互 作用 . 
这 样 的 图 形 在 解释 显著 性 交互 作用 和 报告 结果 给 未 受过 专门 统计 培训 的 管理 者 方面 常常 很 有 用 . 
不 过 , 这 不 可 以 用 作为 数据 分 析 的 唯一 方法 , 因为 它 的 解释 是 主观 的 , 它 的 表面 现象 常常 会 令 人 
误解 . 


十 


因子 4 — - 因子 4 
图 5.3 无 交互 作用 的 析 因 实验 图 5.4 有 交互 作用 的 析 因 实验 
也 可 用 另 一 种 方法 来 说 明 交 互 作用 的 概念 , 假定 两 个 设计 因子 都 是 定量 的 (例如 , 温度 、 气 
压 、 时 间 等 ). 此 时 , 二 因子 析 因 设计 的 回归 模型 表达 式 可 以 写成 
y = Bo + Bizi + Baza + Aitita +€ 
其 中 , y ERN, 0 是 待定 参数 , 变量 r 表示 因子 A, 变量 ra 表示 因子 B, e 是 随机 误差 项 . 变 
E zl 和 za 用 -1 到 十 !1 的 规范 化 定义 (4 与 B 的 低 水 平和 高 水 平 ), tiro 表示 rı 和 za 间 
的 变 互 作用 . 
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回归 模型 的 参数 估计 值 可 以 根据 相应 的 效应 估计 值 进行 计算 , 图 5.1 的 实验 中 , 我 们 发 现 
二 与 B 的 主 效应 分 别 为 A= 21, B=11, 8, 和 85. 的 估计 值 是 相应 的 主 效应 的 值 的 一 半 , BR] 
此 , & = 21/2 = 10.5, ĝ = 21/2 = 5.5. 图 5.1 的 交互 作用 效应 是 AB = 1 所 以 回归 模 
型 中 的 交互 作用 的 系数 的 值 为 A = 1/2 = 0.5， 参 数 Bo 用 所 有 4 个 响应 的 均值 来 估计 , B 
Bo = (20 + 40 + 30 + 52)/4 = 35.5. 因此 , 拟 合 回归 模型 为 


j = 35.9 + 10.5z1 十 5.572 + 0.512» 


从 两 水 平 (— 和 +) 析 因 设计 得 到 的 参数 估计 实际 上 就 是 最 小 二 乘 估计 { 更 多 内 容 见 本 章 后 面 )， 
交互 作用 系数 (Pa = 0.5) 相对 于 主 效 应 系数 记 和 记 而 言 是 比较 小 的 . 我 们 将 此 看 作 是 
葡 互 作用 小 得 可 以 忽略 不 计 . 因此 , 去 掉 项 0.52122, 模型 变 为 


j = 35.5 + 10.5z1 + 5.513 


图 5.5 给 出 了 该 模型 的 图 形 表示 . 图 5.5a 给 出 了 由 zl 和 zs 的 不 同 组 合生 成 的 y 值 的 平面 图 . 
这 个 3 维 图 称 为 响应 曲面 图 (response surface plot). 图 5.5b 显示 了 ziza 平面 中 的 连续 响应 y 
的 等 高 线 图 . 因为 响应 曲面 是 一 个 平面 , 等 高 线 都 是 平行 直线 . 


-—À 
EE 
| 
5 Z 
E 


(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 
图 5.5 模型 六 = 35.5 + 10.5x, 十 5.5x2 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


假定 交互 作用 对 实验 的 贡献 是 不 能 忽略 的 , 也 就 是 , 系数 8312 并 不 小 . 图 5.6 给 出 了 模型 
j = 35.5 + 10.524 + 5.59 + &riz» 


的 响应 曲面 以 及 等 高 线 图 (我 们 令 交互 作用 效应 为 两 主 效应 的 均值 )， 注意 到 显著 的 交互 作用 效 
应 “扭曲 ”了 图 5.6a 中 的 平面 . 图 5.6b 显示 了 由 平面 的 扭曲 导致 的 nina 平面 的 连续 响应 的 弯 
曲 等 高 线 . 交互 作用 在 该 实验 的 潜在 响应 曲面 中 表现 为 弯曲 的 形式 ， 

实验 的 响应 曲面 模型 是 极其 重要 的 和 极其 有 用 的 . 关于 这 一 点 , 我 们 将 在 5.5 节 和 随后 的 章 
六 中 详细 叙述 ， 

一 般 地 , 当 交 互 作用 较 大 时 , 对 应 的 主 效 应 的 实际 作用 较 小 .对 图 5.2 的 实验 , A 的 主 效应 
的 估计 是 

A= E £ mte z 

这 很 小 , 我 们 试图 作出 结论 , 因子 4 不 起 作用 . 然而 , 当 我 们 对 因子 B 的 不 同 水 平 来 检查 4 的 
效应 时 , 情况 并 非 如 此 . 因子 4 起 作用 , 但 是 它 依赖 于 因子 B 的 水 平 . 也 就 是 说 , AB 交互 作用 
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的 信息 比 主 效应 的 更 为 有 用 . 显著 的 交互 作用 经 常会 掩盖 主 效应 的 显著 性 . 图 5.4 中 的 交互 作 
用 图 清楚 地 指明 了 这 一 点 . 在 出 现 显 著 的 交互 作用 时 , 实验 者 通常 必须 固定 其 他 因子 的 各 个 水 平 
来 检查 一 个 因子 (比方 说 A), 以 便 得 出 关于 4 的 主 效应 的 结论 . 


Ti : T 
(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 
图 5.6 模型 地 = 35.5 十 10.5z] 4- 5.5z2 + &r,z3 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


5.2 ” 析 因 设计 的 优点 


容易 说 明 析 因 设计 的 优点 ， 设 有 两 个 因子 4 与 B, 它们 各 有 两 个 水 平 ， 因 子 的 水 平 记 为 
A, At, B 与 Bt. 关于 两 个 因子 的 信息 可 以 用 一 次 变化 一 个 因子 的 方法 来 取得 . 如 图 5.7 所 
不 . 变动 因子 A 的 效应 由 ATB 一 A B 给 出 , 变动 因子 B 的 效应 由 A-B+ - AB 给 出 . 
因为 有 实验 误差 , 所 以 在 每 一 处 理 组 合 处 取 两 个 观测 值 并 用 平均 响应 来 估计 因子 的 效应 . 这 样 一 
来 , 总 共 需 要 6 个 观测 值 . 

如 果实 施 一 个 析 因 实验 , 当然 还 要 增加 一 个 处 理 组 合 4+ B+， 现 在 , 只 用 4 个 观测 值 就 
可 得 到 4 效应 的 两 个 估计 : 41B -A B 5 A*B* A Bt. 同样, 亦 得 出 B 效应 的 两 个 
估计 . 将 每 一 主 效应 的 两 个 估计 取 其 平均 值 即 得 平均 主 效应 , 其 结果 的 精确 度 和 由 单 因子 实验 所 
得 的 相同 , 但 只 用 了 4 个 观测 值 . 从 而 , 我 们 可 以 说 , 析 因 设计 相对 于 一 次 一 因子 实验 的 效率 是 
6/4 — 1.5. 一 般 说 来 , 当 因子 的 个 数 增 加 时 , 相对 效率 亦 增加 , 如 图 5.8 所 示 . 


相对 精度 


n 4 

IT 

E58 HERIR — RATE RAR 
精度 (二 因子 水 平 ) 


G 
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今 假定 有 交互 作用 . 如 果 一 次 一 因子 设计 表明 4 Bt 与 AtB 给 出 比 4 B. 较 好 的 响应 
的 话 , 则 逻辑 推论 是 A'CDBT 甚至 会 更 好 . 然而 , 当 有 交互 作用 时 , 这 一 结论 可 能 有 严重 错误 . 例 
如 , 请 参阅 图 5.2 的 实验 . 

简要 说 来 , 析 因 设计 有 几 个 优点 , 它 比 一 次 一 因子 实验 效率 高 , 当 有 交互 作用 时 , 为 避免 产 
生 令 人 误解 的 结论 , 必须 用 析 因 设计 . 最 后 , 析 因 设计 容许 一 个 因子 相对 于 其 他 各 因子 的 几 个 水 
平 来 估计 其 效应 , 所 得 结论 在 实验 条 件 的 范围 内 是 有 效 的 . 


5.3 二 因子 析 因 设计 


5.3.1 ”一 个 例子 


最 简单 的 析 因 设计 只 含有 两 个 因子 或 两 个 处 理 组 , 因子 A 有 a 个 水 平 , 因子 B 有 b 个 水 
T, 将 它们 安排 到 析 因 设计 中 . 也 就 是 说 , 实验 的 每 次 重复 都 含有 ab 个 处 理 组 合 . 一 般 说 来 , dt 
A n KER. 

举 一 个 含有 两 个 因子 的 析 因 设计 的 例子 , 一 位 工程 师 设计 一 种 用 在 某 装置 内 的 电池 ,该 装置 
将 遭受 温度 忽 高 忽 低 的 极端 变化 . 他 这 时 能 够 选择 的 唯一 设计 参数 就 是 电池 的 板 极 材料 有 3 种 
可 能 的 选择 . 当 安装 好 这 种 装置 并 送 到 现场 去 之 后 , 这 位 工程 师 就 再 也 不 能 控制 这 一 装置 所 遇 到 
的 温度 的 极端 变化 了 , 经 验 告诉 他 , 温度 有 可 能 影响 电池 的 有 效 寿命 . 但 是 为 了 试验 目的 所 希 ， 
在 生产 研制 实验 中 , 温度 是 可 以 控制 的 . 

工程 师 决定 在 3 个 温度 水 平 (15 F, TO'FRI 1235F) 上 检验 所 有 3 种 板 极 材料 , 这 3 种 温度 
写 产 品 使 用 的 环境 温度 相符 . 因为 有 两 个 因子 , 每 个 因子 有 3 个 水 平 , 所 以 该 设计 有 时 称 为 3?4f 
因 设 计 . 在 每 种 板 极 材料 与 温度 组 合 上 检验 4 节 电池 , 依 随机 次 序 进行 所 有 36 次 检验 . 实验 和 
观测 得 到 的 电池 寿命 数据 如 表 5.1 所 示 . 


表 5.1 电池 设计 例子 的 寿命 {单位 : 小 时 ) 数据 
温度 CF) 


材料 类 型 15 TO 125 
1 130 155 34 40 20 TO 
T4 180 80 75 82 98 
2 150 188 136 122 25 TO 
159 126 106 115 58 45 
j 138 110 174 120 96 104 


在 这 一 问题 中 , 工程 师 想 要 回答 下 述 问题 

(1) 材料 类 型 和 温度 对 电池 的 寿命 有 何 影响 ? 

(2) 是 否 能 选 出 一 种 材料 使 得 不 论 温度 高 低 都 能 使 电池 有 长 的 寿命 ? 
后 一 问题 特别 重要 . 有 可 能 寻求 一 种 受 温度 影响 较 小 的 材料 . 如 果 能 做 到 这 一 点 , 工程 师 就 能 生 
产 出 一 种 能 经 受 外 界 温 度 变 化 的 耐用 电池 ， 这 是 一 个 为 稳健 产品 设计 (robust product design) 
而 使 用 统计 实验 设计 的 例子 , 而 稳健 产品 设计 是 一 个 十 分 重要 的 工程 问题 
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这 一 设计 是 一 般 二 因子 析 因 设计 的 特例 . 一 般 说 来 , 令 y 表示 因子 4 BUS d 水平 (i = 
1,2,...,a). 因子 B 取 第 7 水 平 (7 = 1,2,..., b) HE k 次 重复 ( = 1,2,...,n) 的 响应 观测 
E. 一 般 情况 出 现 的 两 因子 析 因 实验 如 表 5.2 所 示 . abn 个 观测 值 的 顺序 是 随机 选择 的 , 所 以 , 这 
一 设计 是 一 个 完全 随机 化 设计 . 

表 5.2 二 因子 设计 的 一 般 排 列表 
因子 B 


l U111: V112; U121: 7122. U1bl: Mlb2: 


"** Niin "ta MNI2n + .Mibn 


2 Y211,; Y212, Y221, Y22727, U2h1: Y2b2, 
HTA e 2I e 99 Ybr 


a Vall: WMal2: UJa21: Ja22. UVabl: Jab2: 


ttt Nalan '** a Ja2n "t a Habn 


这 些 析 因 设计 的 观测 值 可 以 用 一 个 模型 来 描述 . 可 以 用 多 种 方法 写 出 析 因 实 验 的 模型 , 效应 
模型 为 


j—1,2,...,a 
Uijk — H t Ti + 8; T ird + Eijk 7 一 12 ,4 (5.1) 
k = l, 2, - T 


其 中 a 是 总 平均 效应 , n 是 行 因子 A 的 第 i 水 平 的 效应 , 8; 是 列 因子 B 的 第 5 水 平 的 效应 
(rB Æ ni 5 5, 之 间 的 变 互 作用 的 效应 ， siik 是 随机 误差 分 量 . 两 个 因子 最 初 都 假定 是 固定 
a b 
的 , 处 理 效应 规定 为 与 总 平均 的 偏差 , 所 以 六 0 = 0, 2 8; = 0. 同样 , 交互 作用 效应 是 固定 的 
i=l j=1 
并 限定 它 满足 Yo (78)ij = Ys (r8) —0. 因为 实验 有 n 次 重复 所 以 共有 abn 个 观测 什 
i=] i=] 


小 一 


析 因 设计 的 另 一 个 可 能 的 模型 是 均值 模型 ， 


11:259 
Uijk = Hij + Eijk deep 4 6b 
k —1,2,---,mn 


其 中 第 dj 个 单元 的 均值 为 
Hij = Boc Ti + Bi d (TB) 
我 们 也 可 以 用 5.1 节 中 的 回归 模型 . 回归 模型 对 实验 中 有 一 个 或 多 个 定量 因子 时 特别 有 用 . 本 
章 主要 利用 效应 模型 [(5.1) 式 ], 5.5 节 中 用 回归 模型 ， 
一 因子 析 因 设计 中 , 行 因子 4 与 列 因 子 B( 或 处 理 ) 同样 重要 . 具体 来 说 , 我 们 想 要 检验 行 
处 理 效应 的 等 式 假设 , 即 


Ho: Ti — Ta — = 04 — 0, Hi: $/b—^nz0 (5.2a) 
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以 及 列 处 理 效应 的 等 式 假设 , BI 


Ho: B = h=. m a 0, Hi: 至 少 一 个 Z0 (5.2b) 
我 们 还 想 判 定 行 与 列 处 理 究竟 有 没有 交互 作用 . 于 是 , 我 们 亦 想 检验 
Ho: (Th; 二 0， 对 所 有 的 i j, Hy: 至 少 一 个 (7B)i; X0 (5.2c) 


现在 讨论 如 何 用 二 因子 方差 分 析 来 检验 这 些 假 设 . 
5.3.2 ”固定 效应 模型 的 统计 分 析 

令 yi. 表示 在 因子 4 在 第 i 水 平 下 所 有 观测 值 的 总 和 , yj. 表示 在 因子 B 在 第 j 水平 下 
所 有 观测 值 的 总 和 , yu. 表示 第 订 单元 中 所 有 观测 值 的 总 和 , v... 表示 全 部 观测 值 的 总 和 , 对 应 
于 行 、 列 、 单元 与 总 和 的 平均 值 分 别 记 为 gi., ys. y. 5 7.. 数学 表达 式 为 ;: 


一 上 - 
S: m M ed ,ü 


Ps 

ll 
m 
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ET 
x 
md 
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(5.3) 


E 
La. 
ll 


i as 
B 
i WE 
Ty 
| 
| 
B 
c 


pa 
ll 
aa 
M. 
li 
+ 
A 
I 
人 


T 
| 


总 校正 平方 和 可 写 为 


+ (Us. — V. — F.i. Je) + Qi — His 


a b 
=bn E (P. 9.) + an 3 (Fa. 9. 
二 J 了 三 1 


MES 


fzlj- 


这 是 因为 右边 6 项 交叉 乘积 为 零 . 我们 注意 到 ,总 平方 和 已 分 解 为 “ 行 ” 即 因子 A 的 平方 和 
(354),“ 列 ” 即 因子 B 的 平方 和 (S88), A 与 B 间 的 交互 作用 的 平方 和 (SSaB), 以 及 起 因 于 
误差 的 平方 和 (SSe). 这 是 二 因子 析 因 设计 的 基本 ANOVA 等 式 由 (5.4) 式 右 端 项 最 后 的 分 
量 可 以 看 出 , 要 得 出 误差 平方 和 至 少 要 有 两 次 重复 (n22). 

用 符号 记 (5.4) 式 为 


PAL — uY (5.4) 


SOT = SS4 + SSp + SSAgp + SS (5.5) 
各 个 平方 和 的 自由 度 是 
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赦 应 * Bis 
E a—l 
B b—1 
AB 交互 作用 (a — 1)(b — 1) 
VAS ab(n — 1) 
总 和 和 abn — 1 


对 平方 和 的 abn 一 1 个 总 的 自由 度 的 分 配 , 验证 如 下 : 主 效应 4 与 主 效 应 B 分 别 有 a 个 水 平 与 
b 个 水 平 , 因此 , 它们 有 a 一 1 个 自由 度 与 5 一 1 个 自由 度 ; 交互 作用 的 自由 度 是 单元 的 自由 度 
(为 ab — 1) 减 去 两 个 主 效应 4 与 B 的 自由 度 , 即 ab — 1 — (a — 1) — (b — 1) — (a — D) (b — 1); 
在 ab 个 单元 的 每 一 单元 内 , n 次 重复 间 有 n 一 1 个 自由 度 , 于 是 , ab(n 一 1) 个 误差 自由 度 . 
(5.5) 武 右 问 项 的 自由 度 加 起 来 就 是 总 的 自由 度 . 

每 一 平方 和 除 以 它 的 自由 度 就 是 均 方 . 均 方 的 期 望 值 是 


^ bn. Y. ri 

E(MS,) -E( 294 ) 252,4. m 
a—1 &—1 

» 

LTE : 

 víS$98V a a^ 
E(MSs) - E( 255.) - o qoe 


E(MS4s) - E( S5AB ) - 2 i=l} 


(a — 1)(b — 1) 
E(MSg) — E M" 5) = g? 

如 果 没 有 行 处 理 效 应 ,没有 列 处 理 效应 以 及 没有 交互 作用 的 零 假设 为 真 , 则 M SA. M Sp. MSan 

与 MSg 都 估计 了 o^. 然而 , 比方 说 , 只 要 行 处 理 效应 之 间 有 差异 , 则 MS4 将 大 于 MSp. W 

EE, 当 有 列 处 理 效应 或 出 现 交互 作用 时 , 则 对 应 的 均 方 将 大 于 M Sg. 因此 , 为 了 检验 主 效应 与 交 

互 作用 的 显著 性 , 将 对 应 的 均 方 除 以 误差 均 方 . 这 个 比值 较 大 表示 所 得 的 数据 不 支持 零 假 设 . 

如 果 模 型 [(5.1) A] 是 合适 的 , 误差 项 ei. 服从 正 态 独立 分 布 且 有 常 值 方差 c^, MHA H 
每 一 比值 MSa/MSE、MSBp/MSE 以 及 MSas/MSe 都 服从 F 分 布 , 其 分 子 的 自由 度 分 别 
& a—1.b—1 5 (a— 1)(b — 1), 分 母 的 自由 度 是 ab(n — 1)2, 而 临界 区 域 就 是 严 分布 的 上 屁 
部 , 检验 方法 通常 概括 在 一 张 方差 分 析 表 中 , 如 表 5.3 所 示 . 

我 们 一 般 都 用 统计 软件 包 进行 方差 分 析 计 算 . 但 是 , 也 可 直接 手工 计算 (5.5) 式 中 的 平方 和 . 
可 以 将 方差 分 析 恒 等 式 中 的 每 一 元 束 写 成 

Vk 一 = (Fa. 78.) + (Ba. 9.) + (Ru — 9. Àj. +D...) H (yk — dui) 
并 在 工作 表 的 列 中 计算 它们 . 然后 对 每 列 平方 并 求 和 得 到 ANOVA 的 平方 和 . 也 可 以 利用 基于 
行 、 列 以 及 单元 和 的 计算 公式 . 总 的 平方 和 通常 由 
ua b Lr 2 
S5r—5 LE Yirik = d (5.6) 


1 二 1 j=] k=l 


(D 如 前 所 述 , P 检验 法 亦 可 看 作为 随机 化 检验 的 近似 方法 . 
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* 5.3 二 因子 析 因 设计 的 方差 分 析 表 ， 固 定 效应 模型 


方差 来 源 平方 和 El E AE 13) 方 Fo 
处 理 4 SS4 -— M84 = ÊSA b = 天 经 
处 理 B SSp b—1 MSp = 33g Fo = pe 
交互 作用 SSap —— (a-1)(b - 1) MS4g = te Mn 
ES 55P ab(n — 1) MSg = RA 
总 和 SST abn — 1 
计算 出 来 . 主 效应 平方 和 是 P > 
SSA = bu 2. yi. = E (5.7) 
i 5ss = LF (5.8) 


£15 7 bn 


这 一 平方 和 还 包含 SSA 与 SSg. 因此 , 第 二 步 是 计算 S54p: 
SHIAB = SI ni — FIA — SSpgp (5.9) 


用 减法 计算 SSE 得 
SSe = SSrT— SSas — S94 — SS {5.10) 
即 
SSe = SIr — SS 
Di5.1 电池 设计 实验 
4€ 5.4 表示 5.3.1 节 所 述 的 电池 设计 例子 中 所 观测 到 的 有 效 寿 命 (以 小 时 计 ). 行 与 列 的 总 和 在 天 的 边 
E, 单元 总 和 用 圆圈 图 起 来 . 


表 5.4 ”电池 设计 例子 的 寿命 数据 (单位 : 小 时 ) 


温度 (CF) 
70 125 


d 
130 155 dd 40 20 Tü 
995 
1 T4 180 80 75 629) 82 58 
150 188 136 122 25 TU 
] 300 
2 159 126 106 115 58 45 
138 110 174 120 96 104 
3 168 160 150 139 82 60 is 


Yi ] 738 1 291 TTO 3 799=y. 


材料 类 型 


用 (5.6) RÆ (5.10) 式 算得 平方 和 如 下 ， 
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-一 


2 


É. 
S$r — Y) 3 pL abn 


i=] j=l k 


; ; 3 799)* X ; 
— (130)? + (155)? + (74)? +-+- + (60)? 一 S KC — TT 646.97 
T ME 1 A y. m i. 
55 材料 一 T At m. 
4 (3799)? u 
- Gu —. — [(998)? + (1 300)? + (1 501)?] 一 QS — 10 683.72 
2 
uy. ds 
22 au an fc 了 abn 
1 2 (1291)? a (37997 118.79 
= A) {1 738) + (1 291)* + (770) | 一 —36 = 49 118. 
E a gs SS 
SS 交互 作用 一 一 2- 24 Vi oio T 88 uw — SS ur 
l irao? 2 34932) _ ( 799)? 
= 41(539)^ + (229)? 十 十 (342)*] - 1—5 ~ 10 683.72 


— 39 118.72 = 9 613.78 
SSg = SSp — SS yg — SS ug — 55 交互 作用 
一 了 7 646.97 — 10 683.72 — 39 118.72 — 9 613.78 — 18 230.75 
方差 分 析 如 表 5.5 所 示 . 因为 Fo.os,4.27 = 2.73, 所 以 结论 是 : 材料 类 型 与 温度 之 间 有 显著 的 交互 作用 . 又 
因 Fp.05,2.27 = 3.35, 所 以 材料 类 型 与 温度 的 主 效 应 也 是 显著 的 . de 5.5 也 给 出 了 检验 统计 量 的 P (B. 
表 5.5 电池 寿命 数据 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P t 
材料 类 型 10 683.72 2 5 341.86 7.91 0.002 0 
温度 39 118.72 2 19 559.36 28.97 0.000 1 
交互 作用 9 613.78 4 2 403.44 3.56 0.018 6 
误差 18 230.75 27 675.21 

总 和 77 646.97 35 


为 解释 这 一 实验 结果 , 可 构造 每 一 处 理 组 合 的 平均 响应 图 ， 见 图 5.9， 显 著 性 交互 作用 由 线段 的 不 平行 
性 表明 .一般 说 来 , 不 管 是 什么 材料 , 在 低温 处 的 寿命 都 较 长 ， 从 低温 变化 至 中 等 温度 时 ， 用 材料 类 型 3 ^E 


[ES 
€ 
100 
á p 材料 类 型 3 
ad 材料 类 型 1 
M) 材料 类 型 2 
25 
u 15 TO 125 
温度 /下 


图 5.9 4 5.1 材料 类 型 一 温度 的 图 
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产 的 电池 的 寿命 实际 上 是 增加 的 , 而 对 类 型 1 与 类 型 2 来 说 则 是 减少 的 . 从 中 等 温度 变 至 高 温 时 , 用 材料 类 
型 2 与 类 型 3 生产 的 电池 的 寿命 减少 , 而 由 类 型 1 生产 的 电池 的 寿命 不 变 . 因此 材料 类 型 3 给 出 最 好 的 结 
AR, 如 果 我 们 希望 尽量 碱 少 温度 变化 时 电池 寿命 的 损失 . 


1l. 多 重 比 较 
当 方 差分 析 表 明 行 均值 或 列 均值 有 差异 时 , 通常 人 们 乐意 做 各 个 行 均值 与 列 均值 之 间 的 比 
较 , 以 便 发 现 具体 的 差别 . 第 3 章 讨论 的 多 重 比较 法 在 此 处 有 用 . 
今 说 明 Tukey 检验 法 在 例 5.1 的 电池 寿命 数据 中 的 用 途 . 在 这 一 实验 中 , 交互 作用 是 显著 
的 . 当 交 互 作用 显著 时 , 一 个 因子 (例如 , A) 的 均值 间 的 比较 可 能 由 于 AB 的 交互 作用 而 模糊 
不 清 . 解决 这 类 问题 的 一 种 方法 是 , 将 因子 B 固定 在 一 特定 水 平 上 , 在 此 水 平 上 对 因子 A 的 均 
值 应 用 Tukey 检验 法 ， 为 说 明 起 见 , 设 在 例 5.1 中 我 们 感 兴趣 于 检验 3 种 材料 类 型 的 均值 差 . 
因 交 互 作用 显著 , 我 们 仅 在 一 个 温度 水 平 [比方 说 水 平 2(70 F) 上 做 这 种 比较 . 设 误差 方差 的 
最 好 信 计 是 方差 分 析 表 中 的 MsSs, 此 处 利用 了 实验 的 误差 方差 对 所 有 处 理 组 合 都 是 相同 的 这 一 
假定 . 
这 3 种 材料 类 型 在 70 下 时 的 均值 依 递增 顺序 排列 是 
Jiz. = 57.25 (材料 类 型 1) 
J22. = 119.75 (材料 类 型 2) 
jaa. = 145.75 (材料 类 型 3) 


xi: | MS 67 
i 9.21 
To.os = qo.os (3, 27) — 3.50 = 


其 中 qo.os (3, 27) ~ 3.50 可 以 通过 附 表 如 的 插值 得 到 . 配对 比较 得 

3 对 1 145.75 — 57.25 = 88.50 > Th 0s = 45.47 

3 对 2 145.75 — 119.75 = 26.00 < Thos = 45.47 

2 对 1 119.75 — 57.25 = 62.50 > Th.os = 45.47 
这 一 分 析 表 明 , 当 温 度 水 平 为 70 下 时 , 材料 类 型 2 与 类 型 3 的 电池 平均 寿命 是 相同 的 , 而 材料 
类 型 1 的 电池 平均 寿命 显著 地 低 于 材料 类 型 2 与 类 型 3. 

当 区 互 作用 显著 时 ,实验 者 可 以 比较 所 有 a 个 单元 的 均值 ， 以 便 确 定 哪 一 些 有 显著 性 差异 . 

在 这 一 分 析 中 ， 单元 均值 间 的 差异 既 包 含 了 交互 作用 效应 的 又 包含 了 所 有 主 效应 的 . 在 例 5.1 中 ， 
9 个 单元 均值 的 所 有 可 能 的 配对 之 间 会 得 出 36 个 比较 . 


2. 计算 机 输出 
对 于 例 5.1 的 电池 寿命 数据 , 图 5.10 给 出 了 Design-Expert 的 主要 计算 输出 . 注意 到 
55 an — SS pa tSS get 55 交互 作用 一 10 683.72 十 39 118.72-4-9 613.78 —59 416.22 


它 有 8 个 自由 度 . 下 检验 被 列 出 , 以 便 对 模型 的 变异 来 源 进行 分 析 . 因为 P 值 较 小 (<0.000 1), 
所 以 , 该 检验 的 解释 是 , 模型 的 3 项 中 至 少 有 一 项 是 显著 的 . 后 面 对 单个 模型 项 (A, B, AB) 进 
行 检验 . X 


2 SS,aw 59416.22 


2 . 
Ares SS gm 77646.97 "oo d 


Response: Life 


Source 
Model 


AB 
Residual 
Lack of Fit 
Pure Error 
Cor Total 
Std.Dev. 
Mean 
C.V. 
PRESS 


104. 


.00 


Standard Actual 


Order Value 
1 130.00 
2 74.00 
3 155.00 
4 180.00 
5 150.00 
6 159.00 
7 188.00 
8 126.00 
9 138.00 

10 168.00 
11 116.00 
12 160.00 
13 34.00 
14 80.00 
15 40.00 
16 T5.00 
17 136.00 
18 106.00 
19 122.00 
20 115.00 
21 174.00 
22 150.00 
23 120.00 
24 135.00 
25 20.00 
26 82.00 
27 TO.00 
28 58.00 
29 25.00 
30 58.00 
31 TO.00 
32 45.00 
33 86.00 
34 82.00 


eo 


sum of 
Squares 
59416.22 
10683.72 
39118.72 
9613.78 
18230.75 

0.000 
18230.75 
T7646,9T7 

25.98 

105.53 

241.62 
32410.22 


Diagnostics Case Statistics 


in hours 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table[Partial sum of squares] 


Predicted 
Value 


134. 
134. 


图 5.10 例 5.1 的 Design-Expert. 输出 


75 
fb 


Mean 
DF Square 
8 T427.03 
2 5341.86 
2 19559.36 
4 2403.44 
2T 675.21 
0 
2T 575.21 
35 
R-Squared 
Adj R-Squared 
Pred R-Squared 
Adeq Precision 
Hesidual Leverage 
—4.75 0.250 
—60.T5 0.250 
20.25 0.250 
45.25 0.250 
—b5.T75 0.250 
3.25 0.250 
32.25 0.250 
—29.75 0.250 
26.00 0.250 
24.00 0.250 
—34.00 0.250 
16.00 0.250 
— 43.25 0.250 
22.75 0.250 
—17.25 0.250 
17.75 0.250 
16.25 0.250 
—13.75 0.250 
2.25 0.250 
—4.75 0.250 
28.25 0.250 
4.25 0.250 
一 25 .75 0.250 
—6.T75 0.250 
— 37 , 50 0.250 
24.50 0.250 
12.50 0.250 
0,50 0.250 
—24.50 0.250 
8.50 0.250 
20.50 0.250 
—4.50 0.250 
10.50 0.250 
—3. 50 0.250 
18.50 0. 
— 25. 50 心 . 


9.3 


0.7652 
0.6956 
0.5826 

8.178 


Student 
Hesidual 


m m 
-2. 

0. 
JULI 
.256 
.144 
.433 
322 
. 267 
.066 
.511 
.711 
.033 
.011 
„TOT 
„T89 
.722 
.611 
.100 
-211 
.255 
.188 
.144 
. 300 
.666 
.089 
.555 
.022 
.089 
.78 
.911 
. 200 
. 467 
.156 
.822 


211 
700 
900 


二 因子 析 因 设计 


Prob 

> F 
<0. 0001 
0.0020 
«0.0001 
0.0186 


Cook's 
Distance 


-ooDoooooo0oooocoooooooooooooooooooooco 


.002 
.270 
.030 
.150 
.002 


O01 


.076 
.065 
. 0603 
.042 
.085 
.018 
.040 
.038 
.022 
.023 
.0198 
.014 
. 000 


002 


.058 
.001 
.048 
.003 
.103 
.044 
-O11 
.000 


044 


. 005 
.031 
.001 
.008 
.001 


significant 


Outlier 


—ü. 
-3, 
-89T 
.140 
. 251 
.142 
.463 
.341 
. 262 
.069 
. 550 
.T04 
.035 
.011 
. T61 
.783 
.7T16 
.604 
.098 
. 207 
.268 
.185 
.151 
. 295 
.726 
.083 
.548 
.022 
.093 
272 
.908 
.196 
.460 
.153 
„817 


t 
207 
100 


145 
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也 就 是 说 , 电池 寿命 中 的 变 蜡 性 的 大 约 77% 可 以 用 电池 的 板 极 材 料 、 温度 , 以 及 材料 类 型 一 温 
度 的 交互 作用 来 解释 . 拟 合 模型 的 残 差 也 显示 在 计算 输出 中 . 现在 , 我 们 说 明 在 模型 适合 性 检验 
中 怎样 利用 这 些 残 差 . 


5.3.3 ”模型 适合 性 检验 


在 采用 方差 分 析 的 结论 之 前 , 应 该 检验 设 定 模 型 的 适合 性 . 和 以 前 一 样 , 基本 的 诊断 工具 是 
残 差 分 析 . 二 因子 析 因 模型 的 残 差 是 


Cijk = Wijk — Üijk (5.11) 
X DIU TH. dixe = qu CB i 个 单元 中 观测 值 的 平均 值 )， (5.11) RFA 
Eijk = Vijk — ij- (5.12) 


例 5.1 中 电池 寿命 数据 的 残 差 显示 在 Design-Expert 计算 输出 和 表 5.6 里 . 这 些 残 差 的 正 
态 概率 图 (图 5.11) 并 未 显 出 任何 特别 的 麻烦 , 尽管 最 大 的 负 残 差 (一 60.75. 材料 类 型 1 在 15 F 
Ab) 确实 与 其 他 残 差 稍 有 不 同 . 这 一 残 差 的 标准 化 值 是 -60.75/w675.51 = —2.34, 这 仅 是 绝对 
值 大 于 2 的 一 个 残 差 . 


表 5.6 [5.1 的 残 差 


oC 
| 温度 (T) 

dip DRM MEME NN SUME EE 

1 —4.75 20.25 —23.25 —17.25 —37.50 12.50 

—60.75 45.25 22.75 17.795 24.50 0.50 

2 —5.75 32.25 16.25 2.25 —24.50 20.50 

3.25 —29.75 —13.75 —4.75 8.50 —4.5D0 

3 —6.00 — 34.00 28.25 —25.75 10.50 18.50 

24.00 16.00 4.25 —b6.'75 — 3.50 —25.50 


图 5.12 作出 了 残 差 与 拟 合 值 gu. 的 关系 图 ， 此 图 表明 ， 当 电池 寿命 增加 时 , 残 差 方 差 有 
微弱 的 增长 趋势 ， 图 5.13 与 图 5.14 分 别 是 残 差 与 材料 类 型 的 关系 图 和 残 差 与 温度 的 关系 图 


—00.75 — 44.75 —T. Th 18,75 45,25 5 100 1 50 HH) 
yi: Ba 
图 5.11 例 5.1 的 残 差 与 正 态 概率 的 关系 图 图 5.12 例 5.1 的 残 差 与 拟 侣 值 Vijk 
的 关系 图 
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40 40 
20 20 
0 Ü 
> 20 2i) 
10 — 4i 
- 60 -HÜ 
S | | 3 DS 15 70 125 
材料 类 型 it E CT) 
图 5.13 4$ 5.1 的 残 差 与 材料 类 型 的 关系 图 图 5.14 例 5.1 的 残 差 与 温度 的 关系 图 


这 两 张 图 都 显示 出 方差 的 微弱 不 等 性 , 15 下 与 材料 类 型 1 的 处 理 组 合 , 比 之 其 他 情况 可 能 有 较 
大 的 方差 . 

从 表 5.6 中 看 出 ,在 15 一 材料 类 型 1 这 一 单元 中 , 包含 了 两 个 极端 残 差 值 (一 60.75 与 
45.25). 这 两 个 残 差 值 对 于 由 图 5.12、 图 5.13 与 图 5.14 检验 出 的 方差 不 等 式 起 了 主要 作用 . 重 
新 审查 这 些 数据 , 并 未 显 出 任何 明显 的 问题 , 比如 记录 错误 等 , 所 以 我 们 把 这 些 响应 作为 真实 数 
据 接 受 下 来 . 这 一 特别 的 处 理 组 合 比 其 他 处 理 组 合 有 可 能 产生 稍为 不 稳定 的 电池 寿命 . 然而 , 问 
题 不 全 于 严重 到 对 分 析 和 绪论 产生 严重 影响 的 程度 ， 


5.3.4 ”估计 模型 参数 
二 因子 析 因 设计 的 效应 模型 
Vijk = H + md Bj; (TH) + Eijk (5.13) 


的 参数 可 以 用 最 小 二 乘法 来 估计 . 因为 这 一 模型 有 1+a 十 b+ab 个 参数 需要 估计 , 所 以 有 1+a 十 
b+ab 个 正规 方程 . 用 3.9 节 的 方法 , 不 难 证 明 , 正规 方程 组 是 


il b m (t b e 
p : abnáü -F bn $^ Ti - an 95 Bj n Y^ V (0B) =y.. (5.14a) 
i—1 j=l £—1 j=] 
i i b ~ b 
Tas bnü 十 br; +n >. B; Tn D (rs 一 Ti.. 1 1,2, w". o (5.14b) 
j=] aet 
Bj:an& -n» fic anB; tn (r8); =y; j-—o1,2.-.,b (5.14c) 
i—l 1—1 
i á ^ DE q rm l, 2, RR .ü 
(rB)i; : n& + nf; - nB; - n(rB) = y; "e i (5.14d) 
J =l, ; 0 505 


为 方便 起 见 , 对 应 于 每 一 正规 方程 的 参数 都 已 在 (5.14) 式 的 左边 表示 出 来 . 
效应 模型 [(5.13) 式 ] 是 一 个 超 参数 模型 .注意 到 将 (5.14b) 式 中 的 a 个 方程 加 起 来 就 是 
(5.14a) XX, (5.14c) APH b 个 方程 加 起 来 就 是 (5.14a) 式 . 同 理 , 对 任 一 i, 将 (5.14d) 式 关于 
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j 加 起 来 就 是 (5.14b) 3X; 对 任 一 j, 将 (5.14d) 式 关 于 i 加 起 来 就 是 (5.14c) 式 . 因此 , 在 此 方 
AR, 有 a 十 56+1 个 线性 相关 , 从 而 不 存在 唯一 解 . 为 求 得 一 个 解 , 我 们 加 进 约束 


LRS (5.15a) 
i—] 
B. a 
2,8; —0 (5.15b) 
j=l 
Y (7B = 0 j = 1,2,- ,b (5.15c) 
i=l 
5 n 
2 (TB)i; =0 j= 1,2, R^ (5.15d) 
7 三 1 


(5.15a) 式 与 (5.15b) 式 构成 两 个 约束 , 而 (5.15c) 式 与 (5.15d) 式 形 成 a 十 b 一 1 个 独立 的 约束 . 
因此 , 总 共有 a+b TAR, 恰 是 所 需 的 数目 . 
应 用 这 些 约束 , 还 大 大 简化 了 正规 方程 组 [(5.14) 式 ], 求 得 解 为 


二 C= 1,2,... a 


Â; = g4—d. 351,2. b (5.16) 


Q1 22. 


( lij Yij Y A purae 


正规 方程 组 的 这 一 解 有 很 直观 的 意义 . 行 处 理 效应 估计 为 行 平均 减 去 总 平均 , 列 处 理 效 应 估计 为 
列 平均 减 去 总 平均 , 第 dj 个 交互 作用 估计 为 第 好 个 单元 的 平均 减 去 总 平均 、 第 i 个 行 效应 和 第 
了 个 列 效应 . 

用 (5.16) 式 , 可 求 得 yijk 的 拟 合 值 为 


Vk = Â +H îi +Â; + (rB)g = gi 十 (Fi. — F.) + (Fa — g.) + (9. — Di. 一 F.i. +F...) = Fiz. 


也 就 是 说 , 第 y 个 单元 中 的 第 大 TORRES TER YER M Re n 个 观测 值 的 平均 , 这 一 结果 曾 
在 (5.12) 式 中 用 来 求 二 因子 析 因 模型 的 残 差 

因为 解 正规 方程 组 时 用 了 约束 [(5.15) sk], 所 以 模型 参数 的 估计 量 不 是 唯一 的 不 过 , 模型 
参数 的 某 些 重要 函数 是 可 估 的 , 即 不 管 约 东 怎样 选取 它们 可 以 唯一 地 被 估计 . 例如 一式 ,+ 
(TA). — (7B)u., 它 可 看 作为 因子 4 的 第 i 个 与 第 u 个 水 平 的 “真实 ” 差 . 注意 , 任 一 主 效应 的 
水 平 间 的 真实 差 都 包含 “平均 ” 交互 作用 效应 . 如 同 前 面 已 说 明 的 正 是 这 个 结果 在 出 现 交互 作 
用 时 它 会 干扰 对 主 效 应 的 检验 . 一 般 说 来 ， 当 模型 参数 的 任 一 函数 是 正规 方程 组 左 端 项 的 线性 组 
B, 必 是 可 估 的 . 这 一 性 质 在 第 3 章 讨论 单 因 子 模型 时 也 给 巴 了 说 明 . 更 多 信息 见 本 章 的 补充 
材料 . 
5.3.5 ”样本 量 的 选择 


可 以 利用 附录 图 V 的 抽检 特性 曲线 ， 帮助 实验 者 给 二 因子 析 因 设计 确定 一 个 恰当 的 样本 量 
(重复 次 数 , n). 参数 9? 的 恰当 值 以 及 分 子 和 分 母 的 自由 度 如 表 5.7 FIR. 
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X 5.7 关于 固定 效应 模型 二 因子 析 因 设计 ， 附 录 图 V 的 抽检 特性 曲线 参数 
因子 p? 分 子 自由 度 分 母 自由 度 


A x1 & —1 ab(n — 1) 
1 b—1 ab(n — 1) 


AB SSSDESUI (a — DB — 1) ab(n — 1) 


利用 这 些 曲 线 的 一 种 很 肥效 的 方法 是 , 寻找 与 任意 两 个 处 理 的 特定 的 均值 差 相对 应 的 再 ? 的 
最 小 值 . 例如 , 当 任 意 两 行 的 均值 差 为 D 时 , 则 o? 的 最 小 值 是 


npD* 
Pn (5.17) 
而 当 任 意 两 列 的 均值 差 为 D 时 , 则 o? 的 最 小 值 是 
; naD* 
lima (5.18) 
当 任 意 两 个 交互 作用 效应 之 差 为 D 时 , 相应 的 D? 的 最 小 值 是 
2 nD” , 
EE 2c? |(a — 1)(b — 1) + 1] Lacta) 


用 例 5.1 的 电 袖 寿命 数据 来 说 明 这 些 等 式 的 用 途 . 设 在 实验 之 前 , 我 们 确定 , 如 果 任 意 两 种 
温度 对 应 的 电池 寿命 的 均值 差 大 到 40 小 时 的 话 , 则 以 高 概率 拒绝 零 假设 . 于 是 差 D — 40 有 工 
程 显著 性 , 如 果 再 假定 电池 寿命 的 标准 差 近似 为 25, 则 由 (5.18) RA 

2 naD”  nmn(3)(40)? 


下 ”一 — = ——————1.2& 
2bc? 一 2(3)05y — 49m 


它 给 出 了 更” 的 最 小 值 . 取 a 一 0.05, 用 附录 图 V RET X 


n p P vi— 分 子 目 由 度 n= Rž H EHE B 

2 2.90 1.60 2 g 0.45 
3 3.84 1.96 2 18 0.18 
4 5.12 2.26 23. 2T 0.06 


注意 到 n= 4 次 重复 时 , 得 出 的 风险 8 约 为 0.06. 或 者 说 , 对 应 于 任意 两 种 温度 水 平 , 电池 
寿命 的 均值 差 大 到 40 小 时 的 话 , 则 以 大 约 94%% 的 机 会 拒绝 零 假 设 . 这 样 一 来 , 结论 是 , 只 要 我 们 
对 电池 寿命 的 标准 差 的 估计 出 入 不 太 大 , 那么 做 4 次 重复 足以 达到 所 要 求 的 灵敏 度 . 如 果 拿 不 准 
的 话 , 实验 者 可 以 用 其 他 的 o 值 来 重复 上 述 程序 , 以 便 确定 错 估 该 参数 对 设计 的 灵敏 度 的 影响 . 
5.3.6 ”假定 在 二 因子 模型 中 没有 交互 作用 

有 时 候 , 实验 者 觉得 , 没有 交互 作用 的 二 因子 模型 是 恰当 的 , 即 
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ped uon d 
Vijk = H + Ti + Bj + Eijk E EE, (5.20) 
k=1,2, ,人 


但 是 我 们 必须 对 在 模型 中 舍弃 交 互 作用 项 抱 十 分 谨慎 的 态度 ， 因为 显著 的 交互 作用 的 实际 存在 
会 对 数据 的 解释 产生 极 大 的 冲击 . 

无 交互 作用 的 二 因子 析 因 模型 的 统计 分 析 是 简单 的 , 用 无 交互 作用 模型 [(5.20) 3X] 对 例 5.1 
的 电池 寿命 数据 所 作 的 分 析 见 表 5.8. 与 先前 的 分 析 一 样 ， 两 个 主 效应 是 显著 的 , 然而 , 一 旦 对 这 
些 数 据 进行 残 差分 析 , 就 立即 看 出 , 无 交互 作用 模型 是 不 合适 的 . 对 无 交互 作用 的 二 因子 模型 来 
说 , 拟 合 值 是 Uk = Pi., + G 一 了 Vi — Ju (单元 平均 值 减 该 单元 的 拟 合 值 ) 与 拟 合 值 Vijk 
的 关系 图 如 图 5.15 所 示 . 现在 , 量 ij. — Vk 可 看 作为 : 在 无 交互 作用 的 假定 下 , 被 观测 的 单元 
均值 与 该 单元 的 均值 估计 之 差 . 这 些 量 的 任何 特定 的 模式 都 暗示 着 交互 作用 的 存在 . 图 5.15 显 
不 本 一 种 明显 的 模式 , DA 5 —4; 从 正 到 负 再 到 正 再 到 负 . 这 种 结构 是 材料 类 型 与 温度 之 
间 交 互 作用 的 结果 . 


表 5.8 ”假定 无 交互 作用 时 电池 寿命 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
材料 类 型 10 683.72 2 5 341.86 5.95 
i 39 118.72 2 19 559.36 21.78 
误差 27 844.52 31 898.21 


总 和 77 646.96 35 


图 5.15 Uij. — Dijk Ej jk( 电 字 寿 命 数据 ) 的 关系 图 


5.3.7 每 单元 一 个 观测 值 


有 时 , 人 们 会 过 到 只 做 一 次 重复 的 二 因子 实验 , 也 就 是 说 每 单元 只 有 一 个 观测 值 . 如 果 有 
两 个 因子 且 每 单元 只 有 一 个 观测 值 , 则 效应 模型 是 


D—1,2,:--.a 
Yij = H+ Ti + B; + (rB)i + &ij (5.21) 
j—712,.--.,b 


假设 两 个 因子 固定 , 此 时 的 方差 分 析 如 表 5.9 BER. 
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由 期 望 均 方 可 见 , 不 能 估计 误差 方差 o7. 也 就 是 说 , 二 因子 交互 效应 (T8); 与 实验 误差 不 
能 以 任何 明显 的 方式 分 离开 来 . 因此 , 除非 交互 作用 效应 为 零 , 否则 , 就 没有 关于 主 效应 的 检验 
法 . 如 果 没 有 交互 作用 存在 , 则 对 一 切 PI j, (78); = 0, 似乎 可 取 的 模型 是 
¿4 = 1,2, -+-, 
Yij = hH + Ti + Bit £i | S (5.22) 
如 果 这 一 模型 [(5.22) X] 是 恰当 的 , 则 表 5.9 的 残 差 均 方 就 是 c^ 的 一 个 无 偏 估 计量 , 而 且 将 
MS4. MSp 5 MS as 进行 比较 , 就 可 以 检验 主 效应 . 


表 5.9 ”每 单元 一 个 观测 值 时 ， 二 因子 模型 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 Eo Ji 期 望 均 方 
Hn 3 a S m a-1 MSA c? 十 tlari 
1=1 
b 2 J à 
nO) — uu i-a Mss — s E 
j=l 
POTINS ES MUN MS p aic: AE 
a b y? 
总 和 25 25 Ve mix ab — 1 
i=l j=l ab 


在 确定 交互 作用 是 否 存 在 方面 , 可 以 使 用 Tukey(1949a) 提出 的 检验 法 . 此 法 假定 交互 作用 
项 以 特别 简单 的 形式 出 现 , 即 
(TAi = yriB; 
其 中 y 是 未 知 常数 . 利用 以 这 种 方式 定义 交互 作用 项 , 就 可 以 使 用 回归 方法 来 检验 交互 作用 项 
的 显著 性 . 这 一 检验 法 将 方差 的 残 差 平方 和 分 解 为 属于 非 可 加 性 (交互 作用 ) 的 单 自由 度 分 量 和 
自由 度 为 (a 一 1)(b— 1) — 1 的 误差 分 量 . 由 计算 得 : 


üt b 2 2 
2, 22 VüVi.V.5 — V. (ss, + SSB + 5) 


1:13—1 


PN S abSSASSp (5.23) 
它 有 1 个 自由 度 ; 而 
SS ua Sap — SO (5.24) 
EH (a 一 1)(b 一 1) 一 1 个 自由 度 . 为 了 检验 交互 作用 是 否 存 在 , 计算 
Fo = SEN (5.25) 


SS ws/[(a — 1)(b — 1) — 1] 


当 Fo > Faaqa-po-0-i 时 , 应 该 拒绝 没有 交互 作用 的 假设 . 
例 5.2 一 种 化 学 产品 中 的 杂质 受 两 个 因子 ( 即 压力 与 温度 ) 的 影响 . 由 析 因 实验 的 单 次 重复 所 得 的 数 
据 如 表 5.10 Bros. 平方 和 为 


b s y? 44? 
Er an = [232 + 13? + 8? = 23.33 
bici ^ ab | |- (3)(5) 
S$p- iy yh — ipee +13? +6? +10?) - r = 11.60 
aj-i 7 ab GS 
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ab 
SS us = S5p — 554 — 55g = 36.93 — 23.33 — 11.60 = 2.00 


S 9 2 y? y 
SST- 2i. 2. Ui; — — = 166 — 129.07 = 36.93 
i=] J= 


由 (5.23) 式 算 得 的 非 可 加 性 部 分 的 平方 和 为 
3 3 VijVi.V.; = (5)(23)(9) + (4)(23)(6) + --- + (2)(8)(10) = 7 236 
i= I= 


a b y? 2 
$5 2o VijYiYi — V. (ssa T SSp- 5) 
D NEM i=] j=l 
1m abSSASSp 
_ [7 236 —(44)(23.33 + 11.60 + 129.07)? _ [20.00]? — DOSE 
E (3)(5)(23.33) (11.60) 4059.42 ` | 
由 (5.24) A, 误差 平方 和 是 
SS gg = SS pa — SSN = 2.00 — 0.098 5 = 1.901 5 
35 5.10 54 5.2 的 杂质 数据 
120) —— M I EP 
25 30 35 40 45 yi. 
一 一 一- ”一 23: 9 
100 5 4 6 3 5 23 
125 3 1 4 2 3 13 
150 1 1 3 1 2 8 
V.j 9 6 13 6 10 44 =y. 
Č O 4=7  - 


完整 的 方差 分 析 概 括 在 表 5.11 中 , 非 可 加 性 部 分 的 检验 统计 量 是 FS = 0.098 5 /0.271 6 — 0.36, 所 
以 结论 是 , 在 这 些 数据 中 , 没有 证 据 表明 数据 中 存在 交互 作用 . 温度 和 压力 的 主 效应 是 显著 的 . 


表 5.11 (1 5.2 的 方差 分 析 囊 


Jj 2:3 dis 平方 和 EH BRE 均 方 Fo P 1ü 
iu 23.33 2 11.67 42.97 0.000 1 
压力 11.60 4 2.90 10.68 0.004 2 

非 可 加 性 0.098 5 1 0.098 5 0.36 0.567 4 
误差 1.901 5 T 0.271 6 
总 和 36.93 14 


ERREP, 我 们 注意 到 , 每 单元 只 有 一 个 观测 值 的 二 因子 析 因 设计 模型 [(5.22) 式 ] 看 
起 来 很 像 随 机 化 完全 区 组 设计 模型 [(4.1) R] 实际 上 Tukey 关于 非 可 加 性 的 单 自 由 度 的 检验 
法 可 以 直接 用 来 检验 随机 化 区 组 模型 的 交互 作用 . 然而 ， 导出 随机 化 区 组 模型 和 析 因 模型 的 实验 
情况 是 十 分 不 同 的 . 在 析 因 模型 中 , 所 有 ab 个 试验 都 是 以 随机 顺序 进行 的 , 而 在 随机 化 区 组 模型 
"P, 随机 化 仅 在 区 组 之 内 . 区 组 是 一 个 随机 化 约束 . 因而 ， 收集 数据 的 方法 以 及 对 两 个 模型 的 解 
释 都 是 完全 不 同 的 . 


5.4 一 般 的 析 因 设计 


一 四 村 析 因 设计 的 结果 可 以 推广 至 一 般 情 况 , 其 中 因子 4 有 a 个 水 平 , 因子 Bb 个 水 
F, 因子 C 有 c 个 水 平 , 等 等 , 这 些 因子 安排 在 一 个 析 因 实验 中 . 一 般 说 来 , 当 有 完全 实验 的 n 
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次 重复 时 , 将 有 abe «n 个 总 的 观测 值 . 当 所 有 可 能 的 交互 作用 包括 在 模型 之 内 时 , 为 了 确定 误 
差 平 方 和 , 必须 至 少 进行 两 次 重复 (n 22). 

如 果实 验 的 所 有 因子 都 是 固定 的 , 则 容易 给 出 计算 公式 并 检验 关于 主 效应 和 交互 作用 的 假 
设 . 对 固定 效应 模型 说 来 , 主 效应 和 交互 作用 的 检验 统计 量 都 可 以 将 相应 的 主 效应 或 交互 作用 的 
均 方 除 以 误差 均 方 而 得 . 所 有 这 些 FF 检验 都 是 上 尾部 的 、 单 边 的 检验 . 任 一 主 效应 的 自由 度 是 
因子 的 水 平 数 减 1, 交互 作用 的 自由 度 是 和 交互 作用 有 关 的 各 个 成 分 的 自由 度 的 乘积 . 

例如 , 考虑 三 因子 方差 分 析 模 型 : 


Vijkl = 二 Ti 二 Bi + (THB) + (TY)ik + (By); 


¿=1,2,-- a 
wm qo osse b 
TF(TBoy)ik + Eijk 9.20 
jetem A I u.s, (5.26) 
121,2,---,.n 


设 A, B, C 是 固定 的 , 方差 分 析 表 如 表 5.12 所 示 . 关于 主 效应 和 交互 作用 的 下 检验 可 直接 由 
期 望 均 方 得 出 . 


表 5.12 三 因子 固定 效应 模型 的 方差 分 析 


方差 来 源 ”平方 和 E HUS 均 2 期 望 均 方 Fo 
m £ bcn r? ME 
A SSA a— l MSA EEDE Fo = uas 
2 9, sen? ËF MS 
B SSH b 1 MSp cr U er Fo = Map 
2 
d SSe Ga] M Sc c? 十 abr 2. Yh Fo = MC 
C E 
7 cu [ B 
AB SSAB (a — 1){b — 1) MSAp gà T UCA Fo = ree 
， b 2 
AC SS Ac (a — 1)(c — 1) MSAc c* 十 in du du Cia Fp = 
2 
i i a Ev ^r 2 an $5 320002. n SE MS " 
BC SSBC (b 1e 1) MS Boc g^ 十 (P—1)(c—1) Fo — AES 
x n (r84)2, 
ABC SSapc (a—1)b—1)(cC1) MSapgo o? + PPP PAL Fo = Vane 
误差 SSE abc(n — 1) MSpg g? 


总 和 SST aben — ] 


通常 , 利用 统计 软件 包 计算 方差 分 析 , 然而 , 偶尔 手工 计算 平方 和 的 公式 也 是 有 用 的 . 总 平 
力 和 由 通常 的 办 法 得 出 : 


a b eon 
SSr = Y, 5, 9; Y Vi — = (5.27) 
主 效应 的 平方 和 由 因子 A, B, C 的 总 和 yi yj yr 求 得 如 下 . 


TEMO M NERO 
S554 = Tm 2- esce (5.28) 


QE" E^ y^. 
Gh — EET 5.29 
M acn i] y. aben ( ) 

1 EC 9 ut. 
RA 2 5.30 
don z 2- U Lk. am ( ) 


计算 二 因子 交互 作用 的 平方 和 , 要 用 到 Ax B, 4 x C, Bx C 单元 的 总 和 . 要 计算 这 些 量 通常 
借助 于 把 原始 数据 表 压缩 为 三 个 双向 表 . 由 下 式 得 出 这 些 平 方 和 ; 


= — Pd 一 一 一 一 一 S xm SS 一 SS 小 让 — 5S > 5S 5.31 
SIAB ER »» P» yi j.. Pen SSA B hi (AB) A B ( ) 
SSAc = lY: Y yl, — L $84 — SSo — SS s ac - SS4 — SSc (5.82) 
AC ES £e, Ui.k. aben (AC) 


lol uu y. 
= 一 k T 一 一 -一 一 站 六 站 三 证 个 — 858p — S8 5.99 
SSpc à 22 2 Vk. — bon S5g—S5Sc ^i (BC) B C (5.33) 


二 因子 小 计 的 平方 和 从 每 个 双向 表 的 总 和 中 得 出 , 三 因子 交互 作用 的 平方 和 由 三 项 单元 总 和 
{Yije} 算得 为 


a b c 2 
SABC t: DEL Vk. — 9 T -9858c—SSaAn—SSaAc—SSnpc (5.34a) 
T i=lj=ik=l aben 


= SS Ait (Apc) — S84 — SSg — SSc — SSAp — S54c — SSpc (5.34b) 
误差 平方 和 可 以 从 总 平方 和 减 去 每 个 主 效应 以 及 交互 作用 的 平方 和 而 得 到 , 或 者 用 
SSE = SIT — SS py (ABC) (5.35) 


例 5.3 软饮料 的 灌 装 问题 

一 位 软饮料 灌 装 员 感 兴趣 的 问题 是 ， 在 他 的 生产 线 上 生产 的 瓶装 饮料 有 更 为 一 致 的 灌 装 高 度 . 灌注 机 械 
从 理论 上 说 能 以 正确 的 标准 高 度 来 灌注 每 只 饮料 瓶 ， 但 实际 上 ,围绕 这 一 目标 是 有 偏差 的 ， 灌 装 员 希 户 更 好 
地 了 解 这 种 变异 性 的 来 源 进而 减 小 这 种 偏差 

在 进行 灌注 时 , 生产 线 上 的 工程 师 能 够 控制 3 个 变量 ， 碳酸 百分率 (A), 灌注 器 的 操作 压强 (B), 每 分 
钟 生产 的 瓶 数 或 流水 线 速度 (CY. 压强 和 速度 易于 控制 ,但 是 在 实际 生产 时 ， 碳酸 百分率 却 较 难于 控制 ， 国 
为 它 随 产 品 温度 的 变化 而 变化 . 不 过 , 为 了 实验 ， 工程 师 可 以 在 3 个 水 平 上 控制 碳酸 ; 10 名 ,12 呢 以 及 149. 
他 选取 两 种 压强 水 平 (20 psi 与 30 psi) 和 两 种 流水 线 速度 水 平 (200 bpm 与 250 bpm)， 他 决定 在 这 三 
因子 的 析 因 设计 中 做 两 次 重复 , 所 有 24 个 试验 的 顺序 是 随机 选取 的 . 观测 到 的 响应 变量 是 相对 于 目标 灌注 
高 度 的 平均 偏差 , 它 是 在 每 -组 条 件 下 生产 瓶装 饮料 时 观测 到 的 . 从 这 一 实验 中 所 得 的 数据 如 表 5.13 Rok. 
正 偏差 表示 沪 注 高 度 在 目标 之 上 ， 负 偏 差 表 示 灌 注 高 度 在 目标 之 下 ， 表 5.13 中 圆圈 内 的 数 是 三 向 单元 总 和 
Vijk.- 

由 (5.27) 式 得 出 总 校正 平方 和 为 

a b c n 2 2 
Sd 24 È d ea zs E uc id Mu 二 
由 (5.28) 式 、(5.29) 式 与 (5.30) 式 算得 主 效 应 的 平方 和 是 


1 &$& . y? I 
SS um = —— 2, — X - LIC AY: + (20)2 + (5921 — 
iium 2. vi. SI gl 4)" + (20)" + (59)*] 


TS)” 
c — 252.750 
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EA 
S5 ya 二 m y^. 一 i = zle? + (54)*] 一 一 45.375 
SS 速度 二 —— m y^. 一 Mm = [(26)? + (49)?] 一 CS — 22.042 
A 5.13 i 5.3 BURNER NUS IR SE NS 
操作 压强 (B) 
25 psi 30 psi 
RERE 流水 线 速度 ( C) ”流水线 速度 (O — 
0 2 200 250 y. 


Bx C AM yp 6 15 20 34 75— 


y; 21 o4 


Ax B 总 和 Ax C I 


要 计算 二 因子 交互 作用 的 平方 和 ， 必 须 求 出 双向 单元 的 总 和 . 例如 , 为 了 求 碳酸 -压强 即 AB 的 交互 作 
用 , 需要 表 5.13 中 A x B 的 单元 总 和 (yi; ). M (5.31) xk, 求 得 平方 和 为 


SS La a S 
^B 'U tn Š 24 "ie abcn 3 x 


1 2 2 2 2 2 4, (75) 
一 103) +CD t (4)* (16) + (22)* + (37)*] 一 "ma" 
— 252.750 — 45.375 — 5.250 
碳酸 -速度 即 AC 的 交互 作用 由 表 5.13 所 示 的 A x C 的 单元 总 和 {yir} DUE (5.32) 式 求 得 


Sic 3 uh c) c odo. cud 
modi con aben E x 


1 2 2 | m2 2 2 a4 (75% 
= 179) + 1)* + (6)* + (14)^ + (25)* + (34)*] 一 Erg 
— 252.750 — 22.042 = 0.583 
压强 -速度 即 BC 的 交互 作用 由 表 5.13 的 B x C 的 单元 总 和 [y i.) 以 及 (5.33) RRB: 


SS E S BUE. 295 
= i IC RE em 
"C. an m e ia aben x: x 


1. 75)? 
= AOH + (15)? + (20)? 十 (34)2] — T — 45.375 — 22.042 — 1.042 


156 $5 * 析 因 设计 导 引 
Sa EL PRAE A Add CRECEN 


三 因子 交互 作用 的 平方 和 由 A x Bx C 的 单元 总 和 {yr} RE, 那 是 表 5:13 "PUR BR RS HG. 
由 (5.34a) A, 得 b 2 
S5 A4nBO = 2 D pA S Viik. - o5 — $84 — SSp — SSc — SSAg — SSAc — SSpo 
n 4-1 j-1k-1 abcn 


2 
= 519? + C9? C1 +-+- 09? + (217) - C9? 


— 252.750 — 45.375 — 22.042 — 5.250 — 0.583 — 1.042 — 1.083 


最 后 , 注意 到 


Ni z » ] "aan K : 
hH (ABC) 2- 2 2. Uijk. aber: 


我 们 有 
SSp — SST 一 S95 小 计 (ABC) 一 336.625 = 328.125 = #,500 


方差 分 析 概 括 在 表 5.14 中 . 碳酸 百分率 、 操 作 压 强 、 疲 水 线 速 度 都 显著 影响 灌注 量 ， 碳酸 -压强 交互 作 
用 的 五 比 的 p A 0.055 8, 这 表明 这 两 个 因子 之 间 有 弱 的 交互 作用 . 


表 5.14 例 5.3 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 E ERE 均 方 Fo P fü 
左 酸 百分率 (A) 252.750 2 126.375 178.412 < 0.000 1 
操作 压强 (B) 45.375 1 45.375 64.059 < 0.000 1 
流水 线 速度 (C) 22.042 1 22.042 31.118 0.000 1 
AB 5.250 2 2.625 3.706 0.055 8 
AC 0.583 2 0.292 0.412 0.671 3 
BC 1.042 1 1.042 1.471 0.248 5 
ABC 1.083 2 0.542 0.765 0.486 7 
误差 8.500 12 0.708 
总 和 336.625 23 

下 一 步 是 这 一 实验 的 残 差分 析 . 这 一 点 留 给 读者 作为 练习 . 值得 指出 的 是 , 残 差 的 正 态 概率 图 以 及 其 他 
通常 的 诊断 都 没有 显示 出 任何 异常 


为 了 从 实用 上 进一步 说 明 这 一 实验 , 图 5.16 给 出 3 个 主 效应 和 AB( 碳 酸 - 压 强 ) 交互 作用 的 图 形 . + 
效应 图 形 刻画 了 在 3 个 因子 的 水 平 处 的 边际 响应 平均 值 . 所 有 3 个 变量 都 有 正 的 主 效应 , 也 就 是 说 ， 当 变量 
WAR, 相对 于 灌注 目标 的 平均 偏差 变 大 . 碳酸 与 讨 强 之 间 的 交互 作用 相当 小 , 如 图 5.16d 所 示 , 两 条 曲线 
的 形状 相似 . 

因为 公司 要 求 相对 于 将 注目 标的 平均 偏差 接近 于 零 ， 工程 师 决 定 推荐 低 水 平 的 操作 压强 (25 psi) 和 高 
水 平 的 流水 线 速度 (250 bpm, 它 将 使 生产 率 最 大 化 ).、 图 5.17 刻画 了 在 这 组 操作 条 件 下 , 在 3 种 不 同 的 碳 
酸 水 平 上 观测 到 的 相对 于 目标 淮 注 高 度 的 平均 偏差 现在 ， 碳酸 水 平 在 生产 过 程 中 不 能 被 完全 控制 图 5.17 
中 的 实 曲 线 表 示 的 正 态 分 布 近似 地 表示 了 当前 实验 中 碳酸 水 平 的 变化 . 当 生产 过 程 受 这 一 分 布 所 刻画 的 碳 
酸 水 平 的 值 所 影响 时 , 灌注 高 度 有 明显 的 升降 . 如 果 碳 酸 水 平 值 的 分 布 服从 如 图 5.17 虚线 所 示 的 正 态 分 布 ， 
则 灌注 高 度 的 变化 会 减 小 . 在 生产 时 改善 温度 控制 就 能 减 小 碳酸 水 平分 布 的 标准 差 

我 们 曾经 指出 过 , 如 果 析 因 实 验 中 所 有 的 因子 都 是 固定 的 , 则 可 以 直接 构造 检验 统计 量 . 检 
验 任 一 主 效应 或 交互 作用 的 统计 量 通常 都 由 主 效应 或 交互 作用 的 均 方 除 以 误差 均 方 而 得 . 不 过 
当 析 因 实 验 涉 及 一 个 或 多 个 随机 因子 时 ， 们 验 统计 量 的 构造 就 不 是 这 样 的 了 . 我 们 需要 考察 均 方 
的 期 望 才能 确定 正确 的 检验 法 . 如 此 看 来 , 我 们 需要 有 一 种 导出 均 方 期 望 值 的 方法 .我 们 将 在 第 
12 章 全 面 讨论 这 一 课题 . 
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图 5.16 4| 5.3 的 主 效应 和 交互 作用 图 
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图 5.17 在 高 速 低压 下 不 同 碳酸 水 平 的 平均 灌注 高 度 偏 差 


5.5 ” 拟 合 响 应 曲线 与 曲面 
我 们 注意 到 , 给 一 定量 因子 的 水 平 拟 合 一 条 了 响应 曲线 (response curve) 是 有 用 的 , 它 使 实验 
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者 可 以 得 到 一 个 啊 应 与 因子 的 关系 式 . 这 一 关系 式 可 以 用 来 进行 插值 , 也 就 是 说 , 用 来 预测 在 因 
子 水 平 上 的 响应 , 当然 , 这 些 水 平 应 处 在 实验 中 实际 使 用 过 的 水 平 之 间 . 当 至 少 有 两 个 因子 是 定 
EN, 我 们 可 以 在 这 些 设计 因子 的 不 同 组 合 上 拟 合 预 测 值 y 的 响应 曲面 (response surface). 一 
般 地 , 线性 回归 方法 用 于 为 这 些 实验 数据 拟 合 相应 的 模型 . 我 们 在 3.5.1 节 中 对 于 单 因子 的 实验 
说 明了 这 个 方法 , 并 列举 了 涉及 析 因 实验 的 两 个 例子 . 在 这 些 例子 中 , 我 们 用 计算 机 软件 包 生成 
了 回归 模型 . 关于 回归 分 析 的 更 多 信息 , 见 第 10 章 以 及 本 章 的 补充 材料 . 

例 5.4 考虑 例 5.1 中 的 实验 . 因子 温度 是 定量 的 , 材料 类 型 是 定性 的 ， 且 温度 有 3 个 水 平 因此 , 我 
们 可 计算 线性 的 和 二 次 的 温度 效应 ,以 便 研究 温度 每 样 影响 电池 寿命 ， 表 5.15 给 出 了 该 实验 的 Design - 
Expert 主要 输出 , 其 中 假定 温度 是 定量 的 , 材料 类 型 是 定性 的 . 

表 5.15 中 的 ANOVA 表明 “模型 ”来 源 的 变异 性 已 分 解 为 几 个 分 量 ， 分量 “A" “A2” 分 别 表示 温度 
的 一 次 效应 、 二 次 效应 ,“B” 表示 材 料 类 型 因子 的 主 效应 . 材料 类 型 是 具有 3 个 水 平 的 定性 因子 . 项 AB” 
和 “4?B” 分 别 是 线性 温度 因子 及 二 次 的 温度 因子 和 材料 类 型 的 交互 作用 . 

P 值 表明 A? 和 AB 不 显著 , 而 AB 是 显著 的 . 通 划 我 们 考虑 从 模型 中 称 去 不 显著 的 项 或 因子 ， 但 
是 , 此 时 移 去 A? 和 AB, 保留 A? B. 导致 模型 是 不 分 层 的 . 分 层 原 理 (hierarchy principle) 表明 如 果 一 个 
模型 包 售 高 阶 项 (比如 A? B), 它 必须 包含 分 解 它 的 所 有 低 阶 的 项 (这 里 指 A? 和 AB). 分 层 提 升 了 模型 的 
内 部 一 致 性 , 许多 统计 模型 创建 者 严格 遵从 这 个 原理 ， 但 是 , 分 层 并 不 总 是 一 个 好 主意 ,预测 公式 中 不 含 促 
成 分 层 的 不 显著 项 的 模型 确实 工作 得 更 好 . 更 多 信息 , 见 本 章 的 补充 材料 . 

计算 机 输出 也 给 出 了 模型 的 系数 估计 ， 以 及 规范 因子 (coded factor) 的 电池 寿命 的 景 终 预测 公式 ， 沪 
AP, SEREA, 中 , 高 水 平 (15°, 709, 1259), 对 应 的 温度 水 平分 别 为 A 二 一 1, 0,--1. XE B[1] 和 
B[2) 被 规范 为 示 性 变量 (indicator variable), 其 定义 为 . 

POTUM TP 


材料 类 型 
1 2 3 
B[1] 1 0 | 


Bi2] 0 1 Si 
SER a r E CE M E S 
也 有 用 因子 实际 水 平 预测 电池 寿命 的 公式 . 因为 材料 类 型 是 定性 因子 ， 所 以 对 于 每 一 种 材料 类 型 有 一 个 作 
为 温度 的 函数 的 寿命 预测 公式 . 图 5.18 显示 了 由 这 3 个 预测 公式 生成 的 响应 曲面 . 将 它们 与 图 5.9 中 的 该 
实验 的 二 因子 交互 作用 图 进行 比较 . 


20 


15.00 42.50 70.00 U7 50 125.00 
温度 


图 5.18 Bl 5.4 中 , 对 于 这 3 种 材料 类 型 ， 作为 温度 函数 的 预测 寿命 
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XE 5.15 例 5.4 的 Design-Expert 输出 


Response: Life 


in hr 


ANOVA for Response Surface Reduced Cubic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Sum of 
Source Squares 
Model 59416.22 
A 39042.67 
B 10683.72 
A? 76.06 
AB 2315.08 
A?B 7298.69 
Residual 18230.75 
Lack of Fit 0.000 
Pure Error 18230.75 
Cor Total TT646.97 
Std.Dev. 25.98 
Mean 105.53 
C.V. 24.62 
PRESS 32410.22 
Coefficient 
Term Estimate 
Intercept 107.58 
A-Temp —40.33 
B[1] —b50.33 
B (2) 12.17 
At 一 3.08 
AB [1] 1.71 
AB [2] —12.T79 
A?B [1] 41.96 
A? B [2] —14.04 
Final Equation in 
Lifez 
*107.58 
—40.33 "4 
—50.33 *B[1] 
«12.17 *"B[2] 
—3.08 "4? 


+1.71 *AB [1] 
—12.79 *AB [2] 
+41.96 *A?B[1] 
—14.04 *4? [2] 


Material type 1 


Life- 
+ 169.38017 
—2.48860 "Temp 
40.012851  *Temp? 
Material type 2 
Lifez 
十 159.62397 
—0.17901 “Temp 
0.41627 "Temp? 
Material Type 3 
Life- 
十 132.76240 
十 0.89264 “Temp 
—0.43218  *Temp? 


DF 


BA deb eh geh eR jek qeà A dA 


Terms of Coded Factors: 


Final Equation in Terms of Actual Factors: 


Mean 
Square 
T427T .03 

39042.67 
5341.86 

T6.06 
1157.54 
3648,35 

675.21 


675.21 


R-Squared 

Adj R-Squared 
Pred R-Squared 
Adeq Precision 
Standard 


Error 
7.50 
5.30 

10.61 
10.61 
9.19 
T.50 
7.50 
12.99 
12.99 


F 


Value Prov> F 
11.00 < 0.0001 
57.82 g< 0.0001 


7.91 
0.11 
1.71 
5.40 


0.7652 
0.69856 
0,5826 
8.178 
0575CI 
Low 
92.18 
—51.22 
—T2.10 
—9.60 
—21.93 
—13.68 
— 28.18 
15.30 
—40.T7O 


0.0020 
0.7398 
0.1991 
0.0106 


9595 CI 
High 
122.97 
— 29.45 
—28.57 
33.93 
15.77 
17.10 
2.60 
68.62 
12.62 


significant 


VIF 


8 
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如 果 析 因 实验 中 的 几 个 因子 是 定量 的 , 响应 曲面 也 许可 用 于 模拟 y 和 设计 因子 的 关系 , 而 且 
这 些 定量 因子 效应 可 表示 为 单 自由 度 的 多 项 式 效应 . 类 似 地 , 可 将 定量 因子 的 交互 作用 分 解 为 单 


目 由 度 的 交互 作用 分 量 . 下 述 例子 说 明 这 一 点 . 
例 5.5 人 们 猜想 , 装配 在 一 台数 控 机 床上 的 切割 工具 的 有 效 寿 命 受 切割 速度 和 工具 角度 的 影响 . 选用 
3 种 速度 和 3 种 角度 , 实施 两 次 重复 的 3? 析 因 实 验 , 规范 数据 如 表 5.16 所 示 . 单元 中 圈 起 来 的 数 是 单元 的 


EI {yiz} 表 5.16 工具 寿命 实验 的 数据 
切割 速度 (英寸 /分 钟 ) 


工具 角度 ( 度 ) - 
125 150 [75 US 


Ü 1 
© Q (v) 
20 2 3 6 - 
—1 5 Q 
C) 9 © i 
2D 0 G —] 


表 5.17 给 出 了 该 例 的 Minitab 输出 . 表 的 上 半 部 包含 标准 ANOVA, 两 个 设计 因子 都 视 为 定性 因 
T. 然而 本 例 中 的 两 个 因子 都 是 定量 的 , 表 的 中 间 部 分 的 回归 分 析 用 到 了 这 一 点 Na 和 项 a2 是 工具 角 
度 的 线性 效应 和 二 次 效应 ,5 和 b2 是 速度 的 线性 效应 和 二 次 效应 .项 ab, a2b, ab2, a2b2 代表 了 二 因子 
交互 作用 的 线性 x 线性 、 二 次 x 线性 、 线 性 x 二 次 、 二 次 x TRTE BEEREK P 值 , 我 们 
仍 保留 所 有 模型 项 以 确保 分 层 ， 用 实际 因子 单位 来 表示 预测 公式 表 的 底部 列 出 了 每 个 模型 项 的 平方 和 . 
(它们 是 顺序 平方 和 ,缩写 为 “Seq SS"). 注意 到 ,S'S 工具 角度 一 SSa- SS52,S8S pam = SSy 十 SS, 
SS wi x s 二 S Sab - SS52s + SSasa + S425, 因为 32 析 因 设计 是 正 变 设计 ， 所 以 这 些 顺 序 平方 和 完 
全 分 解 了 模型 平方 和 . 

图 5.19 给 出 了 由 工具 寿命 的 预测 公式 生成 的 曲面 的 等 离线 图 . 检查 这 个 响应 曲面 , 从 中 可 以 看 出 工具 
寿命 在 切割 速度 为 150 转 / 分 和 角度 为 259. 时 达到 极 大 值 . 图 5 20 的 三 维 啊 应 曲面 图 给 出 实质 上 相同 的 信 
B, 但 它 给 出 了 一 个 不 同 的 、 有 时 会 更 有 用 的 关于 工具 寿命 响应 曲面 的 透视 图 .研究 响应 曲面 是 实验 设计 的 
一 个 重要 方面 , 第 11 章 中 将 详细 讨论 它 . 
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表 5.17 例 5.5 的 Minitab 输出 
ANOVA:Tool Life versus Tool Angle, Cutting Speed 


Factor Type Levels Values 

Tool Angle fixed 3 15,20,25 

Cutting Speed fixed 3 125,150,175 

Analysis of Variance for Tool Life 

Source DF 55 M3 F P 
Tool Angle 2 24.333 12.167 8.42 0.009 
Cutting Speed 2 25.333 12.667 8.77 0.008 
Tool Angle* Cutting Speed 4 61.333 15.333 10.62 0.002 
Error 9 13.000 1.444 

Total 17 124.000 

$21.20185 R—Sq-89.52Y R—Sq(adj)-80.20, 


Regression Analysis: Tool Life versus a, b, a2, b2, ab, ab2, a2b, a2b2 


Ihe regression equation is 
Tool life = — 1068 + 136 a + 14.5 b — 4.08 a2 — 0.0496 b2 — 1.86 al 
+ 0.00640 ab2-0.0560 a2b — 0.000192 a2b2 


Predictor Coef SE Coef T P 
Constant —1068.0 7T02.2 —1.52 0.163 
a 136.30 72.61 1.88 0.093 
b 14.480 9.503 1.52 0.162 
a2 —4,080 1.810 —2.25 0.051 
b2 —0.04960 0.03164 —1. br 0.151 
ab —1.8640 0.9827 —1.90 0.090 
ab2 0.006400 0.003272 1.96 0.082 
a2b 0.05600 0.02450 2.29 0.048 
a2b2 —0.00019200 0.00008158 — 5 0.043 
521.20185 R—Sq=89 .5% R—Sq(adj)-80.2* 


Analysis of Variance 


Source DF SS MS F P 
Regression 8 111.000 13.875 9.61 0.001 
Residual Error 9 13.000 1.444 

Total 17 124.000 

source DF SS 

a 1 8.333 3STool Angie *8. 333416. 000224, 333 

b 1 21.33 

az 1 16.00 

b2 1 4.000 SOCutting Speed 721.33344.000225. 333 

ab 1 8.000 

ab2 1 42.667 SSAnglexSpeed 798. 000*-42.66742.667*8.000261.33 
azb 1 2.667 

a2b2 1 8.000 
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我 们 已 经 讨论 了 完全 随机 化 实验 下 的 析 因 设计 . 在 析 因 设计 中 完全 随机 化 所 有 试验 有 时 是 
个 现实 的 . 例如 , 讨厌 因子 的 存在 也 许 要 求 以 区 组 形式 进行 实验 . 我 们 在 第 4 章 中 讨论 了 单 因子 
实验 的 区 组 的 基本 概念 , 现在 讨论 如 何在 析 因 设计 中 引进 区 组 . 析 因 设计 区 组 化 的 其 他 内 容 将 在 
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第 7, 8, 9 章 和 第 13 章 中 介绍 . 
考虑 具有 二 因子 (4 和 B) 及 次 重复 的 析 因 实验 . 该 设计 的 线性 统计 模型 为 


一 ] 2 ,0 
Vk = H + Ti Bj t (TB) + Eijk 191.2 b (5.36) 
k=12... n 


其 中 7585, (r8) 分 别 表示 因子 A,B, AB 交互 作用 . 假定 进行 这 个 实验 需要 特殊 原材料 ， 这 
种 原材料 有 许多 批 次 , 但 是 每 批 都 没有 大 到 足以 在 同一 批 次 上 进行 所 有 abm 个 处 理 组 合 . 但 是 ， 
如果 一 个 批 次 包含 的 材料 足够 ab 次 观测 , 则 实验 设计 也 可 以 用 单独 批 次 的 原材料 进行 n 次 重 
复 中 的 每 一 次 . FE, 原材料 的 批 次 表示 了 随机 化 约束 或 区 组 ， 在 每 个 区 组 内 进行 完全 析 因 设计 
的 一 次 重复 . 新 设计 的 效应 模型 为 


t=1,2,... ,a 
Wk = H Ti t Bj t (TB)i + ik + Eijk gs ars (5.37) 
k —1,2,-..,n 


其 中 64 是 第 个 区 组 的 效应 . 当然 , 区 组 内 的 处 理 组 合 的 进行 次 序 是 完全 随机 化 的 ， 

模型 [(5.37) 式 ] 假定 区 组 和 处 理 间 的 交互 作用 是 可 以 忽略 的 . 这 在 以 前 随机 化 区 组 设计 中 
曾 假设 过 . 如 果 交 互 作用 确实 存在 , 则 它们 不 能 从 误差 分 量 中 分 离 出 来 . 事实 上 , 这 个 模型 的 误 
EMAA T (ró)u, (89), (09). 的 交互 作用 . 方差 分 析 列 在 表 5.18 H. 该 表 与 析 因 设计 类 
TA, 其 误差 平方 和 加 上 区 组 平方 和 等 于 析 因 设计 的 误差 平方 和 . 我 们 用 n TRADA Yy.. r HER 
PARRAK AEA RI. 


* 5.18 随机 化 完全 区 组 中 的 二 因子 析 因 设计 的 方差 


方差 来 源 平方 和 自由 度 期 望 均 方 Fo 
M EES 
区 组 a as n-—1 a? + abo? 
2 P 
1 V... 2 bn TI MS 
A su 2 y. EU Ga 一 F 二 m ri MA 
B 1 2 v2. b—i 2 an $87 M Sg 
an 25 — abn = i MS y. 
B n2,2,(8)0; Ms 
AB — WIL ai Ssa- SSe (e1) 1) + — XR 
误差 减法 (ab — 1)(n — 1) a? 
à 
一 y 
总 和 Yk — abi abn — 1 


在 前 面 的 例子 中 , 随机 化 被 限制 在 原材料 的 同一 批 次 中 . 实际 上 , 多 种 现象 也 可 以 产生 随机 
HIR, 如 时 间 和 操作 员 . 例如 ， 我 们 不 能 在 一 天 内 进行 完整 的 析 因 实验 , 实验 者 可 以 在 第 一 天 
做 一 次 完全 重复 , 在 第 二 天 做 一 次 完全 重复 , 依 此 类 推 结果 , 每 一 天 将 作为 一 个 区 组 . 

例 5.6 工程 师 研究 提高 雷达 示波器 探测 目标 能 力 的 方法 她 认为 有 两 个 因子 是 重要 的 ; 一 是 示波器 
让 的 背景 噪音 量 ( 即 “ 地 面 杂乱 回 波 "), 二 是 显示 器 的 滤波 器 的 型 号 . 实验 者 计划 用 3 种 水 平 的 地 面 杂乱 回 
疲 和 两 种 型 号 的 滤波 器 ,可 以 认为 它们 是 固定 类 型 的 因子 ， 随 机 选择 处 理 组 合 (地 面 杂 乱 回 波 水 平和 滤波 器 
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型 号 ) 进行 实验 并 引入 表示 进入 示波器 内 的 目标 的 信号 . 目标 的 亮度 逐渐 增加 直到 操作 员 能 观测 到 它 . 作为 
响应 变量 ,所 检验 的 亮度 水 平 是 可 以 度量 的 ， 因 为 操作 员 足 够 多 ， 所 以 总 能 选择 一 位 操作 员 ， 使 得 他 或 她 在 
示波器 上 完成 要 求 的 试验 ， 又 因为 操作 员 使 用 示波器 的 技巧 和 能 力 有 所 不 同 . 因此 , 可 以 将 操作 员 作 为 区 组 . 
随机 选择 4 位 操作 员 ， 一旦 操作 员 被 选 定 , 6 个 处 理 组 合 进行 的 次 序 也 被 随机 确定 . 因此 , 我 们 在 完全 随机 
化 区 组 中 进行 3x2 析 因 实验 . 数据 显示 在 表 5.19 rp. 
该 实验 的 线性 模型 为 

pel. 

Vijk = Mr Ti t B; 十 (r8); T). 十 Eijk j=1,2 

k= 1,2,3,4 
其 中 n hm sx, By 表示 滤波 器 型 号 效应 ， (TB 表示 区 互 作用 , 5 dÉDC ERAI, Eijk 是 
NID(0, o?) 误差 分 晤 地面 杂 乱 问 波 、 滤 波 器 型 号 以 及 交互 作用 的 平方 和 可 以 利用 通常 的 方法 计算 . 区 组 
平方 和 可 以 通过 操作 员 总 和 计算 如 下 : 


cC y?. 1 


1 (2 278)? 
M Wk 一 一 


SS ga = — Že = —— [(572}? + (579)? D? + (530)7] - 2— ÉL = 402.17 
SS um er am ^ GY3 [((572)* + (579)* --(597)* + (530)"] (3324) 
表 5.19 目标 探测 处 的 亮度 水 平 
ins z 3 4 
操作 员 (区 组 ) = 
iE 1 2 1 2 1 2 1 2 
地 物 干 扰 
1k 90 86 96 R4 100 92 92 RI 
中 102 87 106 90 105 97 96 RO 
Ht 114 93 112 91 108 95 98 B3 


该 实验 的 完整 方差 分 析 概 括 在 表 5.20 中 . 3€ 5.20 通过 所 有 效应 的 均 方 和 除 以 均 方 误差 来 检验 它们 . 
在 1967K0F D, 地 面 杂乱 回 波 和 证 波 器 型 号 都 是 显著 的 ， 而 变 互 作用 仅 在 10 铝 的 水 平 上 显著 . 因此 我 们 得 出 
结论 : 所 用 的 地 面 杂 乱 回 波 和 滤波 器 型 号 都 影响 了 操作 员 探 测 目 标的 能 力 . 也 有 证 据 表 明 这 些 因 子 间 存在 着 
适度 的 交互 作用 . 
表 5.20 B4 5.6 BE HER 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P fü 
HEELE (G) 335.58 2 167.79 15.13 0.000 3 
滤波 器 型 号 【五 ) 1 066.67 l 1 066.67 96.19 «0.000 1 
GF 77.08 2 38.54 3.48 0.057 3 
区 组 402.17 3 134.06 
误差 166.33 15 11.09 
总 和 2 047.83 23 


在 有 两 个 随机 化 约束 , 每 个 约束 有 p 个 水 平 的 情形 下 , WREE k 因子 析 因 设计 中 处 理 组 合 
的 数量 精确 等 于 约束 水 平 数 , 即 p= ab- «m, 则 析 因 设计 可 以 在 px p 拉丁 方 中 进 行 . 例如 , 考 
虑 修改 过 的 例 5.6 的 雷达 目标 探测 实验 . 实验 的 因子 包括 滤波 器 型 号 (两 个 水 平 ) 和 地 面 杂乱 回 
i (3 个 水 平 ), 操作 员 视 为 区 组 . 现在 假定 对 时 间 有 要 求 , 每 天 只 能 做 6 次 试验 . 因而 , 日 期 成 
为 第 二 个 随机 约束 , 结果 为 6x6 拉丁 方 设计 , 如 表 5.21 所 示 . 在 此 表 中 , 我 们 用 小 写字 母 fi 和 
gi 分 别 表示 滤波 器 型 号 的 第 i 个 水 平和 地 面 杂乱 回 波 的 第 7 个 水 平 . 也 就 是 , figo 代表 滤波 器 
型 号 1 和 中 等 的 地 面 杂乱 回 波 . 现在 需要 6 名 操作 员 , 而 不 是 先前 实验 的 4 个 , 因此 在 3x2 91 
因 设 计 中 的 处 理 组 合 数 怡 好 等 于 约束 水 平 数 . 假定 在 该 设计 中 , 每 名 操作 员 每 天 仅 做 一 次 试验 . 
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拉丁 字母 A B,C, D, E, F 代表 如 下 的 3x2 析 因 处 理 组 合 ， 4 = hg, B = figs, C = figs, 
D = fagi, E = faga, F = faga. 

6 个 拉丁 字母 间 的 5 个 自由 度 对 应 于 滤波 器 型 号 (1 个 自由 度 )、 地 面 杂 乱 回 波 (2 个 自由 
BE) 以 及 它们 的 交互 作用 (2 个 自由 度 ) 的 主 效应 . 该 设计 的 线性 统计 模型 为 


i—12,...,6 
Dee] 2,0 E 

Yijkl = H d Oi c Tj + By t (TB); + Or + Eig < : D (5.38) 
1,2 508 


X 5.21 用 6x6 拉丁 方 进行 的 雷达 探测 实验 


l 操作 员 

HA 1 2 3 4 5 6 
1 A(fhg: —90) B(figo = 106) C(figa = 108) D(fogi = 81) F(faga = 90) E(fago = 88) 
2 C(figa 2114) A(figi — 96)  B(figa = 105) F(f2ga = 83) E(fag2 —86) Dí(fogi = 84) 
3 B(figo = 102) E(fago = 90) G(faga = 95) A(figi— 92) D(fagi = 85) C(figa— 104) 
4  E(fzga —87) D(fogi = 84) A(figi = 100) B(figs = 96) C(figs = 110) F(fag3 = 91) 
5  P(faga —93) C(figa — 112) D(fagi = 92) E(faga = 80) A(figi — 90) B(figo = 98) 

6 


D(fzgi —86) F(foga —91) E( fog = 97) C(figs —98) B(figa = 100) A(figi = 92) 
一 一 一 一 一 -一 192 二 1I00) Alag = 92) - 


其 中 万 和 B. 分 别 表示 地 面 杂乱 回 波 和 滤波 器 型 号 效应 a; 和 4 分 别 表示 日 期 和 操作 员 的 随 
机 化 约束 . 下 面 处 理 总 和 的 双向 表 有 助 于 计算 平方 和 ， 


地 面 杂乱 回 波 BERNS 1 滤波 器 型 号 2 E 
———— — À—————Euwvl o OBRES? yj 0077 


lis 560 512 1 072 
中 607 528 ] 135 
iB 546 543 1 189 


Y-k. 1 813 1 583 3 396— y... 
一 -和 3396-y.  — 
X, 行 和 与 列 和 分 别 为 

行 (Vk): 563 568 568 568 565 564 

列 (Yije): 572 579 597 530 561 557 

方差 分 析 概 括 在 表 5.22 h, 我 们 在 表 中 增加 了 一 列 来 表明 每 个 平方 和 的 自 由 度 的 数目 是 如 
何 确定 的 . 


R 5.22 作为 拉丁 方 的 3x2 析 因 设计 进行 雷达 探测 实验 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 。 自由 度 的 一 般 公 式 均 方 Fo P {Ù 
hr ses ns GG 571.50 2 a—i 285.75 28.86  <0.000 1 
TEAN- F 1 469.44 1 b—1 1469.44 148.43  <0.000 1 

GF 126.73 2 (a — 1)(b — 1) 63.37 6.40 0.007 1 
日 期 (fr) 4.33 5 ab—1 0.87 
操作 员 (F) 428.00 5 ab—1 85.60 
误差 198.00 20 (ab — 1)(ab — 2) 9.90 


总 和 2 798.00 35 (ab)? — 1 
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5.7 E E 题 


5.1 研究 化 学 过 程 的 产 率 . 设想 两 个 最 重要 的 变量 是 压强 与 温度 . 每 一 因子 选取 3 个 水 平 , 进行 有 两 次 


9.9 


重复 的 析 因 实验 . 产 率 数据 如 下 : 


温度 (C) 压强 (psig) 
200 215 230 
150 90.4 90.7 90.2 
90.2 90.6 90.4 
160 90.1 90.5 89.9 
90.3 90.6 90.1 
170 90.5 90.8 90.4 
90.7 90.9 90.1 


(a) 分 析 这 些 数 据 并 写 出 结论 . 用 a = 0.05. 

(b) 作出 适当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 

(c) 你 将 在 什么 条 性 下 运行 这 一 生产 过 程 ? 

一 位 工程 师 推测 , 金属 部 件 的 表面 光洁 度 受 进 料 速度 和 切割 深度 的 影响 ,他 选取 3 种 进 料 速度 并 随 
机 选取 4 种 切割 深度 . 这 样 , 他 实施 了 一 个 析 因 实验 并 得 出 下 述 数据 ; 


进 料 速度 (in/min) 切割 深度 【in) 

0.15 0.18 0.20 0.25 

T4 T9 82 99 

0.20 64 68 88 104 
60 T3 92 96 

92 98 99 104 

0.25 86 104 108 110 
88 RR 95 99 

99 104 108 114 

0.30 98 99 110 111 
102 95 99 107 


(a) 分 析 这 些 数据 并 与 出 结论 . 用 o = 0.05. 

(b) 作出 适当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 

(c) 求 在 每 种 进 料 速度 下 平均 表面 光洁 度 的 点 估计 . 

(d) 确定 (a) 中 检验 的 P fü. 

对 思考 是 5.2 中 的 数据 , 对 进 料 速度 为 0.20 in/min 与 0.25 in/min 的 响应 均值 盖 , 计算 其 959558. 
fa be Mit. 

Industrial Quality Control (1956, pp.5~8) 上 有 一 篇 论文 , 它 描述 了 一 个 研究 玻璃 类 型 与 荣光 粉 
类 型 对 电视 显像管 亮度 的 效应 的 实验 . 响应 变量 是 为 得 到 规定 亮度 水 平 的 电流 必需 量 (单位 ; 微 安 ). 
数据 如 下 : 

(a) 有 何 证 据 表 明 两 种 因子 都 影响 亮度 ? 用 o = 0.05. 

(b) APATA ZHR? 用 œ= 0.05. 

(c) 分 析 这 一 实验 的 残 差 . 
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A TE sO Wis OR 
mm NN 


玻璃 类 型 ] 2 3 
280 300 290 

1 290 310 285 
285 295 200 
230 260 220 

2 235 240 225 
240 235 230 


9.5 Johnson 与 Leone (Statistics and Exrperimental Design in Engineering and the Physical 
Science, Wiley, 1977) 描述 了 一 个 研究 铜板 挠 曲 的 实验 ， 所 研究 的 两 个 因子 是 温度 和 铜板 的 含 铀 
量 . 啊 应 变量 是 措 曲 量 的 度量 . 数据 如 下 : 


TE (%) 


温度 CC 一 一- 一- 
& (C) 40 60 80 100 
50 17,20 16,21 24,22 28,27 
75 12, 9 18,13 17,12 27,31 
100 16,12 18,21 25,23 30,23 
125 21,17 23.21 23,22 29.31 


(a) 有 证 据 表明 两 个 因子 都 影响 挠 曲 量 吗 ? 因子 之 间 有 交互 作用 吗 ? 
(b) 分 析 这 一 实验 的 残 差 . 
(c) 作出 各 个 含 铜 量 水 平 的 平均 挠 曲 量 的 图 像 并 与 适当 尺寸 的 + 分 布 进行 比较 .描述 不 同 的 含 铀 
量 水平 对 挠 曲 量 的 效应 的 差别 . 如 果 要 求 低 的 挠 曲 量 ， 那么 你 会 规定 哪 种 含 铜 量 水 平 ? 
(d) 设 使 用 铜板 的 环境 温度 不 易 控 制 , 你 会 改变 上 述 (c) 的 答案 吗 ? 
“5.6 研究 影响 合成 纤维 抗 断 强度 的 因子 , 随机 选取 4 台 生 产 机 器 和 3 位 操作 员 , 并 用 同一 批 产品 的 纤维 
进行 析 因 实验 . 结果 如 下 : 


操作 员 > 
2 3 4 
l 109 110 108 110 
110 115 109 108 
2 110 110 111 114 
112 111 109 112 
3 116 112 114 120 
114 115 118 117 


(a) 分 析 这 些 数 据 并 写 出 结论 . 用 a = 0.05. 
(b) 作出 恰当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 

5.7 一 位 机 械 工程 师 研究 由 钻头 压力 产生 的 推力 . 他 推测 钻 孔 速度 和 材料 的 进 料 速度 是 两 个 最 重要 的 因 
子 . 随机 选取 4 种 进 料 速度 ， 并 选用 高 和 低 的 钴 孔 速度 以 代表 极端 的 操作 条 件 . 得 出 下 述 结 果 , 分 
析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 用 a = 0.05. 


进 料 速度 


钼 孔 速度 ES e e e a 
0.015 0.030 0.045 0.060 
125 2.70 2.45 2.60 2.75 
2.78 2.49 2.72 2.86 
200 2.83 2.85 2.86 2.94 
. 28G 2.80 2.87 2.88 


5.8 进行 一 个 实验 , 来 研究 操作 温度 和 3 种 荧光 屏 防 璃 类 型 对 示 波 管 的 光 输出 的 影响 ， 收集 到 的 数据 如 


5.9 
5.10 
5,11 


en en 
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P: 
dà o H 
x E - | 
BN 100 125 150 
980 ] 090 1 392 
1 S68 1 087 1 380 
570 1 085 ] 386 
550 1 070 1 328 
2 930 1 035 1 312 
org 1 000 1 299 
546 1 045 867 
3 oTo 1 053 904 
599 1 066 889 
(a) 在 分 析 中 用 a = 0.05. 交互 作用 显著 存在 吗 ? 玻璃 类 型 或 温度 对 啊 应 有 影 啊 吗 ?” 你 的 结论 是 
什么 ? 


(b) 对 于 光 输 出 , 拟 合 一 个 合适 的 关于 玻璃 类 型 和 温度 的 模型 . 

(c) 分 析 访 实验 的 残 差 . 并 讨论 你 所 考虑 的 模型 的 适合 性 . 
考虑 思考 题 5.1 中 的 实验 . 用 合适 的 模型 拟 合 响应 数据 , 用 这 个 模型 提供 关于 过 程 操作 条 件 的 指导 . 
对 于 思考 题 5.1 的 数据 , 用 Tukey 检验 法 来 确定 压强 因子 的 哪些 水 平 有 显著 差异 . 
进行 一 项 实验 来 确定 究竟 是 燃烧 温度 还 是 炉膛 位 置 会 影响 碳 极 的 烘 烤 密 度 . 数据 如 下 : 


和 位置 温度 (C) 
800 825 850 
570 1 063 565 
1 565 1 080 910 
583 1 043 290 
528 988 526 
2 54T 1 026 538 
521 1 004 032 


假定 不 存在 变 互 作用 ， 写 出 统计 模型 . 假定 两 个 因子 都 是 固定 效应 , 进行 方差 分 析 . 能 获得 怎样 的 
结论 ? 论述 模型 的 适合 性 . 


设 所 有 因子 是 国定 的 , 对 每 单元 一 个 观测 值 的 二 因子 方差 分 析 导 出 期 望 均 方 . 
考虑 下 述 二 因子 析 因 实验 的 数据 . 分 析 这 些 数 据 并 写 出 结论 . 对 非 可 加 性 进行 检验 . 用 o = 0.05. 
行 因子 列 因子 
l 2 3 4 
l 36 39 36 32 
2 18 20 22 20 
3 30 37 33 . 34 


UAE — Roh e RIESHULBS vi RE Se I AARE RO Son. 设 两 个 因子 都 是 固定 的 ， 进 行 析 因 实验 .分 
析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 对 非 可 加 性 进行 检验 


压强 (1b/in?) 温度 (C) 
250 260 270 
120 9.60 11.28 9.00 
130 9.69 10.10 9.57 
140 8.43 11.01 9.03 


150 9.98 10.44 9.80 
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*5.15 


9.16 


"5.17 


5.18 


5.19 


考虑 三 因子 模型 
DQIÉlI2Z...a 


Vijk = M Ti + Bj + (78) + (BY) yk + Eijk 7=1,2,... ,6 
k= 1,2,- c 


注意 仅 有 一 次 重复 , 假定 所 有 因子 都 是 固定 的 ， 写 出 方差 分 析 表 , 包括 期 望 均 方 . 为 了 检验 假设 你 
用 什么 作为 “实验 误差 "? 

研究 对 纸张 强度 有 影响 的 因子 ， 它 们 是 ; 纸浆 中 硬木 浓度 的 百分率 、 容 器 的 压强 以 及 痢 桨 时 间 ， 选 
取 3 个 硬木 浓度 水 平 、3 个 压强 水 平 、 两 个 豆浆 时 间 ， 所 有 的 因子 都 看 作 是 辕 定 效 应 . 进行 有 两 次 
重复 的 析 因 实验 , 得 出 下 列 数据 ， 


硬木 浓度 煮 桨 时 间 3 小 时 AJ IE [B] 4 小 时 
百分率 压强 压强 
400 500 650 400 500 600 
2 196.6 197.7 199.8 198.4 199.6 200.6 
196.0 196.0 199.4 198.6 200.4 200.9 
4 198.5 196.0 198.4 197.5 198.7 199.6 


197.2 196.9 197.6 198.1 198.0 199.0 
8 197.5 195.6 197.4 197.6 197.0 198.5 


196.6 196.2 198.1 198.4 197.8 199.8 
————————————BÓÉÉÉc 1945 1998 
(a) 分 析 这 些 数 据 并 写 出 结论 . 用 o = 0.05. 

(b) 作出 恰当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 

(c) 你 会 在 哪 组 条 件 下 进行 生产 ? 为 什么 ? 

纺织 三 的 质量 控制 部 门 研究 几 个 对 用 来 做 男士 衬衫 的 棉花 -合成 纤维 混纺 布 的 染色 有 效应 的 因子 
选取 3 名 操作 工 、3 种 循环 时 间 、 两 种 温度 ， 以 及 在 每 组 条 件 下 着 色 布 的 3 个 小 样品 . 将 成 品 与 标 
准 进行 比较 并 打分 . 结果 如 下 . 分 析 这 些 数 据 并 写 出 结论 论述 模型 的 适合 性 . 


循环 时 间 操作 工 操作 工 


40 24 28 32 23 36 36 
50 35 38 34 39 38 36 


60 24 35 aT 29 37 26 


2T 34 20 20 34 24 
—————————————————————M———ÓÓlsf5 


在 思考 题 5.1 中 , 当 任意 两 种 压强 产生 的 真实 均 差 大 于 0.5 时 , 要 以 高 概率 拒绝 等 假设 ， 如 果 产 率 
的 标准 差 的 一 个 合理 的 先 验 估计 是 0.1, 应 该 进行 多 少 次 重复 ? 
研究 化 学 过 程 中 的 产 率 . 感 兴趣 的 两 个 因子 是 温度 和 压强 . 每 个 因子 选择 3 个 水 平 , 但 是 一 天 只 能 
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进行 9 次 试验 ， 实 验 者 每 天 进行 一 次 设计 的 完全 重复 , 得 到 下 表 的 数据 ， 假定 一 天 就 是 一 个 区 组 ， 


分 析 这 些 数据 . 
第 一 大 压强 第 二 天 压强 
温度 250 260 270 250 260 270 
|: 86.3 84.0 85.8 86.1 85.2 87.3 
中 88.5 87.3 89.0 89.4 89.9 90.3 
高 89.1 90.2 91.3 91.7 93.2 93.7 


5.20 考虑 思考 题 5.5 中 的 数据 , 分 析 这 些 数据 , 假定 重复 就 是 区 组 . 

*5.21 考虑 思考 题 5.6 中 的 数据 ,分 析 这 些 数据 , Boe SOS OE DER. 

*5.22 在 Journal of Testing and Evaluation (Vol. 16. no. 2, pp. 508—515) 上 有 篇 论文 , WIET MAr 
荷载 和 环境 条 件 在 22 MPa 压力 下 对 某 种 物质 的 疲劳 裂纹 增长 的 影响 , 该 实验 的 数据 如 下 ( 啊 应 变 


量 是 裂纹 增长 率 ); 
(a) 分 析 这 个 实验 中 的 数据 . 用 a = 0.05. 
(b) HITRE. 
(c) 用 In(y) 作为 响应 变量 , 重复 (a) 和 (b) 中 的 分 析 . 并 论述 这 个 结果 . 
环境 
g Tm K HK 
2.29 2.06 1.90 
10 2.47 2.05 1.93 
2.48 2.23 1.75 
3.12 2.03 2.06 
2.65 3.20 3.10 
1 2.68 3.18 3.24 
2.06 3.96 3.98 
2.38 3.64 3.24 
2.24 11.00 9.96 
0.1 2.71 11.00 10.01 
2.81 9.060 9.36 
2.08 11.30 10.40 


5.23 Æ IEEE Transactions on Electron Devices (Nov. 1986, pp. 1754) dh hk, 描述 了 对 多晶硅 
BRERA. 下 表 所 示 的 实验 是 他 们 研究 的 一 种 变形 ， 响 应 变量 是 基 极 电流 . 


4 iiM (ions) PARERE (C) 
900 950 1 000 
1 x 1029 4.60 10.15 11.01 
4.40 10.20 10.58 
2 x 107 3.20 9.38 10.81 
3.50 10.02 10.60 


(a) 有 无 证 据 表 明 多 唱 硅 挫 杂 或 者 热处理 温度 对 基 极 电流 有 影响 ? 
(b) 借助 图 形 解释 这 个 实验 . 
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(c) 分 析 残 差 并 论述 模型 的 适合 性 . 
(d) 这 个 实验 支持 模型 y = Bo +r: + Baz2 十 Bzr? + B12z172 +e 吗 ? 其 中 , zi 代表 括 杂 
水 平 ,za 代表 温度 . 估计 这 个 模型 的 参数 并 作出 响应 曲面 . 


5.24 研究 两 种 不 同 品牌 的 电池 在 3 种 不 同 电器 装置 (收音 机 、 照 相机 、 移动 DVD 播放 机 ) 中 的 使 用 寿 


2.25 


5.26 


命 《 单 位 : 小 时 )， 进 行 一 个 完全 随机 的 二 因子 析 因 实 验 得 出 以 下 数据 ， 
一 
电 油 品牌 收音 机 WERE DVD 播放 机 
A &.6 7.9 5.4 

8.2 S4 K.T 
B 0.4 8.5 5.8 


8.8 8.9 5.9 
m 8 LM 
(a) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 (用 a—0.05). 

(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 . 

(c) 你 会 推荐 哪 种 品牌 的 电池 ? 

最 近 我 新 买 了 一 些 高 尔 夫 球 棒 , 相信 它们 会 有 助 于 提高 我 的 成 绩 ， 下 面 是 我 在 3 个 不 同 的 高 尔 夫 球 
场 分 别 用 新 的 和 旧 的 球 棱 打 出 的 3 轮 得 分 . 


球 场 


Miu Ahwatukee Karsten Foothills 
旧 的 90 9] 88 

8T 93 86 

86 90 90 
新 的 88 90 86 

87 9] 85 


85 88 BR 
m UOU 


(a) R a=0.05, 进行 方差 分 析 , 你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 

(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 . 

制造 洗 疼 用 品 的 厂商 要 研究 新 款 去 污 剂 的 功效 . 把 新 款 去 污 剂 和 旧 款 去 污 剂 用 在 有 西红柿 污点 的 棉 
布 测试 物 上 进行 析 因 试验 ， 其 他 因子 是 测试 物 清 洗 次 数 (1 KÈ 2 次 ) 和 是 否 要 借助 清洁 辅助 物 . 
啊 应 变量 是 在 清洁 后 布料 上 残留 污点 的 痕迹 (12 是 最 深 0 ERR) 数据 如 下 表 ; 


NR 


1 2 
配方 辅助 物 辅助 物 
是 f 是 T 
新 6,5 6,5 3,2 4,1l 
IH 10,9 11,11 10,9 9,10 


(a) 取 a=0.05, 进行 方差 分 析 , 你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 
(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 ， 
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本 章 纲要 
61 引言 第 6 章 补充 材料 
6.2 22 设计 S6.1 ”因子 效应 估计 是 最 小 二 蒋 估 计 
6.3 23 设计 86.2 ”计算 因子 效应 的 Yates 方法 
6.4 一 般 的 2* 设计 36.3 ”方差 对 照 的 一 点 注解 
6.5 2* 设计 的 单 次 重复 S6.4 ”预测 响应 的 方差 
6.6 ”附加 中 心 点 的 2* 设计 S6.5 ”用 残 差 识别 分 散 效 应 
6.7 ”使 用 规范 化 设计 变量 的 理由 56.6 中心 点 对 析 因 点 的 重复 的 比较 


56.7 用 上 检验 进行 “ 印 二 次 ”弯曲 性 的 检验 


6.1 5| 言 


析 因 设计 广泛 应 用 于 涉及 多 因子 的 实验 , 所 以 有 必要 去 研究 这 些 因子 对 响应 的 联合 效应 . 第 
5 章 提出 了 析 因 设计 分 析 的 一 般 方法 . 然而 , 一 般 析 因 设 计 有 几 种 特殊 情况 很 重要 , 因为 它们 广 
泛 应 用 于 研究 工作 , 并 且 它 们 也 是 其 他 一 些 有 重要 实 中 价值 的 设计 的 基础 . 

这 些 特殊 情况 中 最 重要 的 一 种 是 , 有 大 个 因子 , 每 个 因子 仅 有 两 个 水 平 . 这 些 水 平 可 以 是 定 
量 的 , 例如 是 两 个 温度 、 两 个 压强 或 者 两 个 时 间 的 值 ; 也 可 以 是 定性 的 , 例如 两 台 机 器 、 两 位 操作 
员 、 一 个 因子 的 “高 ”水 平和 “ 低 ” 水平 或 者 一 个 因子 的 出 现 和 不 出 现 , 这 类 设计 的 一 个 完全 的 
重复 需要 2x2x-x2-2* 个 观测 值 并 称 之 为 28 析 因 设计 . 

本 章 重点 关注 这 一 类 极为 重要 的 设计 . 本 章 假定 : (1) 因子 是 固定 的 ; (2) 设计 是 完全 随机 化 
HJ; (3) 满足 通常 的 正 态 性 假定 . 

在 实验 工作 的 早期 阶段 , 可 能 有 很 多 因子 需要 研究 时 , 2* 设计 就 特别 有 用 . 它 只 需 最 少 的 
实验 次 数 就 可 以 研究 完全 析 因 设计 的 上 个 因子 . 因此, 这 些 设计 可 以 广泛 地 用 于 因子 利 选 实 
验 (factor screening experiment). 

因为 每 一 个 因子 仅 有 两 个 水 平 , 所 以 我 们 假定 响应 在 所 选 的 因子 水 平 范围 内 是 近似 线性 的 . 
在 许多 因子 筛选 实验 中 , 当 我 们 开始 研究 过 程 或 系统 时 , 这 通常 是 一 个 合理 的 假定 .6.6 节 将 给 
出 一 个 用 于 检验 这 一 假定 的 简单 方法 , 并 讨论 一 旦 违背 它 将 会 发 生 什 么 情况 . 


6.2 2? 设计 


2 序列 的 第 一 个 设计 是 仅 有 两 个 因子 (比如 4 与 B), 每 一 因子 都 有 两 个 水 平 的 设计 . 这 种 
设计 叫做 2 析 因 设计 . 因子 的 水 平 可 以 任意 叫做 “ 低 ” 和 “高 ". 例如 , 研究 一 个 化 学 过 程 中 反应 
物 浓 度 和 催化 剂量 对 于 转化 作用 ( 产 率 ) 的 效应 . 实验 的 目标 是 确定 对 这 5 个 因子 中 的 任 一 个 进 
行 的 调整 是 否 提高 了 产 率 , 设 反应 物 浓度 是 因子 A, 它 的 两 个 水 平 是 159081 2595. 催化剂 是 因 
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T B, 用 2 磅 催化 剂 表示 高 水 平 , BUB 1 85, 表示 低 水 平 重复 3 次 , 因此 要 进行 12 次 试验 . 试 
验 的 次 序 是 随机 的 , 所 以 这 是 一 个 完全 随机 化 实验 , 得 到 的 数据 如 下 : 


0 
A B 处 理 组 合 I I III di 
-AD aa æ=» — X aam- 

i = A 高 ,B 低 36 32 32 100 

x 十 AEB 高 18 19 23 60 

T 十 有 4 高,B 高 31 30 29 90 


此 设计 的 4 个 处 理 组 合 如 图 6.1 Bron. 为 方便 起 见 ， 因子 的 效应 用 大 写 拉 丁字 母 表示 . 这 
样 ,“A” 就 表示 因子 4 的 效应 ,“B” 就 表示 因子 B 的 效应 , "AB" 就 表示 AB 的 交互 作用 . 在 
2 设计 中 , 4 B 的 低 水 平 与 高 水 平分 别 在 4 轴 与 B 轴 上 以 “一 ”和 “4*” 表示. 于 是 , 4 fh 
上 的 “一 ”代表 浓度 的 低 水 平 (1596), “4+” 代表 浓度 的 高 水 平 (25%); 而 B Sl Ef «—" RAE 
化 剂 的 低 水 平 “+” 表 示 催 化 剂 的 高 水 平 . 
ab-—tW) 


b=60 
iW d (184-194- 23) (314-304-29) 


慌 化 剂量 , B 


Ea) 一 ; 
(1)-80 a—100 
(28--25--27) (36-32-32) 


5 + 
fi (1596) f (259) 


反应 物 浪 度 , A 
图 6.1 2? 设计 的 处 理 组 合 


该 设计 中 的 4 种 处 理 组 合 通常 用 小 写字 母 表 示 , 如 图 6.1 所 示 . 从 图 中 看 出 , 处 理 组 合 中 任 
一 因子 的 高 水 平 可 以 用 对 应 的 小 写字 母 表 示 ， 而 处 理 组 合 中 任 一 因子 的 低 水 平 用 不 写 出 对 应 的 
字母 的 方式 来 表示 . 这 样 , a 代表 4 为 高 水 平 、 B 为 低 水 平 的 处 理 组 合 , b 代表 4 为 低 水 平 B 
为 高 水 平 的 处 理 组 合 , ab 代表 两 个 因子 都 是 高 水 平 的 处 理 组 合 . 为 方便 起 见 , (1) 通常 表示 两 个 
四 于 都 是 低 水 平 的 , 这 种 记 法 通用 于 2* 序列 . 

在 二 水 平 析 因 设计 中 ， 一 个 因子 的 平均 效应 定义 为 那个 因子 的 水 平 变化 产生 的 响应 变化 在 
为 一 因子 的 水 平 上 取 平 均值 . 还 有 , 记号 (1), a,b, ab 现在 代表 那 一 处 理 组 合 取 n 次 重复 的 总 和 
如 图 6.1 所 说 明 的 那样 . 现在 , 4 在 B 的 低 水 平 上 的 效应 为 [a — (1)]/n. A Æ B 的 高 水 平 上 
的 效应 为 [ab — b/n. 取 这 两 个 量 的 平均 值得 4 的 主 效应 为 ， 


A= zn leb- 8 la- QI) = DLtab-e a -b- (1) (6.1) 
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B 的 平均 主 效应 由 B 在 4 的 低 水 平 上 的 效应 (BI, [p — (1)]/n) A B 在 A BEKEER 
效应 (BE, [ab — a|/n) KẸ: 


B = {lab — a] + b- (D]} = zlab-- b — a — (1)) (6.2) 


交互 作用 效应 AB 定义 为 4 在 B 的 高 水 平 上 的 效应 与 A 在 B 的 低 水 平 上 的 效应 之 差 的 
平均 值 . 于 是 得 


AB = — ([ab — 8] - [a ~ ()]) = 7 (ab -- (1) -a - b) (6.3) 


过 
也 可 以 定义 AB 为 B 在 4 的 高 水 平 上 的 效应 和 B 在 4 的 低 水 平 上 的 效应 之 差 的 平均 值 . 这 
样 定义 也 可 以 得 出 (6.3) XX. 

A, B, AB 的 效应 的 计算 公式 也 可 以 用 另 一 方法 推导 出 来 ， 4 的 效应 可 以 由 图 6.1 中 的 正 
方形 右边 的 两 个 处 理 组 合 的 平均 啊 应 ( 称 之 为 平均 值 gae. 因为 它 是 在 4 的 高 水 平 处 的 处 理 组 
合 的 平均 响应 ) 和 左边 的 两 个 处 理 组 合 的 平均 响应 { 即 了 4- ) 的 差 而 求 得 . 也 就 是 说 ， 


— : ab--a b+(1) 1 
A m — 一 一 mE 
NEL 2n 2n 2n oar 


这 和 (6.1) 式 的 结果 完全 相同 , B 的 效应 , BE (6.2) xXx, 可 以 由 正方 形 上 方 两 个 处 理 组 侣 的 平均 
值 (yp+) 和 正方 形 下 方 两 个 处 理 组 合 的 平均 值 (7p-) 的 差 而 求 得 , 即 

ab+b a+(1) 1 
2n n o 2n 
最 后 , 交互 作用 效应 AB 是 正方 形 右 至 左 对 角 线 上 的 处 理 组 合 [ab 与 (1)] 的 平均 值 减 去 左 至 右 
对 角 线 上 的 处 理 组 合 (a 与 b) 的 平均 值 , B 


ab+b—a— (1)] 


B = ğg+ — s- = 


ab+ (1) a+b 1 
AB = 一 一 一 一 = — € 
2n 2n n [ab -- (1) — a — b] 


这 与 (6.3) 式 相同 . 
用 图 6.1 的 数据 , 信 计 平均 效应 为 
1 


dms e 100 — 60 — 80) = 8.: 
a (90 + 100 — 60 — 80) = 8.33 
I 
B = — —100— 800 — —5 
i3) (90 + 60 — 100 — 80) — —5.00 
l 
AB = — — 100 — 600 — 1.6 
23) (90 + 80 — 100 — 60) = 1.67 


A 的 效应 (反应 物 浓度 ) EEN, 这 表明 它 是 递增 的 . 4 从 低 水 平 (1596) 增 至 高 水 平 (2590) 将 
增加 产 率 . B 的 效应 (催化 剂 ) 是 负 的 , 这 表明 在 生产 过 程 中 增加 催化 剂 的 量 会 降低 产 率 . 相对 
于 两 个 主 效应 说 来 , 交互 作用 效应 显得 较 小 . 

在 很 多 涉及 2* 设计 的 实验 中 , 我 们 将 考察 因子 效应 的 大 小 (magnitude) 和 方向 (direction)， 
以 便 确 定 哪 些 变量 可 能 是 重要 的 , 方差 分 析 一 般 可 用 来 证 明 这 一 点 . 在 建立 和 分 析 2* 设计 的 过 
程 中 , 有 一 些 非常 优秀 的 统计 软件 包 很 有 用 . 同时 , 也 有 一 些 特殊 的 简便 方法 用 来 计算 方差 分 析 . 
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考虑 A, B, AB 的 平方 和 . 由 (6.1) 式 可 得 到 一 个 用 来 估计 A 的 对 照 , 即 
对 照 4 — ab -- a — b — (1) (6.4) 
通常 称 此 对 照 为 A 的 总 效应 . 由 (6.2) R5 (6.3) 式 可 以 看 出 , 类 似 的 对 照 亦 用 在 估计 B ME 
wW AB 中 . 而 且 这 3 个 对 照 是 正 交 的 . 任 一 对 照 的 平方 和 可 用 (3.29) 式 来 计算 , 即 对 照 的 平方 


和 等 于 对 照 的 平方 除 以 对 照 中 的 观测 值 的 总 个 数 乘 对 照 系数 的 平方 和 . 因此 有 
[ab +a — b — (1)? 


FSA = (6.5) 
án 
_ [ab - b — a — (1)? 
SSp-— MUNI ONERE: (6.6) 
2 
SSap = mtaa- (6.7) 
它们 分 别 是 A, B, AB 的 平方 和 . 
用 图 6.1 的 数据 , 由 (6.5) 式 、(6.6) 式 和 (6.7) 式 求 得 平方 和 为 
(50° — 
SSA 一 4(3) — 208.33 
SSe = C30) _ 75.00 (6.8) 
B = 43) ^9 
.Q00* _ 
SSAB 一 4(3) = 8.33 
用 通常 的 方法 求 得 总 平方 和 , 即 
2 2 n a 
s= È b Ea- i eo 
一 般 地 , SSr 有 4n 一 1 个 自由 度 . 误差 平方 和 有 4(n — 1) 个 自由 度 , 用 减法 算得 为 
SSg-SSpy-SSA4-—SSg-— SSAB (6.10) 


对 于 图 6.1 的 实验 , 用 (6.8) 式 的 Bi SSp, SSasp 得 
2 2 3 
SS=} YY = 9 398.00 — 9 075.00 = 323.00 
1—]1 j=1 k=l 5 


SSe = SSr —SS4 —SSp — SSan = 323.00 — 208.33 — 75.00 — 3.33 = 31.34 


元 整 的 方差 分 析 概 括 在 表 6.1 中 . 根据 P 值 , 我 们 得 出 结论 : 两 个 主 效 应 在 统计 上 是 显著 的 , 而 
因子 间 没 有 交互 作用 . 这 一 点 肯定 了 我 们 原先 根据 因子 效应 的 大 小 对 数据 所 作 的 解释 


表 6.1 图 6.1 中 的 实验 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fb P {È 
A 208.33 1 208.33 53.15 0.000 1 
B 75.00 1 75.00 19.13 0.002 4 
AB 8.33 1 8.33 2.13 0.182 6 
误差 31.34 8 3.92 
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IF (1), a, b, ab 写 出 处 理 组 合 常常 很 方便 . 称 这 一 顺序 为 标准 顺序 (或 由 Frank Yates 提 
出 的 Yates 顺序 ). 用 标准 顺序 , 得 出 用 来 估计 效应 的 对 照 系数 是 


效应 (1) a b go 
A: —1 十 ] —1 --1 
B: —1 一 ] +1 E 
AB: +1 -1 -1 十 1 


注意 , 估计 交互 作用 效应 的 对 照 系数 恰 是 两 个 主 效应 对 应 的 系数 的 滋 积 . 对 照 系 数 不 是 01A 
是 一 1, 如 表 6.2 列 出 的 加 和 减 符号 表 , 可 用 来 确定 每 一 种 处 理 组 合 的 固有 符号 . 表 6.2 各 列 
的 开头 是 主 效应 (A 和 B). AB 交互 作用 和 IT{I 代表 了 整个 实验 的 总 和 或 平均 值 ). 注意 ,对 
应 于 了 的 那 一 列 只 有 加 号 , 行 的 命名 符号 是 处 理 组 合 . 为 求 出 用 来 估计 任 一 效应 的 对 照 ， 只 要 
用 处 理 组 合 滋 以 表 中 相应 于 该 效应 的 列 的 对 应 符号 并 加 起 来 即 可 , 例如 , 要 估计 A, 其 对 照 是 
-(1) 十 a 一 8 十 ab, 与 (6.1) 式 所 得 到 的 一 致 . 效应 A, B, AB 的 对 照 是 正 记 的 . 所 以 , 22( 乃 至 
所 有 的 2* 设计 ) 是 正 交 设计 . 


表 6.2 计算 2? 设计 的 效应 的 代数 符号 
析 因 效应 


d. 


AB 


e 
十 十 十 十 |=~ 
二 1 十 | 
+ 
| 


1. 回归 模型 


在 2* 析 因 设计 中 , 利用 回归 模型 表达 实验 的 结果 是 比较 容易 的 因为 2* 仅 是 一 个 析 因 设 
ir, 我 们 既 可 以 用 效应 模型 , 也 可 以 用 均值 模型 , 但 是 回归 模型 方法 更 加 自然 和 直接 . 对 于 图 6.1 
的 化 学 过 程 实验 , 回归 模型 是 
y = Bo + Bisi + Bara +E 


其 中 z1 是 代表 反应 物 浓度 的 规范 变量 , r 是 代表 催化 剂量 的 规范 变量 , 8 是 回归 系数 . 自然 变 
E, 即 反应 物 浓度 和 催化 剂量 , 与 规范 变量 之 间 的 关系 是 


。 浓度 - (浓度 u + RIE a)/2 
(浓度 高 一 浓度 &)/2 


GEIN] x. 一 催化剂 qc) /2 


当 自 然 变量 仅 有 两 个 水 平时 , 这 种 规范 化 对 规范 变量 的 水 平 产生 熟悉 的 土 1 记号 . 用 我 们 的 
例子 说 明 这 一 点 , 有 
_ 浓度 一 (15 十 25)/2 ”浓度 — 20 


T =Z =m 一 
| (25 — 15)/2 5 
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这 样 一 来 , 当 浓 度 处 于 高 水 平 (浓度 —2596) 时 , 则 zi = 十 1; 当 浓 度 处 于 低 水 平 (浓度 =15%) 


Bf, 则 zi = —1. X, 
. 催化 剂 一 (1 十 2)/2 催化剂 — 1.5 
i (2 — 1)/2 i 0.5 


当 催化 剂 处 于 高 水 平 (催化 剂 —2 85) Bj, r2 = 十 1; 当 催化 剂 处 于 低 水 平 (催化 剂 —1 


B) 时 L2 一 —]. 
jg = 27.5 + (33)« 十 ( 3)= 


拟 合 回 归 模 型 是 
其 中 , 截 距 是 所 有 12 个 观测 值 的 总 平均 值 , 回归 系数 ô 和 s 是 相应 因子 效应 估计 量 的 一 半 . 
回归 系数 是 效应 估计 量 的 一 半 的 理由 是 , 回归 系数 度量 x 上 的 一 个 单位 的 变化 在 v 的 均值 上 的 
效应 , 而 效应 估计 量 是 建立 在 两 个 单位 变化 (从 一 1 到 +1) 的 基础 上 的 . 估计 回归 系数 的 简单 
方法 是 进行 最 小 二 乘 参数 估计 . 见 本 章 的 补充 材料 . 


2. 残 差 与 模型 适合 性 
该 回归 模型 可 用 来 产生 y 在 本 设计 中 的 4 个 点 处 的 预测 与 拟 合 值 . 例如 , 当 反 应 物 浓度 处 
于 低 水 平 (x1 = —1) 以 及 催化 剂 处 于 低 水 平 (zs = —1) 时 , 预测 值 是 


ĝ = 27.5 十 (33)cv T (#2) = 25.835 


T2 


在 此 处 理 组 合 处 有 3 个 观测 值 , 其 残 差 是 
e1 = 28 — 25.835 = 2.165, e2 — 25 — 25.835 = —0.835, ea — 27 — 25.835 = 1.165 


同 理 , 可 计算 其 余 的 预测 值 和 残 差 . 对 反应 物 浓 度 处 于 高 水 平 而 催化 剂 处 于 低 水 平时 , 有 


= 27.5 十 (83) (ETa (=2) (—1) = 34.165 


€4 = 36 — 34.165 = 1.835, es = 32 — 34.165 = —2.165, es = 32 — 34.165 = —2.165 
对 反应 物 浓度 的 低 水 平和 催化 剂 的 高 水 平 ,有 


. 8.33 5. 
j = 27.5 + (FZ) + ( 3 een — 20.835 
e; = 18 — 20.835 = —2.835, es = 19 — 20.835 = —1.835, eg = 23 — 20.835 = 2.165 


最 后 , 对 两 个 因子 的 高 水 平 , 有 


j 2754 (333) (+1) + (=) (+1) = 29.165 
e10 = $1 — 29.165 = 1.835, ell = 30 — 29.165 = 0.835, e12 = 29 — 29.165 = —0.165 
图 6.2 给 出 了 这 些 残 差 的 正 态 概率 图 以 及 残 差 与 产 率 预测 值 的 关系 图 ， 这 些 图 形 是 令 人 满 
意 的 , 所 以 , 没有 理由 怀疑 我 们 的 结论 的 有 效 性 . 
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2.167 
].333 
0,500 


34d 
s 0:533 


正 态 概率 


—1.167 


—2.000 


J BAT 
—2,833—2.000 2.167 —0.333 0.500 1.334 2.167 A0. 83 23.06 25,28 27.50 29,72 31.94 34.17 
px 预测 产 率 
(a) 正 态 概率 图 (b) 残 差 与 预测 产 率 的 关系 图 


3. 响应 曲面 
回归 模型 


8.33 — 5.00 
4 = 27.5 + (F )a4 ( p Je: 


可 以 用 于 生成 啊 应 曲面 图 , 如果 要 求 用 自然 因子 水 平 作 图 , 则 可 以 简单 地 将 早先 得 到 的 自然 和 规 
范 变量 之 间 的 关系 代入 回归 模型 , 有 
^ ae, [833\ / 浓度 一 20 一 5.00 Y / 催化 剂 一 1.5 
iid E ~ ) * pP gj 
— 18.33 + 0.833 3 浓度 — 5.00 催 化 剂 


图 6.3a 给 出 了 该 模型 的 产 率 的 三 维 响应 曲面 图 , 图 6.3b 是 等 高 线 图 . 因为 模型 是 一 阶 的 (也 
就 是 , 它 只 包含 主 效 应 ), 拟 合 的 响应 曲面 是 一 个 平面 . 通过 检查 等 高 线 图 , 可 以 看 到 产 率 可 以 随 
着 反应 物 浓度 的 增加 而 提高 , 随 着 催化 剂量 的 减少 而 提高 . 通常 , 我 们 通过 该 拟 合 的 曲面 来 确定 
一 个 过 程 的 潜在 改进 方向 . 一 个 被 称 为 最 速 上 升 法 的 正规 方法 将 在 系统 地 研究 响应 曲面 的 第 11 
章 中 介绍 


2.000 
4.17 
1.833 
20.7 
1.667 
= 25.28 E 
E 15300 
20.83 Ex H 
1:333 
2.000 
1.800 29.00 
$^ 2:53.00 1.167 
a A 11.00 M 1.000 d— 
i a 15.00 16.67 18.33 20.00 21.67 23.33 25.00 
uu 反应 物 浓度 
(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 


图 6.3 ”化 学 过 程 实验 的 产 率 响应 曲面 图 与 等 高 线 图 
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6.3 2? 设计 


设 有 3 个 因子 ， A, B,C, 每 一 因子 有 两 个 水 平 . 此 设计 叫做 2 析 因 设计 . 现在 , 如 图 6.4a 
所 示 , 在 一 个 立方 体 上 显示 出 8 个 处 理 组 合 . 用 “--” 和 “二 ”的 记号 分 别 代表 因子 的 低 水 平和 高 
KF, 我 们 在 图 6.5b 中 列 出 2 设计 的 8 个 实验 . 有 时 我 们 称 为 设计 和 矩阵. 推广 6.2 节 所 用 的 
记号 , 将 处 理 组 合 依 标准 顺序 写 为 (1), a, b, ab, c, ac, be, abc. 这 些 符号 亦 代 表 在 所 指定 的 处 理 组 
合 上 的 n 个 观测 值 的 总 和 和 . 


因子 
at 1 p 
l = — 
2 十 
3 - T 
4 二 十 一 
^5 — = 十 
6 十 ES 十 
HTA : Z pm 
(a) 几何 观点 (b) 设计 和 矩阵 
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实际 上 有 3 种 不 同 的 记号 广泛 应 用 于 2* 设计 的 实验 中 . 首先 是 “+” 与 “_” 记号 , 常 称 之 
为 几何 记号 (geometric notation)， 其 次 是 用 小 写字 母 表 示 处 理 组 合 . 最 后 , 用 记号 1 和 0 分 别 
表示 因子 的 高 水 平和 低 水 平 , 以 代替 “+” 和 “--”. 对 于 23 设计 , 这 些 不 同 的 记号 说 明 如 下 : 


试验 A B C 标签 A B C 
1 — — 一 (1) Ü 0 0 
2 十 一 一 ü 1 ü 0 
3 — + b 0 1 0 
4 十 十 — ab 1 1 0 
9 = = + C 0 ü 1 
6 十 5 + ac 1 0 1 
T 一 十 十 pe 0 ] 1 
8 T T 十 abc 1 1 1 


2? 设计 的 8 个 处 理 组 合 间 有 7 个 自由 度 . 3 个 自由 度 和 AL B,C 的 主 效应 有 关 . 4 个 自由 
度 与 交互 作用 有 关 : AB, AC, BC 各 有 1 个 , ABC 有 1 个. 

考虑 估计 主 效应 . 首先 考虑 估计 主 效应 A. 当 B 与 C 处 于 低 水 平时 , 4 的 效应 是 fa 一 (1)]/n. 
同 理 , 当 B 处 于 高 水 平 、C 处 于 低 水 平时 , 4 的 效应 是 [ab — b]/n. 24 C 处 于 高 水 平 、B 处 于 
低 水 平时 , 4 的 效应 是 [ac — c]/n. 最 后 , 当 B 和 C 都 处 于 高 水 平时 , 4 的 效应 是 [abc — bc] /n. 
这 样 一 来 , 4 的 平均 效应 正 是 这 4 个 效应 的 平均 值 , 即 


1 
A= ze- (1) + ab — b+ ac — c + abc — bc] (6.11) 
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此 式 也 可 以 用 图 6.5a 的 立方 体 右边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 (其 中 A 处 于 高 水 平 ) 和 左边 一 
面 的 4 个 处 理 组 合 (其 中 4 处 于 低 水 平 ) 之 间 的 对 照 推导 出 来 . 也 就 是 说 , 4 效应 怡 好 是 4 处 
于 高 水 平时 4 个 试验 的 平均 值 (gas) 减 去 4 处 于 低 水 平时 4 个 试验 的 平均 值 (ya- ), BB 

] . &-ab-ac--abc — (1) --b-- c4 bc 
人 
此 式 可 以 重新 排 为 
] 
A= g; la + ab + ac + abc — (1) - b — c — bc] 
它 与 (6.11) A#m. 

同 理 , 的 效应 是 立方 体 前 按 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 和 后 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 

平均 值 之 差 , 即 


B = p+ — Yp- = 7 [b -- ab - bc + abe — (1) - a — c — ael (6.12) 
C 的 效应 是 立方 体 上 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 和 下 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 之 


E 1 
C = les — Je- = p E+ ac t bc + abc —-(1)—-a-—b-— ab| (6.13) 


s=- 商 水 平实 验 
o= EKER 


ABC 
(c) ZAF HEH 


图 6.5 2" 设计 中 对 应 于 主 效应 和 变 互 作用 的 对 照 的 几何 表示 


二 因子 交互 作用 效应 容易 计算 出 来 . AB 交互 作用 的 一 种 度量 是 A 在 B 的 两 个 水 平 上 的 
平均 效应 之 差 . 为 方便 起 见 , 称 此 差 的 一 半 为 AB 交互 作用 . 用 符号 表示 为 ， 
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B A 的 平均 效应 


高 (4) [(abc 一 i) (ab — b) 
{tac — c) + (a - (1)] 
2n 
[abe — bc + ab — b — ac +c — a + (1)] 
2n 


fi& (—) 
其 


因为 AB 交互 作用 是 此 差 的 一 半 , 所 以 
[abc — bc + ab — b — ac + c — a + (1)] 


AB — ds (6.14) 
(6.14) 式 可 写 为 ; 
AB- abe +ab+ec+(1) bec bacca 
i án 4n 


从 这 种 形式 容易 看 出 , AB 交互 作用 就 是 图 6.5b 的 立方 体 中 在 两 个 对 角 面 上 的 试验 的 平均 值 之 
2E. 同 理 并 参考 图 6.5b, 得 AC 和 BC 交互 作用 分 别 是 


AC = x-[(1) - a +b — ab — c ae — be + abd (6.15) 


BC = L-((1) +a b — ab — c — ac be + abe] (6.16) 
ABC 交互 作用 定义 为 AB 在 C 的 两 个 不 同 水 平 上 的 交互 作用 之 差 的 平均 依 . TE, 


ABC = = (abc — be] — [ac — c] — [ab — b] + [a — (1))} 
= [abc — bc — ac c — ab b- a — (1) (6.17) 
和 剖面 一 样 , 可 以 把 ABC 交互 作用 看 作为 两 个 平均 值 之 3. 如 果 把 两 个 平均 值 中 的 试验 分 离 
为 两 组 , 那么 , 它们 就 是 图 6.5c 的 立方 体 中 的 两 个 四 面体 的 顶点 . 
在 (6.11) RÆ (6.17) AP, 方 括号 中 的 量 是 处 理 组 合 的 对 昭 ， 一 张 加 减 符号 表 可 以 从 这 些 
对 照 中 寻 出 来 , 如 表 6.3 所 示 . 主 效应 的 符号 是 ， 高 水 平 取 加 号 , 低 水 平 取 减 号 . 一 旦 主 效应 的 符 
号 确定 ， 其 余 各 列 的 符号 可 以 逐 行 地 用 前 面 恰当 的 列 的 符号 相 乘 而 得 例如 , AB 列 的 符号 就 是 
A 列 的 符号 与 B FI RESET BUE. 任 一 效应 的 对 照 容 易 由 此 表 求 得 . 


表 6.3 计算 23 设计 的 效应 的 代数 符号 


析 因 效应 

a 

send cd. 40-4: O ABC 6 a B 
CG 


lene 
Og 


S. | S 

十 十 十 十 十 十 十 十 
十 | 十 1 十 1 x | 
++I 1 十 十 | | 
11 十 十 11+ 
二 十 十 十 111| 
二 1 二 +11 二 1+ 
LE (I 
tl rti r-c4g 
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i 6.3 有 几 个 有 趣 的 性 质 : (1) 除 列 I 之 外 , 每 列 加 号 的 个 数 与 减 号 的 个 数 相等 ，(2) 任意 
两 列 符号 乘积 的 和 为 零 . (3) 列 工 与 任 一 列 相 乘 , 该 列 的 符号 不 变 . 也 就 是 说 , D 是 一 个 单位 元 
X (identity element). (4) 任意 两 列 相 乘 , 得 出 表 中 的 一 列 . 例如 , A x B= AB, 以 及 

ABx B= AB* = A 
我 们 看 到 , 乘积 中 的 指数 可 以 利用 模 为 2 的 算术 运算 法 求 得 . (也 就 是 说 , 指数 仅 是 0 或 1; WDR 
大 于 1, 就 将 它 减 少 2 的 某 个 倍数 , 直至 它 为 0 或 1 为 止 .) 所 有 这 些 性 质 都 包含 在 用 来 估计 效 
应 的 对 照 的 正 交 性 中 ， | 

因为 每 一 效应 都 有 一 个 相应 的 单 自由 度 对 照 , 所 以 效应 的 平方 和 是 容易 计算 的 . YE n X 
重复 的 2? 设计 中 , 任 一 效应 的 平方 和 是 


; 2 
gg — AOT 


Sr 
例 6.1 用 2? 析 因 设计 在 单 晶片 等 离子 蚀刻 工具 中 开发 氮 化 物 蚀刻 工序 . 设计 因子 包括 电极 间 的 间隙、 
气流 (CzFe 作为 反应 物 气 体 ) 和 应 用 在 阴极 的 RF 功率 { 见 图 3.1 的 唱片 蚀刻 工具 示意 图 ). 每 个 因子 都 有 
两 个 水 平 , 设计 重复 两 次 . 响应 变量 是 硅 氨 化 物 的 蚀刻 率 (A /m). 表 6.4 中 显示 的 是 蚀刻 率 数 据 . 图 6.6 7L 
何 地 表示 了 该 设 计 . 


(6.18) 


表 6.4 B 6.1 的 晶片 蚀刻 实验 


规范 因子 蚀刻 率 i 因子 水 平 

AeA B C 重复 1 重复 2 ERI 低 (—1) 高 (4-1) 
1 -1 -1 -1 550 604 (1)=1 154  A([fRBZ, cm) 0.80 1.20 
2 ]: e x 669 650 a—1319  B(Cs3Fg Wi, SCCM) 125 200 
3 一 ! 1 =l 633 601 b—1234 C{ 功 率 , W) 275 325 
4 1 1 -1 642 635  ab=1 277 
5 —] -1 ] ] 037 ] 052 c = 2 089 
6 1 一 ] ] 749 868 ac = 1 617 
T =l 1 1 1075 1063 bc — 2 138 
& 1 ] ] 729 860 abc — 1 589 

hi2 1385 tbr=1 589 


43h w 十 


WEC -— 
E pieles 
Fa KF MH sccm 
Jo w |— CFA 
— + 125 secin 
0,80 cii 1.20 cm 
Fa 18 fa] Bir C4) 


图 6.6 例 6.1 晶片 蚀刻 实验 的 23 设计 
Hide 6.4 的 处 理 组 合 的 总 和 , 估计 因子 效应 如 下 : 
A = a- (1) + ab — b+ ac — c + abe — be] 


1 
ut: 319 — 1 154 + 1 277 — 1 234 + 1 617 — 2 089 + 1 589 — 2 138] 
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1 
= &[-813] = —101.625 
1 
B = — |b + ab + be + abe — (1) — a — c — ac] 
dr 
1 
SoN 234 + 1 277 +2 138 + 1 589 — 1 154 — 1 319 — 2 089 — 1 617] 
1 
= [59] = 7.375 
8 
1 
Ce 4, lc * ac be 4 abc — (1) — a — b — ab] 
1 
5 a2 089 + 1617 +2 138 + 1 589 — 1 154 — 1 319 — 1 234 — 1 277] 
1 
一 "i 449] — 306.125 
1 
AB = 45 lab — a — b+ (1) + abe — bc — ac + c] 
1 
全 zil 277 — 1 319 — 1 234 + 1 154 + 1 589 — 2 138 — 1 617 + 2 089] 
1 
1 
AC = 44 4) — a +b — ab — c + ac — c + abc] 
1 
一 gl 154 —1319 + 1 234 — 1 277 — 2 089 + 1 617 — 2 138 + 1 589] 
1 
= z[-1 229] = —153.625 


1 
BC = 45 (0) +a — b — ab — c — ac + be + abc] 


l 
= zl! 154 + 1 319 — 1 234 — 1 277 — 2 089 — 1617 + 2 138 + 1 589] 
= t-17) = -2.125 
R — E 
1 
ABC = 44 (abc — bc — ac E c — ab E b a — (1)] 
l 
=m 589 — 2 138 — 1 617 + 2 089 — 1 277 + 1 234 +1 319 — 1 154] 
1 


最 大 的 效应 是 功率 (C = 306.125). 间隙 (A = —101.625), 功率 -间隙 谈 互 作用 (AC = —153.625). 
由 (6.18) 式 计算 得 平方 和 如 下 ; 


—813)? 2 

SS4- (7813) ) — 41 310.562 5, SSp = (89)" — 217.562 5 

16 16 

2 449)? x = 

SSc = g = 374 850.062 5, SSap = CI — 2 475.062 5 
—] 229)? 一 1713 

SSAc 一 CIE = 94 402.502 5, 5Spo = "d — 18.062 5 
45)2 
SSABC = ( 5) = 126.562 5 
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总 平方 和 是 SSp-—531 420.937 5, 用 减法 得 SSp-18 020.50. Æ 6.5 中 汇总 了 效应 估计 及 平方 和 , 标 为 
“百分比 页 献 率 ” 的 列 度量 了 模型 的 每 一 项 对 总 的 平方 和 的 贡献 百分比 ， 责 献 百 分 比 通常 是 粗略 的 , 但 它 是 
模型 每 一 项 相对 重要 性 的 有 效 指示 . 注意 , 主 效应 CE) 事实 上 主导 了 该 工序 , 因为 它 占 了 总 体 变 异性 的 
709635, 而 主 效应 A(BIBR) 和 AC 的 交互 作用 种 占 大 约 RHA 1895. 

表 6.5 例 6.1 的 效应 估计 描述 


因子 效应 们 计 平方 和 百分比 页 献 率 
A —101.625 41 310.562 5 T3 6 
B 7.375 217.562 5 0.040 9 
C 306.125 374 850.062 5 70.537 3 
AB —24.875 2 475.062 5 0.465 7 
AC —153.625 94 402.562 5 17.764 2 
BC —2.125 18.062 5 0.003 4 
ABC 5.625 126.562 5 0.023 8 


表 6.6 中 的 方差 分 析 可 用 于 确定 这 些 效 应 的 大 小 ， 它 表明 间隙 和 功率 的 主 效应 是 高 度 显著 的 (两 个 P 


全 都 很 小 ).。AC 的 交互 作用 也 是 高 度 显著 的 , 因此, 间 阶 和 功率 之 间 有 强烈 的 交互 作用 . 


X 6.6 晶片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 


Jj 2534308 平方 和 H EISE 均 方 Fo P Ë 
间隙 (A) 41 310.562 5 1 41 310.562 5 18.34 0.002 7 
气流 (B) 217.562 5 1 217.562 5 0.10 0.763 9 
功率 (C) 374 850.062 5 1 374 850.062 5 166.41 0.000 1 
AB 2 475.062 5 1 2 475.062 5 1.10 0.325 2 
AC 94 402.562 5 1 94 402.562 5 41.91 0.000 2 
BC 18.062 5 1 18.062 5 0.01 0.930 8 
ABC 126.562 5 ] 126.562 5 0.06 0.818 6 
误差 18 020.500 0 8 2 252.562 5 
5 


总 和 531 420.937 5 1 
一 
1. 回归 模型 和 响应 曲面 


预测 蚀刻 率 的 回归 模型 是 


ME > E ^ —101.625 306.125 —153.625 
9 — Boo-Bixi--Baza--Biarira = 716.062 s (255922), , (306. Sa i > jas 


其 中 规范 变量 m) 与 zs 分 别 表示 A 与 C. zizs 一 项 表示 AC 的 交互 作用 . 残 差 由 观测 得 到 的 
蚀刻 率 和 预测 蚀刻 率 之 间 的 差 来 求 得 . 我 们 把 这 些 残 差 的 分 析 作 为 练习 留 给 读者 . 

图 6.7 给 出 了 从 回归 模型 得 到 的 蚀刻 率 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 因为 模型 含有 交互 作用 b 
刻 率 的 等 高 线 是 曲线 (响应 曲面 是 “扭曲 的 ” SEIN). 理想 的 工序 要 求 蚀刻 率 接近 9004 /m. 等 
高 线 图 表明 间隙 和 功率 的 几 个 组 合 都 满足 这 个 目标 . 但 是 , 精确 地 控制 这 些 变量 是 有 必要 的 


2. 计算 机 处 理 


有 许多 统计 软件 包 可 以 用 于 建立 和 分 析 二 水 平 析 因 设计 . 其 中 的 一 种 计算 机 程序 (Design- 
Expert) 的 输出 列 在 表 6.7 rp. 表 的 上 半 部 列 出 的 是 全 模型 的 方差 分 析 表 . 这 里 的 格式 与 表 6.6 
中 的 方差 分 析 的 结果 有 所 不 同 . 方差 分 析 的 第 一 行 是 对 全 模型 (所 有 主 效应 和 交互 作用 ) 的 总 概 
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括 , 模型 的 平方 和 为 


SS ag = SSA + S8p + SSc + SSAn + SSAc + SSpc + SSApo = 5.134 x 10? 


统计 量 
MSam _ T3 342.92 


z — 32.56 
Mop 2252.56 2 


Fo = 
用 于 检验 假设 
Ho: = fa = fa = a = fis = fa = fias = 0 
Hi: 至 少 有 一 个 B 关 0 
因为 P K, 我 们 得 出 结论 ; 至 少 一 个 变量 有 非 零 效 应 . 用 F 统计 量 检验 每 一 个 析 因 设计 效应 的 
显著 性 . 其 结果 与 表 6.6 一 致 . 


325.00 


]U56, 75 FT TT 
e 


aANASANAATNA, 
041.813 [- eee 
10 E 
826.875 312.50 
a 711.938 " 
x 597 R 
2 300.00 
2&7 5) 
275.00 
275.00 0.80 (RO 0.00 1.00 1.10 1.20 
| A: fa] R 
(a) 啊 应 曲面 (b) 等 高 线 图 


图 6.7 例 6.1 的 蚀刻 率 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 
A 6.7 中 全 模型 方差 分 析 的 下 面 , 列 出 了 几 个 R? 统计 量 , 普通 的 R? 为 


SSum 5.134 x 105 
SSgm 5.314x105 Ww 


它 度量 了 由 模型 解释 的 总 变异 性 的 比例 ， 该 统计 量 的 一 个 问题 是 它 随 着 模型 因子 个 数 的 增加 而 
增加 , 即使 这 些 因子 是 不 显著 的 . 已 调整 的 RR?2 统计 量 , 定义 为 


R? 


SSE/dfe 18 020.50/8 
oe te dE RS deed ids s RR 
lia SS sn/df am l- $314 x 105 /15 MS 


它 是 根据 模型 的 “大 小 "( 即 因子 个 数 ) 调整 的 统计 量 . 如 果 模 型 中 增加 不 显著 项 , 已 调整 R? 的 实 
际 上 会 随 之 降低 . PRESS 统计 量 是 衡量 模型 预测 新 数据 精确 程度 的 指标 . (PRESS 是 Prediction 
Error Sum of Square 的 缩写 . 通过 用 除 第 i 个 以 外 , 其 他 观测 值 都 在 内 的 模型 来 预测 第 i 个 数 
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表 6.7 例 6.1 的 Design-Expert 输出 
US 
Response:Etch rate 


ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob F 
Model 5.134E*0.05 T 73342.92 32.56 < 0.0001 
À 41310.56 1 41310.56 18.34 0.0027 
B 217.56 1 217.56 0.097 0.7639 
C 3.T49E*005 1 3.749E*-005 166.41 « 0.0001 
AB 2475.06 1 2475.06 1.10 0.3252 
AC 94402.56 1 94402.56 41.91 0.0002 
BC 18.06 1 18.06 B.0198E-003 0.9308 
ABC 126.56 1 126.56 0.056 0.8186 
Pure Error 18020.50 8 2252.56 
Cor Total 5.314E*005 15 
Std. Dev 47.46 R-Squared 0.9661 
Mean TT6.06 Adj R-Squared 0.9364 
C.V. 6.12 Pred R-Squared 0.8644 
PRESS 72082.00 Adeq Precisioin 14.660 
Coefficient Standard 9595 CI 9595 CI 
Factor Estimated DF Error Low High VIF 
Intercept T76. 06 i 11.87 T48.70 803.42 
À -Gap —50.81 1 11.87 —T8,.17 —23.45 1.00 
B-Gas flow 3.69 1 11.87 —23. 67 31.05 1.00 
C-Power 153.06 1 11.87 125.70 180.42 1.00 
AB —12.44 1 11.87 —39.80 14.92 1.00 
AC —T6.81 1 11.87 —104.17 —49,45 1.00 
BC —1.06 1 11.87 —28.42 26.30 1.00 
ABC 2.81 1 11.87 —24.5b5 30.17 1.00 
Final Equation in Terms of Coded Factors: 
Etchrate = 
776.06 
—b0.81 "A 
+3.69 *B 
十 153.06 *C 
—12.44 "A"B 
—T6.81 "AC 
+1.06 *B*C 
+2.81 "A*B*C 
Final Equation in Terms of Actual Factors: 
Etch rate -— 
—6487.33333 
T5355.41667  *Gap 
T6.58667 "Gas flow 
]-24.10667 "Power 
—6.15833 "Gap'Gas flow 
—17.80000 *Gap"Power 
—0.016133 *Gas flow Power 
+0.015000 *Gap*Gas flow"Power 


——— a ŘE 
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( 续 ) 
Response:Etch rate 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 
sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob F 
Model 5.106E*005 3 1.702E+005 97.91 «0.0001 
A 41310.56 1 41310.56 23.TT 0.0004 
C 3.749E*005 1 3.T49E*005 215.66 « 0.0001 
AC 94402.56 1 94402.56 54,31 «0.0001 
Residual 20857.75 12 1738.15 
Lack of Fit 2837.25 á 709.31 0.31 0.8604 
Pure Error 18020.50 8 2252.56 
Cor Total 5.314E-*005 15 
Std. Dev, 41.69 R-3quared 0.8608 
Mean TT6.06 Adj R-Squared 0.9509 
C.V. 5.37 Pred R-Squared 0.9302 
PRESS 37080.44 Adeq Precision 22.055 
Coefficient Standard 95%CI  9595CI 
Facto Estimate DF Error Low High VIF 
Intercept 776.06 1 10.42  . 753.35 798.77 
A-Gap —50.81 1 10.42 — —73.52 28.10 1.00 
C-Power 153.06 1 10.42 130.35 175.T7T 1.00 
AC —T76.81 1 10.42 —99.52 —54.10 1.00 
Final Equation in Terms of Coded Factors: 
Etch rate 一 
+776.06 
—50.81 "A 
+153.06 "C 
—T6.81  *A*C 
Final Equation in Terms of Actual Factors: 
Etch ratae = 
—5415.37500 
4-4354.68750 *Gap 
十 21.48500 “Power 
—15.36250  *Gap*Peower 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student Cook's Outilier Run 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
1 550.00 597.00 —4T7 .00 0.250 —1.302 0.141  Á —1.345 9 
2 604.00 597.00 7.00 0.250 0.194 0.003 0.186 6 
3 669.00 649.00 20.00 0.250 0.554 0.026 0.537 14 
4 650.00 649.00 1.00 0.250 0.028 0.000 0.027 1 
5 633.00 597.00 36.00 0.250 0.997 0.083 0.997 3 
6 601.00 597 .00 4.00 0.250 0.111 0.001 0.106 12 
7 642.00 649.00 —T.00 0.250 —0.194 0.003  —0.186 13 
8 635.00 649.00 —14.00 0.250 —0.388 0.013  —0,.374 
9 0. 


8 
1037.00 1056.75 —19.T7b5 250 —0.547 0.025  —0.530 5 
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(5) 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student . Cook's Outilier Run 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
10 1052.00 1056.75 —4.T5 0.250 —0.132 0.001  —0.126 16 
11 3749.00 801.50 —52.50 0.250 —1.454 0.176  —1.534 2 
12 868.00 B01.50 66.50 0.250 1.842 0.283 2.082 15 
13 1075.00 1056.75 18.25 0.250 0.505 0.021 0.489 4 
14 1063.00 1056.75 6.25 0.250 0.173 0.002 0.166 T 
15 729.00 801.50 一 7 之 .5 0.250 — 2.008 0.336 | —2.358 10 
16 860,00 801.50 58,50 0.250 1.620 0.219 1.755 11 


据点 , 这 样 所 得 到 的 预测 误差 平方 的 和 可 用 来 计算 它 .) PRESS 值 小 的 模型 表示 是 好 的 预测 模 
型 .“ 预 测 R*” 统 计量 由 


p. = 1 — PRESS _ | _72 082.00 


— 一 一 一 一 一 一 = 08644A 
SS 总 和 5 314 x 10? 


计算 . 这 表明 全 模型 大 概 可 以 解释 新 数据 86 名 的 变异 性 . 
输出 的 下 一 部 分 列 出 了 每 个 模型 项 的 回归 系数 以 及 每 个 系数 的 标准 误 , 其 定义 为 


, : MSg [2252.56 
se(ĝ) = y V(B) = 4j TA - —NS = 11.87 


每 个 回归 系数 的 95968 EXE [8] BH 


B zs 10.025, N —pSe(/3) «Bx B 十 fo.025,N pse(B) 


计算 得 出 , 其 中 上 的 目 由 度 就 是 误差 自由 度 的 数目 , 也 就 是 , N 是 实验 中 的 试验 次 数 (16), p 是 
异型 的 参数 个 数 (8). 同时 还 列 出 了 基于 规范 变量 和 自然 变量 的 全 模型 . 

A 6.7 中 的 最 后 一 部 分 给 出 了 去 掉 不 显著 项 后 的 输出 . 该 简化 模型 仅 包 含 主 效应 因子 ALC 
以 及 AC 的 交互 作用 . 误差 或 残 差 平方 和 可 分 解 为 源 于 立方 体 的 8 个 角 点 的 重复 的 纯 误差 分 量 ， 
以 及 模型 中 去 除 因 子 (B, AB, BC 及 ABC) 的 平方 和 的 拟 合 不 足 分 量 . 表 中 还 列 出 了 分 别 用 规 
范 变 量 和 自然 变量 表示 的 回归 模型 . 模型 解释 的 蚀刻 率 的 总 变异 性 比例 为 

2 SSgs — 5.106 x 10 
— SSag 5.314x 105 — TERQUE 
它 比 全 模型 的 R^ 小 . 但 是 简化 模型 的 已 调整 的 R? 比 全 模型 的 已 调整 的 R 稍 大 , 而 简化 模型 
的 PRESS 相当 小 , 使 得 简化 模型 的 RLO 较 大 . 显然 , 从 全 模型 中 去 掉 不 显著 项 得 到 了 最 终 模 
型 , 它 对 预测 新 数据 更 有 效 . 注意 到 , 简化 模型 的 回归 系数 的 置信 区 间 比 相应 的 全 模型 的 置信 区 
[B] Eg. 

输出 的 最 后 部 分 列 出 了 简化 模型 的 残 差 . Design-Expert 也 给 出 了 六 面 讨 论 过 的 所 有 残 差 

图 . 
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l. 判断 效应 显著 性 的 其 他 方法 

方差 分 析 是 用 来 确定 哪些 因子 效应 不 为 零 的 一 种 正规 方法 . 还 有 几 种 其 他 的 有 用 方法 . 下 
面 将 介绍 如 何 计算 效应 的 标准 误 , 并 利用 这 些 标 准 误 去 构造 效应 的 置信 区 间 . 另 一 种 方法 将 在 
6.5 节 中 说 明 , 用 正 态 概率 图 来 评定 效应 的 重要 性 . 

易 求 一 效应 的 标准 误 . 如 果 我 们 假定 设计 的 2* 次 试验 的 每 一 次 都 有 n 次 重复 , 而 ya, 
Vi2,''* Min 是 第 i 次 试验 的 观测 值 , 则 


TL 


-2 : k 
) Yi; — Yi E 
n—1 24 : ) : 


是 第 i 次 试验 的 一 个 方差 估计 . 可 以 合并 这 2* 个 方差 以 得 到 总 方差 估计 : 


3; = 


s= e 3 z (va — p) (6.19) 
这 也 是 方差 分 析 中 的 用 误差 均 方 给 出 的 方差 估计 . 每 一 效应 的 方差 估计 是 
V (效应 ) = (2E) E gris V ORO 
每 一 对 照 是 2 个 处 理 总 和 的 线性 组 合 , 而 每 一 总 和 是 由 n 个 观测 值 构成 的 . 因此 ， 
V (对照) = 2*no? 
H.—3 877; 2: 


1 2 
V CIS) 一 eiu? ne < 一 9k-247 
将 c” 代 以 它 的 估计 量 S? 并 取 最 后 表达 式 的 平方 根 就 可 求 得 标准 误 的 估计 : 
2S 
se( X Pv) 一 akn (6.20) 


注意 到 , 2^ 设计 中 , 效应 的 标准 误 是 回归 模型 中 回归 系数 估计 量 的 标准 误 的 2 倍 .〈 见 例 6.1 
的 Design-Expert 计算 机 输出 ). 
用 效应 士 ia,w -pse( 效 应 ) 计算 效应 的 100(1 — AARE, 其 中 ; 的 自由 度 是 误差 或 
残 差 的 自由 度 (N — p= 试验 总 数 - 模型 参数 的 个 数 ). 
为 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 6.1 的 晶片 蚀刻 实验 . 全 模型 的 均 方 误 是 M Sg—2 252.56, 每 一 效 
应 的 标准 误 是 (用 S? = MSg) 
zi S. 0002 DUO NB. un 
sel 效 应 ) = "om AG = 23.73 
这 时 , to.o25,8 = 2.31, to.o25,s se At RE)— 2.31(23.73) = 54.82, 于 是 , 各 因子 效应 的 近似 05908 
信和 区 间 是 


A: —101.625 + 54.82 
B: 7.315 + 54.82 
C: 306.125 + 54.82 
AB:  —24.875 + 54.82 
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AC: —153.625 + 54.82 


BC : —2.125 + 54.82 
ABC : 5.625 士 54.82 
分 析 表 明 A, C, AC 都 是 重要 的 因子 , 因为 只 有 它们 的 近似 9596888: DC IBIPI BA 8. 


2. 分 散 效 应 

晶片 蚀刻 工具 过 程 中 的 工程 师 也 感 兴趣 于 分 散 效 应 (dispersion effect), 也 就 是 说 , 进行 试验 
时 , 任 一 因子 确实 影响 不 同 试验 间 蚀 刻 率 的 变异 性 吗 ? 回答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 , 对 于 23 设 
WB] 8 个 试验 的 每 一 个 , 观测 其 蚀刻 率 的 极 差 (range)， 这 些 极 差 画 在 图 6.8 的 立方 体 上 ， 注意 
到 当 间 际 和 功率 都 处 在 高 水 平时 , 蚀刻 率 的 极 差 要 大 得 多, 这 表明 这 两 个 因子 水 平 的 这 一 组 合 可 
能 会 导致 蚀刻 率 的 变异 性 比 其 他 搭配 更 大 . 幸运 的 是 , 通过 设置 间隙 和 功率 , 可 以 达到 蚀刻 率 要 
求 的 900A /m 左右 , 从 而 避免 这 种 情况 . 


0.80 cn 


[RI BR ( A) 
图 6.8 $ibo1lfjbidÓd3nms 
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前 面 提出 的 分 析 方 法 可 推广 到 2* 析 因 设计 ( 即 有 上 个 因子 、 每 因子 有 两 个 水 平 ) 的 情 
形 中 去 ，2* 设计 的 统计 模型 包含 个 主 效应 ，(*) 个 二 因子 交互 作用 ，( 个 三 因子 交互 作 
H, oe ， 以 及 一 个 因子 交互 作用 ， 也 就 是 说 , 对 2* 设计 , 全 模型 含有 25 一 1 个 效应 . 
前 面 对 于 处 理 组 合 而 引入 的 记号 也 适用 于 此 处 ， 例 如 , 在 25 设计 中 ,abd 表示 因子 A,B, D 
处 于 高 水 平 而 因子 C 和 E 处 于 低 水 平 的 处 理 组 合 . 处 理 组 合 可 以 按 标准 顺序 写 出 ， 方法 是 ， 
每 引入 一 个 新 的 因子 , 就 依次 和 前 面 已 引入 的 因子 进行 组 合 . 例如 , 24 设计 的 标准 顺序 是 (1, 
a, b, ab, c, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bed, abcd. 

2^ 设计 的 统计 分 析 的 一 般 方法 概括 在 表 6.8 中 . 正如 前 面 指 出 的 一 样 , 分 析 过 程 通常 可 以 
使 用 一 个 计算 机 软件 包 . 

R 6.8 中 的 步骤 相信 大 家 都 是 熟悉 的 . 第 一 步 是 估计 因子 效应 并 检查 它们 的 符号 和 大 小 、 这 
给 出 了 实验 者 关于 哪些 因子 和 交互 作用 可 能 是 重要 的 、 在 什么 方向 可 以 调整 这 些 因子 以 改进 响 
应 的 最 初 信息 . 在 形成 实验 的 初始 模型 时 , 通常 选择 全 模型 即 所 有 主 效应 和 交互 作用 , 只 要 至 
少 一 个 设计 点 重复 (6.5 节 会 讨论 这 一 步 的 修改 ), 第 三 步 , 利用 方 产 分 析 进 行 关于 主 效应 和 交互 
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作用 的 显著 性 检验 . 表 6.9 给 出 了 n 次 重复 2* 析 因 设计 的 方差 分 析 的 一 般 形式 . 第 四 步 , 改进 
模型 , 通常 包括 从 全 模型 中 移 走 不 显著 项 . 第 五 步 , 用 通常 的 残 差分 析 来 检验 模型 适合 性 和 假定 . 
如 果 模 型 不 适合 或 严重 偏离 假定 那么 在 残 差 分 析 之 后 , 我 们 有 时 会 重新 改进 模型 . 最 后 一 步 通常 
包括 图 形 分 析 : 或 主 效 应 图 或 交互 作用 图 或 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 


表 6.8 2% 设计 的 分 析 步 曼 


(1) 佑 计 因子 效应 (4) 改进 模型 

(2) 形成 初始 模型 (5) 分 析 残 差 
(a) 如 果 设 计 是 重复 的 , 则 拟 合 全 模型 (6) 解释 结果 
(b) 如 果 没 有 重复 , 则 用 效应 的 正 态 概率 图 形成 模型 

(3) 进行 统计 检验 


COC 
表 6.9 2* 设计 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 
k 主 效应 


A SSA 1 
B S Sp ] 
K Sk 1 
(5) 二 因子 交互 作用 
AB SSAB l 
AC SSac 1 
JA SO IK ] 
(5) 三 因子 交互 作用 
ABC SSAnBC 1 
ABD SSABD 1 
IJK SSIIK 1 
(2) k 因子 交互 作用 
ABC...K SSABO...K l 
误差 SSE 2*(n — 1) 


总 和 SST 2*n —1 
一 一 一 “nn-l  — 
尽管 前 面 叙述 的 计算 大 多 数 可 以 利用 计算 机 进行 ， 但 有 时 手工 计算 效应 估计 或 效应 的 平方 
和 也 是 必要 的 . 要 信 计 一 个 效应 或 计算 一 个 效应 的 平方 和 ， 必须 先 确定 该 效应 的 对 照 ， 可 以 使 用 
如 表 6.2 或 表 6.3 那样 的 加 号 和 减 号 表 做 到 这 一 点 . 不 过 , 对 大 的 大 值 , 那 将 很 麻烦 , 可 以 采用 
其 他 方法 . 一 般 说 来 , 确定 效应 AB. K 的 对 照 可 以 用 展开 下 式 右边 的 方法 : 


(对 照 )4aB.K = (a 1)(b E 1)--- (k1) (6.21) 
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在 展开 (6.21) AM, 按 初 等 代数 方法 计算 , 而 在 最 后 的 表示 式 中 , 用 (1) 代替 “1”. 小 括号 中 的 
符号 的 选取 法 是 : 当 因 子 包 含 在 效应 中 时 , 取 负 号 ; 不 在 时 , RE. 
为 说 明 (6.21) 式 的 用 法 , 考虑 23 析 因 设计 , AB 的 对 照 是 
OS RE), = (a— 1)(b— 1){c + 1) = abe + ab + c+ (1) -ac—-bc-a—- b 


进一步 , 在 2 设计 中 , ABCD 的 对 照 是 


(对 照 )ascp = (a — Db- De 1)( — 1)(e + 1) 
= abede + cde + bde + ade + bee 
+ ace + abe + e + abed + cd + bd 
+ad + be + ac+ab+ (l)—-a-b-ce 
— abe — d — abd — acd -- bed — ae 


— be — ce — abce — de — abde — acde — bede 


ARERR R, 就 可 根据 下 式 估计 效应 并 计算 其 平方 和 : 


2 
AB...K = gez, CER a. ic) (6.22) 
l : 1 F 
SSAB..K = z OB as)? (6.23) 
2^5n 


其 中 n 表示 重复 的 次 数 . 也 有 基于 Frank Yates 的 表格 算法 , 有 时 它 对 效应 估计 及 平方 和 的 手 
工 计算 是 有 用 的 . 详 见 本 章 的 补充 材料 . 
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即使 是 对 于 中 等 大 小 的 因子 个 数 , 2* 析 因 设计 的 处 理 组 合 的 总 数 也 是 很 大 的 . 例如 , 25 设 
计 有 32 个 处 理 组 合 , 25 设计 有 64 个 处 理 组 合 等 , 因为 资源 通常 受 限 , 实验 者 能 做 的 重复 次 数 也 
束 受 到 限制 . 通常 可 用 的 资源 只 允许 对 设计 做 一 次 重复 , 除非 实验 者 愿意 消去 某 些 原来 的 因子 . 

每 个 试验 组 合 仅 进行 一 次 实验 的 风险 是 , 我 们 可 能 拟 合 了 含 噪声 的 模型 . BD, 若 响应 y 变化 
程度 大 , 这 可 能 会 误导 从 实验 中 得 到 的 结论 . 如 图 6.9a 所 示 . 该 图 中 , 直线 代表 真实 的 因子 效应 . 
但 是 , 由 于 出 现在 响应 变量 (用 阴影 带 表示 ) 中 的 随机 变异 性 , 实验 者 得 到 了 用 黑 圆 点 表示 的 两 
个 测量 到 的 响应 . 于 是 , 因子 效应 的 估计 接近 于 零 . 结果 , 实验 者 得 到 了 关于 该 因子 的 错误 结论 ， 
如 果 响 应 的 变化 程度 较 小 , 错误 结论 的 可 能 性 也 会 较 小 . 另 一 种 确保 得 到 可 靠 的 效应 估计 的 方法 
古 增 加 低 (一 ) 水 平和 高 (+) 水 平 因子 间 的 距离 , 如 图 6.9b Brzs. 该 图 中 , 低 因子 水 平和 高 因子 
水 平 间 的 增加 了 的 距离 得 到 了 真实 因子 效应 的 合理 估计 . 

一 次 重复 策略 通常 用 于 有 相对 多 的 需 考虑 因子 的 筛选 实验 . 因为 , 我 们 在 不 能 完全 确信 实验 
误差 小 的 情形 下 , 采取 尽量 拉 开 因子 水 平 是 一 个 好 的 做 法 . 重读 第 1 章 中 选择 因子 水 平 的 指南 
也 许 会 有 帮助 . 
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真实 的 因 
于 效应 


Way, y 


因子 效应 的 估计 


if, y 


因子 效应 的 估计 


因子 .x ”因子 , 
(2) 因子 水 平 间距 高 小 (0) 因子 水 平 间距 离 扩大 


图 6.9 无 重复 设计 的 因子 水 平 选 择 的 影响 


2” 设计 的 单 次 重复 有 时 称 为 无 重复 的 析 因 设计 . 因为 仅 有 一 次 重复 , 所 以 没有 误差 的 内 在 
fir { 即 “ 纯 误差 "). 无 重复 析 因 设 计 的 一 种 分 析 法 是 ， 假 定 某 些 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 . 
并 将 它们 的 均 方 组 合 起 来 用 于 估计 误差 . 这 要 借助 于 效应 稀疏 原理 (sparsity of effect princi- 
ple), tb E, 很 多 系统 的 一 些 主 效应 和 低 阶 的 交互 作用 处 于 支配 地 位 ， 而 很 多 高 阶 交 互 作用 可 被 
忽略 . 

当 分 析 无 重复 析 因 设计 的 数据 时 , 有 时 出 现 真 正 的 高 阶 交互 作用 . 此 时 , 将 高 阶 交 互 作用 集 
中 起 来 作为 误差 均 方 使 用 是 不 恰当 的 . Daniel(1959) 提出 的 分 析 方 法 是 克服 这 一 困难 的 简便 途 
f$. Daniel 建议 , 检查 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 . 可 被 忽略 的 效应 是 正 态 分 布 的 , 其 均值 为 零 、 
TEA o7, 因此 会 大 致 落 在 图 上 的 一 条 直线 附近 : 而 显著 效应 有 非 零 均 值 因 此 不 会 落 在 这 一 直 
RE 因此 , 基于 正 态 概率 图 , 初始 模型 必须 指定 包含 那些 显著 不 为 零 的 效应 . 显然 可 以 将 忽略 
的 效应 组 合成 误差 的 估计 . 

例 6.2 24 设计 的 单 次 重复 

种 化 学 产品 是 在 压力 容器 中 生产 的 .在 一 个 小 规模 的 试验 性 工厂 中 进行 一 项 析 因 实验 用 以 研究 可 
能 会 影响 这 种 产品 渗透 率 的 因子 ，4 个 因子 是 温度 (4) 、 压强 (B). 甲醛 浓度 (C) 和 搅拌 速度 (D). 每 一 因 
于 取 两 个 水 平 , 24 试验 的 单 次 重复 所 得 的 数据 如 表 6.10 和 图 6.10 Bog. 依 随 机 次 序 进行 16 次 试验 . 工程 
师 感 兴趣 的 是 使 渗透 率 达 到 最 大 . 在 当前 的 生产 条 件 下 , 产品 的 渗透 率 约 为 75 gal/h( 加 仓 / 小 时 )， 当 前 生 
产 用 的 甲醛 浓度 , MAF C, 为 高 水 平 . 工程 师 希 望 尽 可 能 减少 FERE, 但 一 直 未 能 做 到 这 一 点 , 因为 这 总 
是 造成 渗透 率 太 低 . 


üs 一 一 下 Th =i 
| 
| l B 
Qd87 = 5 5 一 一 24 C | á 


45—— ———T1 1———2AÀü0 : 
图 6.10 例 6.2 RART 3838 4 9:06 IOS 


开始 分 析 这 些 数据 时 ， 先 将 效应 估计 量 画 在 正 态 概率 纸 上 ， 24 设计 的 对 服 常数 的 加 号 和 减 号 表 如 家 
6.11 所 示 . 由 这 些 对 照 , 可 以 估计 15 个 因子 效应 以 及 平方 和 , 如 表 6.12 Bro. 
这 些 效 应 的 正 态 概率 图 如 图 6.11 所 示 . 沿 直 线 上 的 所 有 效应 可 被 扰 略 , 而 大 的 效应 则 远离 此 直线 . 此 
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分 析 显 露出 的 重要 效应 是 主 效应 A, C, D 以 及 AC 交互 作用 和 AD 交互 作用 . 
表 6.10 “小 规模 试验 工厂 的 洪 透 率 实 验 
ARRE 因 f 试验 标号 渗透 率 (gal/h) 
| B C D 

i E » E E (1) 45 

2 十 E RS - a 71 

3 E 51 A — b 48 

4 十 alk — ab 65 

5 - = 十 一 C 68 

6 i = 十 ac 60 

7 s 十 E bc 80 

8 十 十 十 一 abc 65 

g e z. " 十 d 43 

10 $ — 一 十 ad 100 

11 = 十 十 bd 45 

12 E 十 一 十 abd 104 

13 — 一 十 十 cd 75 

14 Ji = 十 十 acd 86 

15 — T t T bed TU 

16 + + + + abed 96 

X 6.11 24 设计 的 对 照常 数 
A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD 

1) -- +- +4 + - =- + + 一 + >- - 十 
ü 十 一 一 一 = 十 十 = — + + T + -- E 
b 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 十 十 m 
ab 十 十 十 一 一 E 一 一 = = + + + + 
c 一 一 t 十 一 十 = + + 一 — 十 十 = 
ac 十 一 一 + 十 一 一 一 十 十 一 十 十 
bc 一 十 = 十 一 十 = 一 十 十 十 = 十 
abc + + + + + + + 一 一 一 一 一 一 一 一 
d = 十 — 十 十 一 十 = = + 十 十 = 
ad 十 一 一 一 一 十 十 + + = — — — 十 + 
bd 一 十 一 一 十 -— + + 一 十 一 一 十 一 十 
abd + + + 一 一 — 一 + 十 十 十 一 一 一 一 
cd - — + + 一 一 + + 一 — + + - 一 十 
acd + 一 一 + + = = + 十 一 = 十 十 = = 
bed 一 + — + 一 十 = + = 十 = + 一 十 一 
abcd + + + + 十 + + Je cx + 十 十 + F + 


图 6.12a mH TERY A, C, D 的 图 形 . 所 有 这 3 个 效应 都 是 正 的 , 如 果 我 们 只 考虑 这 些 主 效应 ,就 
可 以 将 此 3 个 效应 以 高 水 平 来 实验 以 使 渗透 率 最 大 化 ， 不 过 , 还 需 考察 侍 一 重要 的 交互 作用 ， 我们 知道 , 凡 


被 显著 的 变 互 作用 牵涉 到 的 主 效应 ， 都 没有 多 大 的 意义 . 


图 6.12b HiT AC 交互 作用 和 AD 交互 作用 的 图 形 . 这 些 交互 作用 是 求解 问题 的 关键 . 由 4C 交 
互 作用 看 出 ， 当 浓度 处 于 高 水 平时 温度 效应 很 小 , 当 浓 度 处 于 低 水 平时 温度 效应 很 大 ,在 低 浓度 ,高 温度 时 
得 到 最 好 的 结果 . AD 交互 作用 显示 出 , 低温 时 搅拌 速度 D 的 效应 小 , 但 高 温 时 搅拌 速度 D 有 大 的 正 的 效 
应 . 因此 , 当 A 和 D 处 于 高 水 平 而 C 处 于 低 水 平时 , 会 得 到 最 好 的 渗透 率 . 这 就 允许 将 甲醛 浓度 减 小 至 低 


水 平 , 这 是 实验 者 的 另 一 个 目的 . 
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表 6.12 例 6.2 中 24 析 因 实验 的 因子 效应 估计 及 平方 和 


模型 项 效应 估计 
A 21.625 
B 3.125 
C 9.875 
D 14.625 
AB 0.125 
AC —18.125 
AD 16.625 
BC Zo 
BD -0.375 
CD —1.125 
ABC 1.875 
ABD 4.125 
ACD —1.625 
BCD —2.625 
ABCD 1.375 


ERME) 


—1#.12 


图 6.11 
ni 


= Ri 


H5 2$ 3 gal/h) 


À 


平方 和 


1 870.56 
39.062 5 
390.062 
855.563 
0.062 5 
1 314.06 
1 105.56 
22.562 5 
0.562 5 
5.062 5 
14.062 5 
68.062 5 
10.562 5 
27.562 5 
7.562 5 


1.75 11.659 


效应 


—^5.19 


c) [ TE 
^l] h 


n A) = 三 
(b) 3E & 4E RI BH] 
图 6.12 例 6.2 的 主 效应 和 交互 作用 图 


贡献 百分比 


32.639 7 
0.681 608 
6.806 26 

14.928 8 
0.001 090 57 

22,029 3 

19.291 1 
0.393 696 
0.009 815 15 
0.088 336 3 
0.245 379 
1.187 63 
0.184 307 
0.480 942 
0.131 959 


21.62 


例 6.2 中 24 析 因 实验 的 效应 的 正 态 概率 图 
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1. 设计 投影 


图 6.11 中 的 效应 可 以 有 另外 的 解释 方式 . 因为 B( 压 强 ) 不 显著 且 涉 及 B 的 所 有 交互 作用 
可 被 忽略 , 所 以 可 以 在 实验 中 放弃 B 使 得 设计 变 为 A, C, D 的 有 两 次 重复 的 2? 析 因 设计 . 考 
察 表 6.10 中 的 列 AC, D, 容易 看 出 这 些 列 形成 有 两 次 重复 的 23 设计 . 使 用 这 一 简化 假定 , 对 
数据 进行 的 方差 分 析 概 括 在 表 6.13 中 ,由 此 分 析 所 得 的 结论 与 由 例 6.2 所 得 的 结论 本 质 上 相同 . 
注意 , 使 用 将 2! 单 次 重复 投影 到 有 重复 的 23 中 去 的 方法 , 可 以 得 到 ACD 交互 作用 的 估计 量 
以 及 建立 在 所 谓 的 隐藏 重复 (hidden replication) 基础 上 的 误差 估计 量 . 


表 6.13 ”小 型 试验 厂 洪 透 率 实验 中 对 4,C, D 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P t 
A 1 870.56 1 1 870.56 83.36 < 0.000 1 
E 390.06 1 390.06 17.38 « 0.000 1 
D 855.56 1 855.56 38.13 « 0.000 1 
AC 1 314.06 ] 1 314.06 58.56 < 0.000 1 
AD 1 105.56 ] 1 105.56 49.27 « 0.000 1 
CD 5.06 1 5.06 «1 | 
ACD 10.56 1 10.56 <l 
误差 179.52 8 22.44 
总 和 5 730.94 15 


CC 

将 无 重复 的 析 因 设计 投影 到 因子 较 少 的 有 重复 的 析 因 设计 中 去 这 一 概念 非常 有 用 . 一 般 说 
来 , 如 果 有 一 个 25 设计 的 单 次 重复 , 目 其 中 的 h(h < k) 个 因子 可 被 忽略 因而 可 被 丢失 , 则 原先 
的 数据 对 应 于 留 下 来 的 上 一 hh 个 因子 的 具有 2* 次 重复 的 二 水 平 析 因 设计 . 


2. 诊断 检验 


将 普通 的 诊断 检验 应 用 到 2* 设计 的 残 差 中 去 , 分 析 指 出 , 仅 有 的 显著 效应 是 A = 21.625 C = 
9.875, D = 14.625, AC = —18.125, AD = 16.625. 如 果 这 一 点 为 真 , 则 被 估计 的 渗透 率 由 


" 21.625 9.875 14.625 18.125 16.6 
9 = 70.06 + ( 了 ja « (522) ( 7 «-( 2 Jan *( Jia. 


给 出 , 其 中 70.06 是 平均 响应 , 规范 变量 ri, xa, ra 取 值 为 +1 或 —1. 在 试验 (1) 处 的 预测 滩 


透 率 是 
asper: (2 SE T + (238 ci js: + (Ms) 


- (825) 5o94 T + ($5) T P 


因为 观测 值 是 45, 所 以 残 差 是 e = y- à = 45 — 46.25 = —125. 所 有 16 个 观测 值 的 y, g A 
e 二 yy 一 本 的 值 如 下 ; 
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y y c= y—y 
(1) 45 46.25 —1.25 
a Ti 69.38 1.63 
b 4&8 46.25 1.75 
ab 65 69.38 —4.38 
€ 68 74.25 —6.25 
ac 60 61.13 —]1.13 
bc 80 74.25 5.75 
abc 65 61.13 3.88 
d 43 44.25 —1.25 
ad 100 100.63 —0.63 
bd 45 44.25 0.75 
abd 104 100.63 3.38 
cd 75 72.25 2.75 
acd 86 92.38 —6.38 
bed TO 72.25 —2.25 
abed 96 92.38 3.63 


5ROEE IE SEE Pim PE 6.13 Bro. 图 上 的 点 落 在 一 条 直线 附近 , 它 支 持 了 4,C, D, AC, AD 是 
仅 有 的 显著 效应 的 论断 , 因此 满足 关于 分 析 的 基本 假定 . 


ERRERA) 


—h.AM5 3.343 7h — 0.312 5 A718 75 0.15 
gx 
图 6.13 [6.2 中 残 差 的 正 态 概率 图 


3. 响应 曲面 


我 们 用 图 6.12 的 交互 作用 图 对 该 实验 的 结果 作 一 个 实际 解释 有 时 , 我 们 发 现 使 用 响应 曲 
面 也 有 帮助 . 响应 曲面 由 回归 模型 


21.625 9.875 14.625 18. 
y = 70.06 £A (2:35). 十 ( 了 3r T (585). 一 ( jp 十 (S25)... 


生成 . 图 6.14a 显示 了 搅拌 速度 在 高 水 平 ( 即 r4—1) 时 的 响应 曲面 等 高 线 图 . 将 x4 二 1 .代入 上 
述 模型 , 生成 等 高 线 , BD 


38. 
y — TT.312 5 4- (2525), 4- (: 2 a: 一 (B) a 


因为 模型 包含 交互 作用 项 , 所 以 等 高 线 是 曲线 . 
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1000 1.000 
0.667 0.667 
^ O Æ 0.333 
3 E 
aj 0.000 0.000 
: : 
-0.333 gi 一 0.333 
—0.667 一 0.667 a 
— 1.000 1.00 T ti 00 
1.000~0.667—0.333 0.000 0-333 0.667 1.000 1.000—0.667 0333 0.000 0.333 0.667 1.000 
BUS AG) WEE, CC) 
(n) SEPEERE( D) ORE REI n=l (5) 速度 (4) 的 等 高 线 图 , n=] 


图 6.14 例 6.2 渗透 率 的 等 高 线 图 
图 6.14b 是 温度 在 高 水 平 (Bl z,—1) BE P dB SERE. 将 zi=1 代入 回归 模型 , 得 


| 8.25 31.25 
ý = 80.872 5 — ( Sas ( 2 Ja: 


因为 模型 仅 包 含 因 子 C (x3) 和 D(z), 所 以 这 些 等 高 线 是 平行 直线 . 
XX PA 2E SE en ex RE E RH, 如 果 我 们 想 要 极 大 化 渗透 率 , 变量 A(x1) 和 D(z4) 应 当 是 高 水 平 , 过 
程 相对 于 浓度 C 具有 稳健 性 . 从 交互 作用 图 中 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 


4. 效应 的 半 正 态 图 

也 可 以 使 用 半 正 态 图 (halfEnormal plot) 来 代替 因子 效应 的 正 态 概率 图 . 它 是 效应 估计 的 绝 
对 值 与 它们 的 黑 积 正 态 概率 的 关系 图 . 图 6.15 对 于 例 6.2 给 出 了 效应 的 半 正 态 图 . 半 正 态 图 上 
的 直线 始终 穿 过 原点 , 而 且 还 应 该 接近 50962) br ER. 许 允 分 析 家 觉得 半 正 态 图 易于 解释 , 特别 是 
在 仅 有 少数 效应 估计 的 时 候 , 比如 在 实验 者 进行 8 次 试验 设计 的 时 候 . 一 些 统计 软件 包 就 可 以 


PESEE) 


0-00 5.41 — 1081 1622 21.63 
效应 


图 6.15  £ 6.2 中 因子 效应 的 半 正 态 图 


198 £6 * 2" 析 因 设计 


5. 分 析 无 重复 析 因 设计 的 其 他 方法 

关于 无 重复 两 水 平 析 因 设计 的 标准 分 析 方 法 是 因子 效应 估计 的 正 态 (RFEA) 图 . 然而 , 
无 重复 析 因 设计 在 实际 中 应 用 中 非常 广泛 , 因此 人 们 提出 了 许多 形式 的 分 析 方法 ， 以 克服 正 态 
概率 图 的 主观 性 . Hamada and Balakrishnan(1998) 比较 了 这 些 方法 中 的 一 部 分 ， 他 们 发 现 
Lenth(1989) 提出 的 方法 对 于 检验 效应 显著 性 有 很 好 的 功效 . 因为 它 也 易于 实现 , 所 以 它 开始 出 
现在 分 析 无 重复 析 因 设计 数据 的 软件 包 里 . 下 面 给 出 Lenth 方法 的 一 个 简要 介绍 . 

假定 我 们 感 兴趣 于 m 个 对 照 , 比如 cl c2, ,cm. 如 果 设 计 是 无 重复 2* 析 因 设计 , 那么 
这 些 对 照 就 对 应 于 m = 2* — 1 个 因子 效应 估计 . Lenth 方法 的 基本 思想 是 用 最 小 ( 按 绝 对 值 ) 
的 对 照 估 计量 来 估计 对 照 方差 . 令 


so = 1.5 x 中 位 数 (Le; |) 


PSE =15x 中 位 数 ([cj| : |e] < 2.5so) 
PSE 称 为 “ 伪 标 准 误 ", 当 没有 许多 活跃 (显著 ) 因子 时 , Lenth 证 明 它 是 对 照 方差 的 一 个 合 
佑 计 . PSE 用 于 判断 对 照 的 显著 性 . 一 个 对 照 可 以 与 误差 ii Fs (margin of error) 


ME = Í9.025.d x PSE 


进行 比较 . 其 中 自由 度 定义 为 4 二 m/3. 为 推导 一 组 对 照 , Lenth 建议 用 误差 联合 边际 (simultan- 
eous margin of error) 
SME = tya x PSE 
RP, t PARADAN y —1— (1+ 0.951/™)/2, 
为 了 说 明 Lenth 方法 , 考虑 例 6.2 的 2! 实验 . 用 so — 15x |—2.625|—3.937 5 和 2.5x 
3.937 5—9.843 75 进行 计算 , 得 


PSE-1.5x|l.75|22.625, ME-—2.571x2.625 —6.75, SME-5.219x2.625 — 13.70 


现在 , 考虑 表 6.12 中 的 效应 估计 . SM E. 准则 表明 4 个 最 大 ( 指 大 小 ) 的 效应 是 显著 的 , 因为 
他 们 的 效应 估计 超过 SME. 根据 ME 准则 , 主 效 应 C 是 显著 的 , 但 根据 SME, 它 是 不 显著 
Hy. 然而 , 由 于 AC 的 交互 作用 显然 是 重要 的 ， 我 们 在 显著 效应 名 单 中 可 能 还 要 包括 C. 该 例 中 ， 
Lenth 方法 与 我 们 前 面 通过 检查 效应 的 正 态 概率 图 得 到 的 答案 是 一 致 的 . 

一 些 作者 [ 见 Hamada and Balakrishnan(1998), Loughin(1998), Loughin and Nobel 
(1997)， 以 及 Larntz and Whitcomb(1998)) 已 经 观测 到 Lenth 方法 对 控制 1 类 错误 率 是 失 
败 的 , 但 模拟 的 方法 可 以 校正 这 种 方法 . Larntz and Whitcomb(1998) 建议 用 已 调整 的 乘 子 蔡 
代 原 始 的 ME 和 SME 乘 子 如 下 : 


HAA 7 15 31 
原始 ME 3.764 2.571 2.218 
已 调整 的 ME 2.295 2.140 2.082 
原始 SME 9.008 5.219 4.218 


己 调 整 的 SME 4.891 4.163 4.030 


6.5 2* 设计 的 单 次 重复 199 


这 与 Ye and Hamada(2000) 的 结果 几乎 一 致 . 

一 般 地 , Lenth 方法 是 一 个 聪明 且 有 用 的 方法 . 然而, 我 们 推荐 它 作 为 通常 的 效应 正 态 概率 
图 的 补充 , 而 不 是 替代 它 ， 

Bisgaard(1998-1999) 提出 了 一 个 名 为 条 件 推断 图 (conditional inference chart) 的 好 的 图 
解 方 法 , 以 帮助 解释 正 态 概率 图 . 图 解法 的 目标 是 帮助 实验 者 判断 显著 的 效应 . 当 标 准 差 o 已 知 
时 , 或 者 它 可 以 从 数据 中 估计 时 , 这 是 相对 容易 的 , 在 无 重复 设计 中 , 没有 o 的 内 在 估计 , 因此 ， 
条 件 推断 图 用 于 帮助 实验 者 估计 标准 差 取 值 范围 的 效应 大 小 . Bisgaard 把 图 建立 在 下 述 结果 之 
上 : 具有 ON 次 试验 (对 于 无 重复 析 因 设计 , N = 2*) 的 两 水 平 设计 的 效应 标准 误 为 

20 


VN 
其 中 o 是 单个 观测 的 标准 差 . 士 2 倍 的 效应 的 标准 误 为 
decr 
+N 
一 旦 效应 被 估计 , 作出 如 图 6.16 这 样 的 图 , WAE (y 88) 画 出 效应 估计 . 该 图 已 经 使 用 了 例 
6.2 中 的 效应 估计 . 图 6.16 中 的 横 坐 标 { 即 r 轴 ) 是 一 个 标准 差 (o0) 标量 . 这 两 条 直线 分 别 是 
二 
y VN y VN 
本 例 中 , N = 16, 所 以 直线 为 y= +0 M y= —o. 给 定 标准 差 o 的 值 , 我 们 可 以 把 两 条 直线 之 
间 的 距离 认为 是 可 忽 上 略 效 应 的 近似 9596 E ta [C [8]. 
从 图 6.16 可 以 观测 到 , 如 果实 验 者 认为 标准 差 是 在 48 之 间 , 那么 因子 A, C D, 以 及 AC 


图 6.16 $6.2 的 条 忻 推断 图 
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交互 作用 和 AD 交互 作用 是 显著 的 . 如 果 他 或 她 认为 标准 差 为 10, 因子 C 也许 是 不 显著 的 . 也 
就 是 说 , 给 定 一 个 o 大 小 的 假设 , 实验 者 可 以 构建 一 个 判断 效应 近似 显著 的 “ 淮 绳 *， 该 图 也 可 
以 反 过 来 使 用 . 例如 , 假定 我 们 对 因子 C 是 否 显 著 不 确定 . 实验 者 可 以 提出 问题 : o > 10 是 否 
f ER. WR o=10 是 不 合适 的 , 那么 可 以 得 出 C 是 显著 的 结论 . 

现在 给 出 无 重复 2* 析 因 设计 的 3 个 启发 性 的 例子 . 

例 6.3 析 国 设计 的 数据 变换 

Daniel (1976) 描述 了 一 个 24 析 因 设计 , 用 来 研究 钻头 的 推进 速率 , 它 是 4 个 因子 (Bis CA), 流 
XE (B), 旋转 速度 (C), 泥 桨 类 型 (D)) 的 函数 .实验 数据 如 图 6.17 所 示 . 

此 实验 的 效应 佑 计量 的 正 态 概率 图 如 图 6.18 Bros. 根据 此 图 , 因子 B,C, D 以 及 BC 交互 作用 和 
BD 交互 作用 需要 说 明 . 图 6.19 是 残 差 的 正 态 概率 图 , 图 6.20 是 残 差 与 预测 推进 速率 的 关系 图 预测 的 推 
进 速率 来 自 含 有 可 识别 因子 的 模型 ， 显然, 关于 正太 性 和 等 方差 性 是 有 问题 的 ， 处 理 此 类 问题 常用 数据 变换 
的 方法 . 因为 响应 变量 是 速率 , 所 以 对 数 变换 是 合理 的 选择 . 
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I 
A 效应 估计 
图 6.17 例 6.3 钻头 实验 中 的 数据 图 6.18 例 6.3 的 效应 正 态 概 率 图 


l. 


])x100 


J 
才 


正 态 概率 {]1-: 


2 5 N m 14 
预测 推进 速率 


图 6.19 例 6.3 f] SR XE IE EE EET 图 6.20 f| 6.3 的 残 差 与 预测 速率 的 关系 图 


图 6.21 是 在 变换 y* = In y 下 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 . 我 们 注意 到 , 只 有 因子 B,C, D 起 作用 , 这 
Hr, 解释 起 来 就 很 简单 . 也 就 是 说 , 将 数据 用 正确 的 尺度 表示 时 , 会 简化 它 的 结构 ， 在 此 说 明 性 模型 中 那 两 个 
交互 作用 已 不 再 需要 了 . 
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Px 100 


EARR- P.) x 100 


ü 0.3 ü.6 (0.9 1.2 
兹 应 估计 
图 6.21 例 6.3 对 数 变换 后 的 效应 与 正 态 概率 的 关系 图 
图 6.22 和 图 6.23 分 别 表 示 残 差 与 正 态 概率 的 关系 图 和 残 差 与 预测 推进 速率 的 关系 图 ,这 两 幅 图 是 
在 对 数 意 义 下 ， 对 含有 B, C, D 的 模型 而 作出 . 对 现在 这 些 图 形 终于 满意 了 .， 我们 的 结论 是 , 对 于 y^ = 
ln y, 模型 仅 需 用 因子 B,C, D 就 足以 说 明了 . 此 模型 的 方差 分 析 概 括 在 表 6.14 中 . 模型 的 平方 和 是 


SS an = SSB + SSc + SSp = 5.345 + 1.339 + 0.431 = 7.115 


因此 R? — SS gaS Sr = 7.115/7.288 = 0.98, 所 以 该 模型 解释 了 钻头 推进 速率 中 大 约 osse de REHE. 


= | ü.1 
x ; E 
T 9 o 
Ww. 7 
yE 
w ií -.1 
Ed y 
-0.2 -.1 ü 0.1 ().2 ü 0.5 1.0 1.5 20 25 
残 差 对 数 变 换 后 的 预测 推进 速率 
图 6.22 例 6.3 对 数 变换 后 的 残 差 图 6.23 例 6.3 对 数 变换 后 的 残 差 
与 正 态 概率 的 关系 图 与 预测 速率 的 关系 图 
表 6.14 560.3 对 数 变换 后 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 Ig c Fo P {Ë 
B (OLX ) 5.345 1 5.345 381.79 « 0.000 1 
C( 旋 转速 度 ) 1.339 1 1.339 95.64 « 0.000 1 
D (i 3 2838) 0.431 1 0.431 30.79 < 0.000 1 
VAS 0.173 12 0.014 


总 和 7.288 15 
SR 


例 6.4 无 重复 析 因 设 计 中 的 位 置 效应 和 分 散 效应 
在 一 生产 商用 飞机 内 壁 嵌 板 和 窗 红 板 的 生产 线 上 做 一 个 24 设计 实验 . 幅 板 是 压制 成 形 的 , 在 当前 条 件 
下 , 在 一 压力 负荷 下 每 块 钳 板 的 平均 猎 点 数 太 高 (REDUCE. 5.5 AEA.) 用 24 设计 的 单 次 重复 来 研 
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究 4 个 因子 , 实验 是 在 同一 压力 负荷 下 进行 的 . 因子 是 温度 (A) RERE (B). 树脂 流量 (C). 以 及 压 机 闭 
合 时 间 (D). 此 实验 的 数据 如 图 6.24 所 示 . 

因子 效应 的 正 态 概率 图 如 图 6.25 Bron. 显然 , 两 个 最 大 的 效应 是 4 = 5.75 和 C = -4.25， 其 他 因 
子 的 效应 显得 都 较 小 . 4 与 C 解释 了 总 变异 性 的 大 约 77%, 所 以 , 结论 是 , 低 的 温度 CA) 和 高 的 树脂 流量 
(C) 会 碱 少 嵌 板 疲 点 的 发 生 率 . 


因子 低 (-) 0) 
Aza ga l "n E 2 
B= Bs 二 
C= LE E 10 20 pad = 
D-FRELBI AE s) — 15 30 P em 
= AD 
pce e x 
5 0 5 È t 
P d tl p HC | 
d a | gi 
| Qu^ B L-77 4] 一 5.5 : á zn T; 0 , 10 
i 效应 估计 
图 6.24 例 6.4 尾 板 实验 的 数据 图 6.25 例 6.4 人 峙 板 实验 的 因子 效应 
的 正 态 概率 图 


谨慎 地 进行 残 差分 析 是 任何 实验 的 一 个 重要 方面 ， 残 差 的 正 态 概率 图 没有 显示 出 异常 情况 但 当 实验 
者 画 出 残 差 与 因子 A BID 的 各 个 关系 图 时 , 残 差 与 B( 模 压 时 间 ) 的 关系 图 呈现 如 图 6.26 所 示 的 模式 . 这 
一 包子 对 于 每 块 嵌 板 的 平均 疯 点 数 而 论 是 不 重要 的 ， 而 在 影响 生产 过 程 的 变异 性 方面 却 是 十 分 重要 的 ， 在 同 
一 压力 负荷 下 , 少 的 模压 时 间 会 使 每 块 嵌 板 的 平均 疲 点 数 有 较 小 的 变异 性 . 

从 图 6.27 的 立方 体 图 可 以 看 出 , 模压 时 间 的 分 散 效 应 也 是 非常 明显 的 , 图 中 画 出 了 在 由 立方 体 中 的 因 
了 A, B, C 确定 的 点 处 的 每 块 峰 板 平均 症 点 数 及 其 极 差 ， 当 B 处 于 高 水 平时 (图 6.27 中 立方 体 的 背面 )， 
平均 极 差 是 Ray — 4/75, 当 B 处 于 低 水 平时 , 平均 极 差 是 Rp- = 1.25. 


H-—3.5 H-4.5 
5 M —].25 
: dy 
as i. | 
Hy ! pr -6.5 
a " " _ = Ein 一 一 一 | Ü 
B— 模压 时 间 T nz Le 5:53 
v S qu 8 1175 -名 -模压 时 间 
295 123 
5 A— Xi HF 
图 6.26 £^ 6.4 残 差 与 模压 时 间 图 6.27 例 6.4 中 温度 、 模 讨 时 间 和 
的 关系 图 树脂 流量 的 立方 体 图 


这 一 实验 的 结果 是 ， 工程师 决定 , 进行 生产 时 ， 取 低 的 温度 和 高 的 树脂 流量 以 减少 疯 点 的 平均 数 ， 取消 
的 模压 时 间 以 减 少 每 块 嵌 板 疯 点 数 的 变异 性 , 并 取 少 的 压 机 闭合 时 间 { 它 既 对 位 置 和 分 散 性 都 没有 效应 ). 在 
一 条 新 的 生产 线 上 , 按照 这 组 新 的 操作 条 件 进行 生产 , 结果 是 ， REB ME AP TAEA. 

2* 设计 的 残 差 能 对 所 研究 的 问题 提供 更 多 的 信息 . 因为 残 差 可 看 作为 噪音 或 误差 的 观测 值 ， 
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因此 , 通过 它 可 对 生产 过 程 的 变异 性 作出 更 深入 地 了 解 . 我 们 可 以 系统 地 考察 无 重复 2* 设计 的 
残 差 , 以 提供 关于 生产 过 程 变异 性 的 信息 . 

考虑 图 6.26 的 残 差 图 . 当 B 处 于 低 水 平时 , 8 个 残 差 的 标准 差 是 5(B-) —0.83; 24 B A 
于 高 水 平时 , 8 个 残 差 的 标准 差 是 S(B*) = 2.72， 当 两 个 方差 o?(B81) 5 oB) 相等 时 , 统 
计量 


n Sg? (B* 
Fp = |n M (6.24) 
近 羽 服从 标准 正 态 分 布 . FE 的 值 是 
2 
Fi nS) 2, 727 ,3 


S2(B-) (0.83)2 
表 6.15 列 出 了 2 ”设计 的 完全 对 照 集 以 及 在 例 6.4 BO SEO PEERS. 此 表 的 每 一 列 
含有 相等 个 数 的 加 号 和 减 号 , 因此 可 对 各 列 的 每 组 符号 算出 残 差 的 标准 差 , 即 S(i+) 和 S(T), 
i=1,2,--,15. 于 是 


一 mn 一 一 -~ i-21.2.....15 6.25 
F; us) t 了 1 H ( ) 


EAE, 可 用 来 判断 实验 分 散 效应 的 大 小 . 如 果 因子 i 为 正 时 试验 残 差 的 方差 等 于 因子 ; 为 
仙 时 试验 残 差 的 方差 , 则 Fr 近似 服从 标准 正 态 分 布 . FI 的 值 列 于 表 6.15 每 列 的 下 面 . 


3X 6.15 例 6.4 分 散 效 应 的 计算 


试验 A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD 残 差 
1 一 一 + 一 十 十 一 一 十 十 - 十 一 — + -0.94 
2 + 一 - = es EO cepe ees wm oe CB toc — — -069 
3 一 十 - 一 十 = 十 一 十 一 十 二 一 + 一 一 2.44 
4 十 十 十 一 一 一 - 一 一 = - + + + + 一 2.69 
5 — - o4 4 一 一 + -+ + 一 E + - -119 
6 + 一 一 4 十 一 一 一 一 十 二 — 一 + +4 0.56 
T 一 + 一 十 2 十 一 = + 一 十 一 十 — + 一 0.19 
8 qo g t 十 十 + +- 一 一 一 一 - 一 2.06 
9 一 一 十 一 十 十 一 +- 一 十 一 + + 一 0.06 
10 + 一 - — — + + 十 十 一 一 一 = + + 0.81 
11 — + 一 = + 一 t +- + - 一 + = dE 2.06 
12 + + + — — - 一 ++ + + ES. us J 3.81 
13 一 一 十 十 — 一 + +- 一 +4 + 一 - + -0.69 
14 E uM x T Da s e cp. e o x spe - —  -1.4 
15 - + 一 + + o ew pe ue a pee qe s 3.31 
16 + + + + + + ++ + 十 + + + + 一 2.44 


S(it) 2.25 2.72 2.21 1.91 1.81 1.80 1.80224 2.05 2.28 1.97 1.93 1.52 2.09 1.61 
S(i7) 1.85 0.83 1.86 2.20 2.24 2.26 2.24 1.55 1.93 1.61 2.11 1.58 2.16 1.89 2.33 
F^ 0.392.37 0.34 —0.28 —0.43 —0.46 —0.44 0.74 0.12 0.70 —0.14 0.40 —0.70 0.20 —0.74 


图 6.28 是 分 散 效应 F? 的 标准 正 态 分 布 图 . 显然 , B 是 有 关 生 产 过 程 分 散 性 的 一 个 重要 因 
T. 这 个 方法 的 进一步 讨论 见 Box and Meyer(1986) 以 及 Myers and Montgomery(2002). 为 
了 使 模型 的 残 差 完全 地 转达 关于 分 散 效应 的 信息 ， 位 置 模型 必须 正确 地 指定 . 本 章 的 补充 材料 提 
供 了 更 多 细节 以 及 一 个 例子 . 
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IE MESE (1 — P) x 100 


u.2 


F* 


2.2 


gu. 


Ug 


P x 100 


图 6.28 f| 6.4 的 分 散 效应 F* 的 正 态 概率 图 


例 6.5 响应 的 重复 测量 


茶 工 程 师 团队 在 半导体 工厂 进行 一 个 立 式 氧化 炉 的 23 析 因 设计 . 4 个 晶片 E" 在 炉子 里 , HAXE 
古 晶 片 的 氧化 物 的 厚度 , 设计 因子 为 温度 (A). 时 间 (B). 压强 (C) 和 气流 (D). 该 实验 过 程 包括 : 将 4 个 
器 片 放 到 炉子 里 , 设置 由 实验 设计 要 求 的 试验 条 件 的 过 程 变 量 , 处理 唱片 ,然后 测量 所 有 4 个 唱片 氧化 物 厚 
BE. 表 6.16 列 出 了 设计 和 厚度 测量 的 结果 . 该 表 中 , 标 为 “厚度 " 的 4 列 给 出 了 每 个 晶片 的 氧化 物 厚度 测量 


值 , 最 后 两 列 为 每 次 试验 中 4 个 晶片 的 厚度 测量 值 的 样本 均值 和 样本 方差 


标准 顺序 。 试验 顺序 


1 


€ o «q c» OC 4 C N 


该 实验 的 合适 分 析 是 将 单个 晶片 厚度 测量 值 视 为 重复 测量 (rduplicate measurement 
验 ， 如 果 是 真正 重复 试验 ,必须 在 炉子 的 一 次 试验 中 处 理 一 个 星 
理 因子 (HD, 设计 变量 的 水 平 ) 是 同时 接 到 的 . 所 以 唱片 厚度 测量 中 的 变异 性 比重 复试 验 中 的 变异 性 少 得 名 


10 


A 


1 


B 


1 


1 
l 
1 
l 


m >œ oL œ oL ER oL 


430 


X 6.16 ” 氨 化 物 厘 度 实 验 


厚度 
376 379 
416 416 
379 382 
446 449 
371 373 
390 388 
385 386 
433 430 
381 375 
420 412 
312 a1 
448 443 
377 379 
391 386 
376 376 
430 428 


F. 然而 , 由 于 所 有 4 个 晶片 一 起 处 理 , 处 


428 


y 3 
378 2 
416 0.67 
381 3.33 
448 3.33 
372 6.67 
390 2 
385 0.67 
430 8.67 
380 12.00 
415 14.67 
371 0.67 
446 6 
378 1.33 
392 34 
376 0.67 
429 1.33 

)， 而 不 是 重复 试 
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所 以 , 厚度 测量 的 均值 是 原先 考虑 的 响应 变量 的 修正 值 . 

x 6.17 列 出 了 实验 的 效应 估计 , 用 氧化 物 厚 度 均值 y 作为 响应 变量 . 因子 4 和 因子 B 以 及 交互 作用 
AB 有 大 的 效应 ,总共 占 平 均 氧 化 物 厚度 变异 性 的 近 90%%. 图 6.29 是 效应 的 正 态 概率 图 . 通过 检查 该 图 ， 
我 们 得 出 结论 : 因子 4 B,C 以 及 交互 作用 AB 和 AC 是 重要 的 . 该 模型 的 方差 分 析 表 如 表 6.18 所 示 . 


表 6.17 84 6.5 的 效应 估计 ， 了 响应 变量 是 平均 氯 化 物 厚度 


模型 项 效应 估计 平方 和 百分比 贡献 
A 43.125 7 439.06 67.933 9 
B 18.125 1 314.06 12.000 1 
C —10.375 430.562 3.931 92 
D —1.625 10.562 5 0.096 457 3 
AB 16.875 1 139.06 10.402 
AC — 10.625 451.563 4.123 69 
AD 1.125 5.062 5 0.046 231 
BC 3.875 60.062 5 0.548 494 
BD 一 3.875 60.062 5 0.548 494 
CD 1.125 5.062 5 0.046 231 
ABC —0.375 0.562 5 0.005 136 78 
ABD 2.875 33.062 5 0.301 929 
ACD —0.125 0.062 5 0.000 570 753 
BCD —0.625 1.562 5 0.014 268 8 
ABCD 0.125 0.062 5 0.000 570 753 

ut 

un 

i) 

— KÜ 

E 70 

A 50 

* A 

Ei 20 

10 

nh 

l 

-10.63 2.81 16,25 2U.n9 43.13 
效应 
图 6.29 例 6.5 平均 厚度 响应 效应 的 正 态 概率 图 
预测 平均 氧化 物 厚度 的 模型 为 


y = 399.18 + 21.56z, + 9.06r2 — 5.19r3 + 8.44x1r2 — 5.31z r3 


该 模型 的 残 差分 析 是 满意 的 . 


200 £63 2 析 因 设计 
表 6.18 例 6.5 平均 氯 化 物 厚度 的 方差 分 析 (由 Design-Expert) 

方差 来 源 平方 和 目 由 度 均 方 F 1ü Pm 
Model 10774.31 5 2154.86 122.35 «0.000 
A 7439.06 1 7439.06 422.37 «0.000 
B 1314.06 1 1314.06 74.61 «0.000 
C 430.56 1 430.56 24.45 0.0006 
AB 1139.06 1 1139.06 64.67 «0.000 
AC 451.46 1 451.56 25.64 0.0005 
Residual 176.12 10 17.61 
Cor Total 10950.44 15 
Std. Dev. 420 R-Squared 0.9839 
Mean 399,19 Ádj.  R-Squared 0.9759 
C.V. 1.05 Pred.R-Squared 0.9588 
PRESS 450.88 Adeq.Precision 27.967 

因子 系数 估计 Fl rH RE 标准 误 9596CI 低 9595CI 高 
Intercept 399.19 1 1.05 396.85 401.53 
A - Temp 21.56 1 1.05 19.22 23.90 
B-Time 9.06 1 1.05 6.72 11.40 
C-Pressure —5.19 1 1.05 一 .53 —2.85 
AB 8.44 1 1.05 6.10 10.78 
AC —5.31 1 1.05 —[.65 —2.97 

——————————————————————ÉÓS BÉ $9 


实验 者 想 要 得 到 平均 氧化 物 厚度 为 A00À, 以 及 产品 的 规格 为 厚度 在 390 À F 410À Z [8]. 图 6.30 给 出 
了 平均 厚度 的 两 幅 等 高 线 图 : 一 个 是 压强 因子 C( 即 x3), 在 低 水 平 ( 即 za = 一 1), 另 一 个 是 因子 C(Bl ra) 
在 高 水 平 ( 即 z5—--1). 通过 检查 这 些 等 高 线 图 , 显然 有 许多 时 间 和 温度 (AF 4 和 B) 的 组 合 能 够 产生 可 
接受 的 结果 . 但 是 , 如 果 压 强 保 持 在 低 水 平 , 则 将 “窗口 ”向 左 移动 ， 也 就 是 向 时 间 轴 的 末端 移动 ， 表明 为 了 
达到 理想 的 氧化 物 厚 度 需要 较 低 的 循环 时 间 . 

如 有 果 我 们 错误 地 以 为 单 晶 片 氧化 物 厚度 测量 为 重复 试验 ， 则 观测 得 到 的 结果 会 很 有 趣 ， 表 6.19 给 出 
了 基于 将 实验 视 为 重复 24 析 因 设计 的 全 模型 方差 分 析 . 当 用 平均 氧化 物 厚度 作为 响应 时 ， 此 分 析 中 有 许多 
显著 因子 ， 由 此 得 到 的 模型 远 比 我 们 原来 得 到 的 模型 更 复杂 ”这 是 因为 表 6.19 中 误差 方差 的 估计 太 小 了 
(6*—6.12). 表 6.19 中 的 残 差 均 方 反映 了 一 次 试验 内 晶片 间 的 变异 以 及 试验 间 变 异 的 组 合 . 表 6.18 得 到 的 
误差 佑 计 比 较 大 , 5?=17.61, 它 主要 是 试验 间 变 异 的 度量 . 这 是 用 于 判断 随 各 次 试验 而 变化 的 过 程 变 量 显著 
性 的 最 好 的 误差 估计 . 


一 个 合乎 逻辑 的 问题 是 : 若 做 了 表 6.19 中 的 错误 分 析 ， 导致 把 太 多 因子 识别 为 重要 因子 , 这 会 带 来 慎 
和 个展 后果. 答案 是 , 试图 处 理 或 优化 不 重要 因子 肯定 浪费 资源 , 而 且 它 必定 导致 其 他 感 兴 趣 的 响应 增加 不 
必要 的 变异 . 

当 响 应 有 重复 测量 时 , 这 些 观 测 几 乎 总 是 包 合 了 关于 过 程 变异 的 某 些 方面 的 有 用 信息 . 例如 , 如 果 重 复 
测量 是 指 同一 个 实验 单元 用 同一 个 量具 进行 多 次 测量 , 则 它 给 出 了 量具 能 力 的 一 些 信息 . 如 果 重 复 测量 在 一 
个 实验 单元 中 的 不 同位 置 进行 , 它们 可 给 出 响应 变量 在 整个 单元 中 一 致 性 的 一 些 信息 .本 例 中, 因为 我 们 对 
同时 处 理 的 4 个 实验 单元 中 的 每 一 个 都 有 一 次 观测 ， 因此, 我 们 得 到 了 过 程 中 试验 内 变异 性 的 一 些 信息 、 这 
一 信息 包含 在 每 次 试验 的 4 个 晶片 的 氧化 物 厚度 测量 的 方差 中 ， 确 定 过 程 变量 是 否 影响 了 试验 内 变异 性 是 
有 意义 的 . 
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—]1.00 1.00 
—1.ud —ü.50 (0.0 0.0 1.00 — 10 —ü.5 0.0 0.540 1.00 
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(n) 五 一 一 1 (h) z;41 


图 6.30 ”压强 (3) 保持 常量 的 平均 氧化 物 的 等 高 线 图 
7 6.19 单个 晶片 氧化 物 厚 度 陶 应 的 方差 分 析 (由 Design-Expert) 


方差 来 源 平方 和 H PHIS 均 Ji Fo P (ü 
Model 43801.75 15 2920.12 476.75 «0.0001 
A 29756.29 1 29756.29 4858.16 «0.0001 
B 5256.25 1 5256.25 858.16 «0.0001 
C 1722.25 1 1722.25 281.18 «0.0001 
D 42.25 1 42.25 6.90 0.0115 
AB 4556.25 1 4556.25 743.88 «0.0001 
AC 1806.25 1 1806.25 294.90 —c0.0001 
AD 20.25 1 20.25 3.31 0.0753 
BC 240.25 1 240.25 39.22 «0.0001 
BD 240.25 1 240.25 39.22 «0.0001 
CD 20.25 1 20.25 3.31 0.0753 
ABD 132.25 1 132.25 21.59 «0.0001 
ABC 2.25 1 2.25 0.37 0.5473 
ACD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407 
BCD 6.25 1 6.25 1.02 0.3175 
ABCD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407 
Rosidual 294.00 48 6.12 
Lack of Fit 0.000 Ü 
Pure Error 294.00 48 6.13 
Cor.Total 44095.75 63 


CC 
图 6.31 是 用 In(s?) 作为 哆 应 而 得 到 的 效应 估计 的 正 态 概率 图 ， 回 想 第 3 5, 我 们 指出 了 对 数 变 换 一 


般 来 讲 适 用 于 变异 性 建 模 . 没有 一 个 特别 强 的 效应 , 而 因子 A 和 交互 作用 BD 是 最 大 的 . 如 果 模 型 还 要 包 
FERN B 和 D 以 得 到 分 层 模型 . 那么 , lnfs2) 的 模型 是 


In(s?) = 1.08 + 0.41z; — 0.40zs + 0.204 一 0.56rac4 


该 模型 只 解释 了 In(s?) 响应 中 的 不 足 一 半 的 变异 性 , 作为 经 验 模型 它 做 得 并 不 好 , 但 是 得 到 特别 好 的 
方差 模型 通常 是 不 容易 的 . 
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图 6.32 是 预测 方差 (而 不 是 预测 方差 的 对 数 ) 的 等 高 线 图 , 其 中 压强 rs 在 低 水 平 (这 时 , 极 小 化 循环 
时 间 ), 气流 ma 在 高 水 平 . 气流 因子 的 这 种 选择 给 出 了 等 高 线 图 区 域内 的 预测 方差 的 最 小 值 . 

这 里 , 实验 者 要 选择 设计 变量 的 值 ， 使 得 它 在 过 程 规范 中 规定 氧化 物 均 值 尽 可 能 接近 400& ， 同 时 使 得 
试验 内 的 变异 性 较 小 , 即 s? « 2. 用 于 寻找 一 组 合适 的 条 件 的 一 种 可 能 方法 是 , 重重 图 6.30 和 图 6.32 的 等 
高 线 图 . 图 6.33 显示 的 就 是 重 又 图 ， 它 用 等 高 线 显示 了 平均 氧化 物 摩 度 以 及 约束 s2 < 2 的 规范 . 该 图 中 ， 
压强 保持 在 低 水 平 , 气流 保持 在 高 水 平 . 图 的 左上 中 心 的 空白 区 域 看 成 是 时 间 和 温度 变量 的 可 行 域 


—1.12 


—(ü.h4 —0.15 (0.34 ü. 82 
效应 
图 6.31 用 In(s?) 作为 响应 而 得 到 的 效应 的 正 态 概率 图 , 例 6.5 


时 间 
图 6.32 ”压强 在 低 水 平 , 气流 在 高 水 平 的 图 6.33 HARAKEKE., 气流 在 高 水 平 
s* {试验 内 变异 ) 等 高 线 图 的 平均 氧化 物 厚度 及 响应 s2 


这 是 用 等 高 线 图 同时 研究 两 个 响应 的 简单 例子 . 我 们 将 在 第 11 章 中 详细 讨论 
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在 利用 二 水 平 析 因 设 计时 , 一 个 需要 注意 的 问题 是 因子 效应 的 线性 假定 当然 , 完全 的 线性 
是 不 必要 的 , 甚至 当 线 性 假定 仅仅 相当 近似 地 成 立 , 2* 系统 也 工作 得 很 好 . 事实 上 , 我 们 注意 到 ， 
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如 果 在 主 效应 即 一 阶 模型 中 增加 变 互 作用 项 (interaction term), 得 
y = fo + J Bizi +3 9 PijTitj +E (6.26) 
j=l ij 


FERRA T RI UL Wa INE ER CR — 2:625 ERRE. 当然 ， 这 些 弯 曲 性 是 由 交互 作用 项 
Dij xim; 引起 的 平面 扭曲 得 到 的 . 
有 了 时, (6.26) 式 不 足以 模拟 响应 函数 的 弯曲 性 . 在 这 种 情况 下 , 要 考虑 的 一 个 合理 的 模型 是 


k k 
y = Bo + 55 Bizti d 23.5 fijtizi + » Bjjr$ +E (6.27) 
J=l ic j=l 


其 中 , B;; 为 纯 二 阶 效应 即 二 次 效应 (quadratic effect). (6.27) 式 称 为 二 阶 响应 曲面 模型 

在 一 水 平 析 因 实验 中 , 我 们 通常 期 望 拟 合 (6.26) 式 的 一 阶 模型 , 但 我 们 必须 注意 (6.27) 式 
的 二 阶 模型 更 合适 的 可 能 性 ， 有 一 种 方法 , 在 2^ 析 因 实验 中 , 重复 某 些 点 的 方法 将 提供 针对 来 
目 二 阶 效应 的 弯曲 性 的 保护 , 并 可 得 到 一 个 独立 的 误差 估计 . 这 一 方法 由 在 2^ 设计 中 加 进 一 中 
"S FAUT RR. 在 这 点 m; — 0(à — 1, 2, ---, k) Rb n 次 重复 试验 . 在 设计 中 心 处 加 进 重复 试验 
的 一 条 重要 的 理由 是 , 中 心 点 不 影响 2* 设计 中 通常 的 效应 估计 量 . 我 们 假定 大 个 因子 是 定量 
的 ， 

为 说 明 这 一 方法 , 考虑 在 每 个 因子 点 (一 , —). (十 , 一)、 {一 ,十 ) 和 (+, +) 处 有 一 个 观测 值 而 
在 中 心 点 (0, 0) 处 有 nc 个 观测 值 的 22 设计 . 图 6.34 和 图 6.35 说 明了 这 一 点 . 


| =- 
-] 0 ] 


E634 有 中 心 点 的 2” 设 计 图 6.35 ”有 中 心 点 的 22 设计 


V yr 是 在 4 个 因子 点 处 4 次 试验 的 平均 值 , jc 是 中 心 点 处 no 次 试验 的 平均 值 如 果 
yr -ğe 的 差 很 小 , 则 中 心 点 就 在 或 者 靠近 通过 因子 点 的 平面 上 , 因此 没有 弯曲 .而 如 果 Ur — yc 
BA, 则 出 现 弯曲 , 单 自由 度 的 纯 二 次 项 弯曲 部 分 的 平方 和 为 


To — ELS 
gara EN (UF — jc) 


(6.28) 
nre + ne 


其 中 , 一 般 说 来 , nr 是 析 因 设计 的 点 的 个 数 . 平方 和 也 许 合 并 在 方差 分 析 中 . 此 量 与 误差 均 方 相 


比 , 可 用 来 对 弯曲 性 进行 检验 . 更 具体 地 , 当 加 进 的 点 是 2* 设计 的 中 心 时 , 则 [由 (6.28) 式 ] 25 
曲 性 检验 实际 上 是 检验 假设 
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mH, 如 果 设计 的 因子 点 是 无 重复 的 ， 则 可 以 用 中 心 点 处 的 nc 个 观测 值 来 构造 一 个 自由 度 为 
nc 一 1 的 误差 估计 量 , 详 见 本 章 的 补充 材料 ， 

例 6.6 我 们 通过 再 考虑 例 6.2 的 小 规模 试验 性 工厂 实验 ， 来 说 明 附加 中 心 点 的 25 设计 , 这 是 一 个 无 
重复 24 设计. XE 6.10 的 原始 实验 . 假定 在 该 实验 中 增加 4 个 中 心 点 , YE 4 omi = ra = za — r= 
0 MEZEA 73, 75, 66, 69. 4 个 中 心 点 的 均值 为 go = 70.75, 16 个 析 因 试验 的 均值 为 pr = 70.06. 因 
为 yc 和 gg 非常 接近 , 我 们 怀疑 不 存在 强烈 的 弯曲 . 


表 6.20 概括 出 此 实验 的 方差 分 析 . 在 表 的 上 部 , 我 们 所 全 了 全 模型 . 利用 中 心 点 算得 的 均 方 误差 如 下 : 
2», (yi — jo)” 
中 心 点 


Sg 
MSE = IEEE (6.29) 
noc — il ng— 1 
因此 , 在 表 6.20 tH, 
Y (yi — TO. 75)* 
.75 
二 
4 一 1 3 


由 (6.28) A, MÆ gp — gc = 70.06 — 70.75 = —0.69 计算 方差 分 析 表 中 的 纯 二 次 项 (SH) 平方 和 , 算得 
E npnc(yr — pc)? _ (16)(4)(-0.69)? 
nF + nc 16 4- 4 
方差 分 析 说 明 在 所 考察 的 范围 内 没有 证 据 表 明 响 应 的 二 阶 弯 曲 部 分 存在 也 就 是 说 ， 不 能 拒绝 零 假 设 Ho: 
pl + B22 + B33 + B44 — 0. A,C, D, AC 和 AD 为 显著 效应 , 简化 模型 的 方差 分 析 列 在 表 6.20 的 下 部 . 
这 个 分 析 的 结果 与 例 6.2 一 致 , 那里 是 用 正 态 概率 图 法 分 离 出 重要 效应 . 

在 例 6.6 中 , 我 们 认为 没有 迹象 表明 二 次 项 效应 存在 . BD, 含有 A,C, D, 以 及 交互 作用 AC 
和 AD 的 一 阶 模型 是 合适 的 . 但 是 也 存在 二 次 项 (22) 的 情况 . 例如 , 对 于 上 二 2 个 设计 因子 的 
情形 . 者 弯曲 性 检验 是 显著 的 , 则 只 能 假定 二 阶 模型 , 如 

y = Bo + Bizi + Bara Barra + Bur? + Bazz +E 

PERE, 我 们 不 能 在 该 模型 中 估计 未 知 参 数 (9), 因为 有 6 个 参数 要 估计 , 图 6.35 的 加 上 中 心 
点 的 2? 设计 只 有 5 个 独立 试验 . 

解决 这 个 问题 的 简单 而 高 效 的 方法 是 在 2* 设计 中 增加 4 个 轴 试 验 (axial run), 如 图 6.36a 
所 示 的 k= 2 UE. 得 到 的 设计 ， 称 为 中 心 复合 设计 (central composite design), 可 以 用 于 拟 
合 二 阶 模型 .图 6.36b 显示 了 k = 3 个 因子 的 中 心 复合 设计 . 该 设计 有 14+nc 试验 (通常 
3 & nc & 5), EBEA AAHS k= 3 个 因子 情形 下 的 含有 二 阶 模型 10 个 参数 的 . 


T; d4 


(a) DAF (b) 三 因子 
图 6.36 ”中 心 复合 设计 
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中 心 复合 设计 广泛 用 于 建立 二 阶 响 应 曲面 模型 . 第 11 章 中 将 详细 讨论 这 些 设计 . 
表 6.20 fi 6.6 的 方差 分 析 


全 模型 的 方差 分 析 
Jj Ze 平方 和 自由 度 均 方 FË PF 
Model 5 730.94 15 382.06 23.51 0.012 1 
À 870.56 1 1 870.56 115.11 0.001 7 
B 39.06 1 39.06 2.40 0.218 8 
C 390.06 1 390.06 24.00 0.016 3 
D 855.56 1 855.56 52.65 0.005 4 
AB 0.063 1 0.063 3.846E-003 0,954 4 
AC 314.06 1 1 314.06 B0.8T 0.002 9 
AD 105.56 1 1 105.56 68.03 0.003 7 
BC 22.56 1 22.56 1.39 0.323 6 
BD 0.56 1 0.56 0.035 0.864 3 
CD 5.06 1 5.06 0.31 0.615 7 
ABC 14.06 i 14.06 0.87 0.420 9 
ABD 68.06 i 68.06 4.19 0.133 2 
ACD 10.56 1 10.56 0.65 0.479 1 
BCD 27.56 1 27.56 1.70 0.283 8 
ABCD 7.56 1 7.56 0.47 0.544 1 
Pure Quadratic 
Curvature 1.51 1 1.51 0.093 0.780 2 
Pure error 48.75 3 16.25 
Cor Total 5 781.20 19 
简约 模型 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F 值 PF 
Model 5 535.81 5 1 107.16 59.02 «0.000 
A 870.56 1 1 870.56 99.71 «0.000 
C 390.06 1 390.06 20.79 0.000 5 
D 855.56 1 855.56 45.61 «0.000 
AC 1 314.06 1 1 314.06 70.05 «0.000 
AD 105.56 1 105.56 58.93 < 0.000 
Pure Quadratic 
Curvature 1.51 1 1.51 0.081 0.780 9 
Residual 243.87 13 18.76 
Lack of Fit 195.12 10 19.51 1.20 0.494 2 
Pure error 48.75 3 16.25 
Cor Total 6 781.20 19 


结束 本 市 前 , 我 们 提出 几 个 有 用 的 建议 和 关于 中 心 点 使 用 的 意见 . 

(1) 当 析 因 实 验 在 一 个 正在 运行 的 过 程 中 进行 时 , 考虑 使 用 目前 的 运行 条 件 (或 配方 ) 作为 
BIRT ER. 这 通常 确保 实验 中 的 部 分 操作 人 员 能 在 熟悉 的 条 件 下 完成 任务 , 所 以 得 到 的 结果 
(至 少 是 这 些 试验 ) 不 会 比 现在 的 结论 差 . 

(2) 当 析 因 实验 中 的 中 心 点 对 应 于 通常 的 运行 配方 时 , 实验 者 可 以 利用 中 心 点 的 响应 观测 值 
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来 粗略 检查 实验 中 是 否 有 任何 “不 寻常 的 ” 现象 . 也 就 是 , 中 心 点 的 响应 必须 和 常规 过 程 运行 的 
啊 应 观测 类 似 . 通常 操作 人 员 持 有 监控 过 程 性 能 的 控制 图 . 有 时 , 中 心 点 响应 直接 画 在 控制 图 上 
作为 检查 实验 中 正 运行 过 程 的 方法 . 

(3) 考虑 以 非 随机 次 序 在 中 心 点 进行 重复 . 具体 来 说 , 在 实验 开始 时 或 开始 之 初 , 在 中 心 点 
做 一 次 或 两 次 试验 , 实验 中 期 做 一 两 次 , 实验 结束 前 , 做 一 两 次 . 随 着 中 心 点 试验 逐步 进行 , 实验 
音 可 以 在 实验 中 对 过 程 稳定 性 有 一 个 粗略 的 检查 . 例如 , 实验 进行 中 , 响应 有 一 个 趋势 作 中 心 
反响 应 与 时 间 顺 序 的 关系 图 可 以 说 明 这 一 点 . 

(4) 有 时 实验 必须 在 很 少 或 没有 关于 过 程 变异 性 先 验 信息 的 条 件 下 进行 ， 这 种 情况 下 ,做 
2 ~ 3 个 中 心 点 试验 作为 实验 中 的 最 初 几 个 试验 是 有 帮助 的 . 这 些 试验 可 以 提供 变异 性 的 初步 
信 计 . 如 果 变 异性 的 大 小 看 起 来 是 合理 的 , 则 继续 试验 ; 如 果 观 测 到 大 得 超过 预期 的 (或 合理 的 ) 
变异 性 , 则 停止 试验 . 在 其 余 实验 继续 进行 下 去 之 前 , 研究 变异 性 为 何如 此 之 大 是 大 有 帮助 的 

(5) 388, 当 所 有 设计 因子 是 定量 的 时 候 , 我 们 可 以 使 用 中 心 点 . 但 是 , 有 时 会 有 一 个 或 多 个 
定性 或 分 类 变量 以 及 几 个 定量 因子 . 这 时 , 仍然 可 以 使 用 中 心 点 , 例如 . 考虑 一 个 实验 , 有 两 个 定 
RAF (时 间 和 温度 ) 每 个 因子 有 两 个 水 平 , 还 有 一 个 定性 因子 (晶体 类 型 ) 也 有 两 个 水 平 (有 
机 的 和 无 机 的 ), 图 6.37 显示 了 这 些 因子 的 23 设计 . 注意 到 中 心 点 被 放 在 包含 定性 因子 的 立方 
体 的 对 面 . 换 句 话说, 只 要 这 些 子 空间 仅 包含 定量 因子 ， 中 心 点 就 可 以 在 这 些 定性 因子 的 高 水 平 
和 低 水 平 的 处 理 组 合 上 进行 试验 . 
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图 6.37 ”会 有 一 定性 因子 和 中 心 点 的 29 析 因 设 计 
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读者 已 注意 到 , 在 本 章 中 , 我 们 在 进行 所 有 2^ 析 因 设计 和 模型 拟 合 时 都 采用 了 规范 设计 变 
量 , -1 < zi < +H, 而 不 是 来 用 按 它们 原始 单位 (有 时 称 实际 、 日 然 或 工程 单位 ) 的 设计 因子 . 
在 采用 工程 单位 , 与 规范 单位 分 析 相 比 , 我 们 将 得 到 不 同 的 数值 结果 , 通常 这 个 结果 不 容易 解释 . 

为 了 说 明 两 个 分 析 间 的 一 些 差异 , 考虑 下 面 的 实验 . 一 个 简单 DC 电路 连接 两 个 不 同 的 电 
FR, IQ 和 20. 电路 也 包含 一 只 电流 表 和 一 个 可 变 输出 电源 . 当 电 阻 安装 在 电路 中 时 , 调整 电源 
直到 电流 达到 4 安培 或 6 安培 . 用 伏特 计 读 取 电源 的 电压 输出 进行 2 析 因 设计 的 两 次 重复 ， 
表 6.21 给 出 了 结果 . 我 们 知道 欧姆 定律 确定 了 与 测量 误差 无 关 的 电压 观测 无 论 如 何 , 对 由 经 
验 模型 得 到 的 数据 的 分 析 给 出 了 一 些 关 于 所 设计 的 实验 中 规范 单位 和 工程 单位 的 值 的 信息 . 
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电路 实验 
Ti 
-1 
-1 


表 6.21 


l 1 =] 
l ] —] 
2 —1 l 
2 一 ] 1 
2 1 ] 


V {伏特 ) 
3.802 
4.013 
6.065 
5.992 
7.934 
8.159 
11.865 
12.138 


表 6.22 和 表 6.23 分 别 给 出 了 用 通常 的 规范 变量 (z 和 z2) 以 及 工程 单位 作为 设计 变量 的 
回归 模型 ,Minitab 用 于 进行 计算 . 首先 考虑 表 6.22 中 的 规范 变量 分 析 . 设计 是 正 交 的 , 规范 变 


表 6.22 用 规范 变量 的 电路 实验 的 回归 分 析 


The regression equation is 


V = 7.50 + 1.52 xi + 2.53 x2 + 0.458 x1x2 
Predictor Coef StDev T F 
Constant 7.49600 0.05229 143.35 0.000 
x1 1.51900 0.05229 29.05 0.000 
x2 2.52800 0.05229 18.34 0.000 
x1x2 0.45850 0.05228 8.TT 0.001 
5=0, 1479 R-5q=99. 9% R-Sq(adj)=99. 87 
Analysis of Variance 
Source DF SS MS F P 
Regression 3 7T1.207 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 
Total 7 7T1.354 

表 6.23 ”用 工程 单元 的 电路 实验 的 回 妇 分 析 
The regression equation is 
V = —0.808 + 0.144 I + 0.471 R + O.917 IR 
Predictor Coef StDev T P 
Constant —0.8055 0.8432 —0.86 0.394 
I 0.1435 0.1654 0.87 0.434 
R 0.4710 0.5333 0.88 0.427 
IR 0.9170 0.1046 B.TT 0.001 
S-0.1478 R-5q=99. 9% R-Sq(adj)-299.87 
Analysis of Variance 
Source DF SS MS F P 
Regression 3 7T1.267 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 

7 71.354 


Total 
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量 也 是 正 交 的 . 注意 到 所 有 主 效 应 (x1 二 电流 ) 和 (zaz= 电阻 器 ) 都 是 显著 的 交互 作用 也 很 显 
E. 在 规范 变量 分 析 中 , 模型 系数 的 大 小 是 直接 比较 的 , 即 , 它们 都 是 无 尺度 的 , 它们 测量 了 效应 
在 一 个 单位 区 间 的 变化 . 而 且 , 它们 估计 的 精度 都 是 相同 的 (注意 到 所 有 3 个 系数 的 标准 误 都 是 
0.053). 欧 互 作用 效应 小 于 任 一 个 主 效应 , 电流 的 效应 稍 大 于 电阻 效应 的 一 半 , 这 暗示 着 , 在 因子 
研究 的 范围 内 , 电阻 是 一 个 更 为 重要 的 变量 . 对 于 确定 因子 效应 的 相对 大 小 , 规范 变量 非常 有 效 . 
现在 考虑 基于 工程 单位 的 分 析 , 如 表 6.23 所 示 . 在 该 模型 中 , 仅 有 交互 作用 是 显著 的 . 交互 
作用 项 的 模型 系数 为 0.917 0, 标准 误 为 0.104 6. 可 以 构建 检验 交互 作用 为 1 的 假设 的 上 统计 
E. " 
BiR—1  0.9170—]1 
- se(Bra) ^ 01046 
该 检验 统计 量 的 P 值 是 P—0.76. 因此 , 我 们 不 能 拒绝 系数 为 1 的 零 假设 , 这 与 欧姆 定律 一 致 . 
注意 到 回归 系数 是 有 量 岗 的 , 它们 估计 的 精度 并 不 不 同 . 这 是 因为 用 工程 单位 因子 的 实验 设计 不 
是 正 交 的 . 
因为 截 距 项 和 主 效应 是 不 显著 的 , 我 们 可 以 考虑 仅 用 交互 作用 项 IR 拟 合 模型 .结果 如 表 
6.24 所 示 . 交互 作用 项 回归 系数 的 估计 和 前 面 工程 单位 的 估计 是 不 同 的 , 因为 工程 单位 的 设计 
不 是 正 交 的 . 系数 也 为 1. 


一 一 0.793 5 


表 6.24 ”电路 实验 的 回归 分 析 ( 仅 考 虑 交互 作用 项 ) 


The regression equation is 


Y = 1.00 IR 

Predictor Coef StDev T P 
Noconstant 

IR 1.00073 0.00550 181.81 0.000 
S-20.1255 

Analysis of Variance 

Source DF SS MS F P 
Regression 3 7T1.267 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 

Total 7 71.354 


一 般 地 , 工程 单位 不 能 直接 比较 , 但 是 它们 有 物理 含义 , 正如 在 当前 的 例子 中 的 一 样 . 这 可 
能 得 到 基于 内 在 机 理 的 简化 . 在 大 多 数 情 况 中 , 最 好 还 是 选择 规范 单位 分 析 . 它 通 常 不 会 发 生 基 
于 内 在 机 理 的 简化 (如 同 在 我 们 的 例子 中 的 ). 在 实践 中 , 规范 变量 可 以 帮助 实验 者 认 清 设计 因 
子 的 相对 重要 性 . 


6.8 思考 题 


“6.1 工程 师 研究 切割 速度 (A). 工具 的 几何 形状 (B) 以 及 切割 角 (C) 对 于 切削 工具 寿命 【以 小 时 计 ) 的 
效应 . 每 一 因子 选取 两 个 水 平 , 采用 有 3 次 重复 的 23 析 因 设计 . 结果 如 下 ， 
(a) 估计 因子 效应 . 哪些 效应 较 大 ? 
(b) 用 方差 分 析 来 确认 你 对 (a). 的 结论 . 


*6. 


b 


6.3 


6.4 


"6.5 
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(c) 根据 实验 结果 , 写 出 预测 寿命 【单位 : 小 时 ) 的 回归 模型 

(d) 分 析 残 差 . 有 明显 的 问题 吗 ? 

(e) 基于 主 效应 和 变 互 作用 图 的 分 析 ,， 你 推荐 A, B, C. 的 哪 一 种 规范 因子 水 平 ? 

E 复 

É É gagy I II III 
i - 一 (1) 22 3i 25 
十 一 a 32 43 29 
E 十 b 35 34 50 
+ = ab 55 47 46 
= 2 十 C 44 45 38 
T 一 t ac 40 3T 36 
= F + be 60 50 54 
十 E + abc 39 41 47 


重新 考虑 思考 题 6.1 中 的 (c), 用 回归 模型 来 生成 工具 寿命 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 .解释 这 些 图 形 . 
在 这 个 过 程 中 它们 提供 了 关于 理想 操作 条 件 的 信息 吗 ? 

求 思考 题 6.1 中 因子 效应 的 标准 误 和 近似 95 铝 置信 区 间 ， 此 分 析 的 结果 与 由 方差 分 析 得 到 的 结论 
一 致 吗 ? 

WEHREN t 分 布 , 画 出 思考 题 6.1 中 因子 效应 的 图 形 ， 从 图 中 能 恰当 地 识别 出 重要 的 因子 吗 ? 
将 由 图 中 所 得 的 结论 与 由 方差 分 析 所 得 的 结论 进行 比较 . 

有 一 台 用 来 在 印刷 电路 板 上 刻 痕 的 刻 纹 机 . 刻 划 时 在 电路 板 表面 上 的 摆动 水 平 可 以 看 作为 刻 痕 空 间 
位 置 摆动 的 主要 来 源 . 考虑 影响 摆动 的 两 个 因子 : JIRI (A) 和 刻 划 速度 (B). 选择 两 种 刀刃 尺 
*F (1716 英寸 和 1/8 英寸 ) 和 两 种 速度 (40 转 / 分 和 90 转 / 分 ). 在 每 组 条 件 下 刻 4 块 电路 板 , 结 
AUF. 响应 变量 是 摆动 , 在 每 块 试 验 电 路 板 上 用 3 只 传感器 (m, y, z) 的 合成 量 来 度量 它 . 


A B 处 理 组 合 E R 

I II III IV 
— — (1) 18.2 18.9 12.9 14.4 
十 一 ü 21.2 24.0 22.4 22.5 
€ 十 b 15.9 14.5 15.1 14.2 


(a) 分 析 此 实验 的 数据 . 

(b) 加 出 残 差 的 正 态 概 率 图 , 并 画 出 残 差 与 预测 摆动 水 平 的 关系 图 . 解释 这 些 图 形 . 

(c) Hii AB 交互 作用 图 . 解释 此 图 .你 推荐 刀刃 尺寸 和 刻 划 速度 的 哪 一 水 平 用 于 日 常生 产 ? 

重新 考虑 思考 题 6.1, 假设 实验 者 仅 在 重复 I 中 进行 了 8 次 试验 ， 另 外 , 他 设 定 了 4 个 中 心 点 , 得 

到 了 以 下 响应 数据 : 36, 40, 43, 45. 

(a) 估计 因子 效应 , 哪个 效应 最 大 ? 

(b) 进行 方差 分 析 , 包括 纯 二 次 弯曲 性 的 检查 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 根据 实验 结果 , 写 出 一 个 预测 工具 寿命 的 合适 模型 ， 这 个 模型 和 思考 题 6.1 中 (c) 部 分 的 模型 
有 何不 同 ? 

(d) JIRE. 

(e) 关于 这 个 过 程 的 合适 运行 条 件 ， 你 得 到 了 什么 结论 ? 
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6.7 进行 一 个 用 以 改善 化 学 过 程 产 率 的 实验 . 选取 4 个 因子 , 采用 有 两 次 重复 的 完全 随机 化 实验 ， 结 果 
如 下 表 所 示 ;: 
重 S E m 
处 理 组 合 . - | 处 理 组 合 - ~ 
(1) 90 93 | d 98 95 
74 78 | ad 72 76 
b 81 85 bd 87 83 
ab 83 RO | abd 85 8b 
€ TT TS cd 99 90 
ac Rl SÜ | acd T9 75 
bc 88 82 | bcd 87 84 
abc T3 TÜ | abcd 80 s0 
(a) 估计 因子 效应 . 
(b) 写 出 方差 分 析 表 , 确定 哪些 因子 对 产 率 是 重要 的 . 
(c) REEMA 4 个 因子 的 变化 范围 都 是 从 —1 到 十 1( 规 范 变 量 )， 写 出 一 个 预测 产 率 的 回归 模型 
(d) 在 正 态 概率 纸 上 面 出 残 差 与 预测 产 率 的 关系 图 . 残 差 分 析 令 人 满意 吗 ? 
(e) 两 个 三 因子 交互 作用 ABC 和 ABD 显示 出 有 较 大 的 效应 . 对 因子 A, B,C 男 一 立方 体 图 , 并 
在 每 个 角 上 标 出 相应 的 平均 产 率 - 对 因子 A, B, D 也 同样 画 一 张 . 这 两 张 图 对 数据 解释 有 帮助 
B? 进行 生产 时 , 关于 这 4 个 变量 你 会 推荐 在 哪 一 位 置 上 的 呢 ? 

6.8 一 位 细菌 学 家 考察 两 种 不 同 的 培养 基 和 两 种 不 同 的 滋长 时 间 对 于 蘑 病毒 的 效应 . 她 采用 有 6 次 重复 
的 2? 设计 , 以 随机 顺序 做 试验 . 分 析 下 面 的 病毒 滋长 数据 , ES UMS me. 分 析 残 差 并 论述 模 
型 的 适合 性 . 
一 

1 2 
21 22 25 26 
12 23 28 24 25 
20 26 29 27 
37 39 31 34 
18 38 38 29 33 
35 36 30 35 
6.9 一 位 主管 生产 饮料 瓶 的 工程 师 考 虑 两 种 不 同 的 32 级 司 瓶子 在 运送 过 程 中 所 需 的 时 间 ， 一 种 是 玻璃 


的 , 另 一 种 是 塑料 的 ，12 瓶 一 箱 . 两 位 工人 来 执行 下 述 任务 ， 将 40 箱 产品 用 标准 手推车 运 认 距 原 
地 50 英尺 处 , 并 堆放 整齐 . 采用 有 4 次 重复 的 22 析 因 设计 . 观测 到 的 时 间 如 下 表 所 示 . 分 析 这 些 
数据 并 写 出 恰当 的 结论 . 分 析 残 差 并 论述 模型 的 适合 性 . 
-人 
瓶子 类 型 0 


1 2 

玻璃 5.12 4.89 6.65 6.24 
4.98 5.00 5.49 5.55 

塑料 4.95 4.43 5.28 4.91 
4.27 4.25 4.75 4.71 


6.10 在 思考 题 6.9 中 , 工程 师 也 感 兴趣 于 由 于 瓶子 类 型 的 不 同 而 导致 工人 的 溜 在 的 疲劳 差 ， 作为 所 需要 


6.11 


6.12 


6.13 


6.14 
6.15 


的 劳动 量 的 量度 , 他 测量 了 由 于 工作 引起 的 心率 (脉搏 ) 的 升 高 , 结果 如 下 . 分 析 这 些 数据 并 写 出 结 
i£. 分 析 残 差 并 论述 模型 的 运 合 性 . 


L 人 
片子 类 型 
"T 39 45 20 13 
58 35 16 11 
塑料 44 35 13 10 
42 21 16 15 


计算 思考 题 6.10 中 因子 效应 的 近似 95% BERKE. 这 个 分 析 的 结果 和 思考 是 6.10 中 方差 分 析 的 
结果 一 致 吗 ? 

EAT & Technical Journal (March/April 1986, Vol. 65, pp. 39-50) 上 的 一 篇 论文 描述 了 将 二 
水 平 析 因 设 计 应 用 于 集成 电路 牛 产 的 例子 . 一 个 基本 的 生产 步骤 是 , 在 已 抛光 的 硅 片 上 生成 一 层 外 
延 层 . 硅 片 固定 在 基 座 上 并 定位 于 一 个 钟 形 烧 结 炉 内 , 然后 引入 化 学 燕 气 . 基 座 不 断 地 旋转 和 受热 ， 
直到 外 延 层 足 够 厚 为 止 , 进行 试验 时 使 用 两 个 因子 : 砷 流速 率 (A) 和 沉积 时 间 (B). 进行 4 次 重 
M, 测量 外 延 层 的 厚度 (单位 : 微米 ). 数据 如 表 6.25 Bras. 


X 6.25 思考 题 6.12 的 22 设计 


重 复 因子 水 平 
A B — 
I II IlI IV 低 (一 ) 高 (+) 

is cs 14.037 16.165 13.972 13.907 A 55% 59% 

je 二 13.880 13.860 14.032 13.914 

- 4- 14.821 14.757 14.843 14.878 B i 长 

+ + 14888 14921 14415 14.932 (10 299») — (15 分 钟 ) 
—M————————ÓÓ M ——— 1 


(a) flv ATRE. 

(b) 进行 方差 分 析 . 哪些 因子 重要 ? 

(c) 与 出 一 个 回归 方程 , 用 于 预测 外 延 屋 厚 度 随 本 实验 中 砷 流速 率 和 沉积 时 间 的 变化 情况 . 

(d) 分 析 残 差 . 有 哪些 残 差 值得 注意 ? 

(e) 讨论 你 将 如 和 何 处 理 在 (d) 中 发 现 的 潜在 的 异常 值 . 

思考 题 6.12 的 继续 . 用 思考 题 6.12 的 (c) 部 分 中 的 回归 模型 来 生成 外 延 层 厚 度 的 响应 曲面 等 高 线 

图 . 假 谷 得 到 外 延 层 厚度 为 14.5 pm 是 极其 重要 的 . 你 推荐 什么 样 的 砷 流速 率 和 沉积 时 间 . 

思考 题 6.13 的 继续 . 如 果 过 程 中 砷 流速 率 比 沉积 时 间 难 控制 , 如 何 回答 思考 题 6.13 的 变化 ? 

钢 钛 合金 用 来 制造 喷气 涡轮 飞机 发 动机 的 零件 . 制 成 品 上 的 裂缝 是 一 个 潜在 的 严重 问题 ， 因 为 它 导 

敏 不 可 修复 的 报废 .生产 部 门 进行 一 项 实验 ， 以 便 确定 4 个 因子 对 裂 负 的 效应 . 4 个 因子 是 浇注 温 

BE (A). KEE (B). 热处理 方法 【C) 以 及 所 用 的 晶 粒 细 化 剂量 (D). 采用 有 两 次 重复 的 24 设计 . 

对 试 样 按 例 行 试验 进行 , 并 测量 引起 的 歼 链 长 度 {单位 10-5 毫米 ). 数据 如 下 ; 

(a) 估计 因子 效应 . 哪些 因子 效应 显得 较 大 ? 

(b) 进行 方差 分 析 . 任 一 因子 都 对 裂缝 起 作用 玛 ? 用 a = 0.05. 

(c) 号 出 一 个 可 以 预测 异 细 长度 的 回归 模型 , 裂缝 长 度 是 你 在 (b) 中 识别 的 显著 主 效 应 和 交互 作用 
的 函数 . 

(d) 分 析 此 实验 残 差 . 

(e) 有 证 据 表 明 任 一 因子 都 对 型 锋 的 变异 性 起 作用 吗 ?” 

(f) 进行 生产 时 , 你 的 建议 是 慎 么 ? 用 交互 作用 和 /或 主 效 应 图 帮助 你 得 出 结论 . 
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6.16 


6.17 


*6.18 
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"Ww g 

A B C D 处 理 组 侣 I II 

- 一 E: x: (1) 7.037 6.376 
十 一 一 一 a 14.707 15.219 
E 4- "€ Š b 11.635 12.089 
ds 4L = -- ab 17.273 17.815 
= = 平 一 c 10.403 10.151 
十 - 十 一 ac 4.368 4.098 
T 十 4 — bc 9.360 9.253 
T F + — abc 13.440 12.923 
" E — 十 d 8.561 8.951 
十 z — 十 ad 16.867 17.052 
- 十 E. 十 bd 13.876 13.658 
$ 4- — 十 abd 19.824 19.639 
e = 下 十 cd 11.846 12.337 
4 — 十 十 acd 6.125 5.904 
二 十 十 十 bcd 11.190 10.935 
T + + + abed 15.653 15.053 


——Ó——————————á MÀ BÀ 


忆 考 题 6.15 的 继续 , 思考 题 6.15 描述 的 实验 中 的 一 个 变量 , 热处理 方法 (C), 是 一 个 类 别 变 量 . E 

设 其 余 因 子 是 连续 的 . 

(a) 写 出 两 个 预测 裂缝 长 度 的 回归 模型 , 每 一 个 都 是 热处理 变量 的 一 个 水 平 ， 你 注意 到 这 两 个 方程 
有 哪些 不 同 之 处 吗 ? 

(b) 作出 (a) 中 两 个 回归 模型 的 合适 的 响应 曲面 等 高 线 图 . 

(c) 如果 用 加 热处理 法 C = 十 , 你 推荐 A, B, D 的 哪 组 条 件 ? 

(d) 假设 希望 用 加 热处理 法 C = 一 , 重复 (c) 部 分 . 

一 个 实验 者 做 了 24 设计 的 一 次 重复 . 计算 得 到 下 面 的 效应 估计 : 


A= 76.95 AH = —51.32 ABC = 一 2.82 

B = —67.52 AC = 11.69 ABD = —6.50 

C= 一 7.84 AD= 9.78 ACD = 10.20 

D = —18.73 BC — 20.78 BCD = -T.98 
BD = 14.74 ABCD = —6.25 
CD = 1.27 


(a) fE Hx Hed nv P 1E d ERE RR 

(b) 基于 (a) 中 效应 的 图 像 , 确定 一 个 尝试 性 的 模型 . 

考虑 例 5.3 瓶子 灌 装 实验 的 一 个 变形 .假定 所 用 的 碳酸 只 有 两 个 水 平 , 实验 是 具有 两 次 重复 的 23 

析 因 设计 , 数据 如 下 ， 

(a) 分 析 实 验 数 据 . 哪些 因子 显著 影响 灌 装 高 度 的 偏差 ? 

(b) 分 析 实 验 的 残 差 . 有 迹 银 表 明 模 型 的 不 适 台 性 吗 ? 

(c) 根据 工序 变量 的 重要 性 ,得 到 预测 灌 装 高 度 偏差 的 模型 . 用 这 个 模型 构 作 等 高 线 图 ， 用 于 帮助 
解释 实验 的 结果 . 

(d) 在 (a) 中 , 你 大 概 注意 到 交互 作用 比较 显著 . 如 果 在 模型 中 没有 包含 交互 作用 ， 现在 包含 它 , 再 
做 一 次 分 析 . 这 样 做 有 什么 不 同 ? 如 果 在 (a) 中 你 选择 了 包含 交互 作用 , 现在 称 去 它 重新 分 析 . 
交互 作用 项 又 产生 了 什么 不 同 ? 
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规范 因子 洪 装 高 度 偏差 因子 水 平 
试验 A B C 重复 1 重复 2 低 (—1) 高 (+1) 
1 一 一 一 -3 -1 AE) 10 12 
2 十 一 一 0 1 Bí(psi) 25 30 
3 = + E —1 0 C (b/m) 200 250 
2 十 十 一 2 3 
5 z 一 T =i 0 
6 + =- + 2 1 
7 - + 二 l 1 
8 + + 十 6 5 


*6.19 我 一 直 想 提高 高 尔 夫 球 成 绩 ， 由 于 一 个 商 尔 夫 球 手 在 他 的 3596 到 4596 的 击 打 中 用 到 推 杆 ; 为 了 
提高 高 尔 夫 成 绩 ， 改 进 打球 入 洞 动 作 是 合乎 逻辑 且 简 单 的 方法 (“ 谁 能 轻 轻 击 球 入 洞 , 谁 就 是 胜利 
者 ." 一 一 Willie Paeks, 1864 一 1925, 两 次 英国 公开 赛 的 冠军 )， 进 行 一 个 实验 来 研究 4 个 因子 对 
打球 入 润 准 确 度 的 影响 . 这 些 设计 因子 包括 : 击 球 入 洞 的 距离 、 推 杆 的 类 型 、 入 润 方向 线 (曲线 还 是 
直线 )、 击 球 入 洞 的 倾斜 面 【水平 还 是 下 坡 )， 响 应 变量 是 球 静 止 后 离 球 洞 的 距离 ， 一 个 高 尔 夫 手 进 
行 有 ?7 次 重复 的 24 析 因 设计 的 实验 , 所 有 击 球 入 洞 的 次 序 都 是 随机 的 .结果 如 下 . 

设计 因子 球 静 止 后 离 球 洞 的 距离 (重量 ) 

tB AH 推 杆 的 入 洞 方 ” 击 球 入 润 
的 距离 类 型 向 线 的 倾斜 面 


10 HER A 直线 水 平 10.0 18.0 140 12.5 19.0 16.0 18.5 
30 HER 3 直线 水 平 00 165 45 17.5 205 17.5 33.0 
10 HEART 直线 水 平 40 60 10 145 120 140 50 
30 PRAT 直线 水 平 0.0 10.0 340 11.0 25.5 215 00 
10 椎 形 杆 头 曲线 水 平 00 00 185 19.5 16.0 150 11.0 
30 椎 形 杆 头 曲线 水 平 5.0 20.5 18.0 20.0 29.5 19.0 10.0 


10 中 空 式 铁杆 曲线 水 平 65 185 75 60 00 100 0.0 
30 中 空 式 铁杆 ”曲线 水 平 165 45 00 235 8&0 80 RO 
10 椎 形 杆 头 直线 下 坡 45 180 145 100 00 175 60 
30 椎 形 杆 头 直线 下 坡 19.5 180 160 55 100 70 36.0 
10 中 空 式 铁杆 直线 T3 15.0 160 85 00 05 90 30 
30 FPA ”直线 T3 41.5 390 65 35 70 85 360 


10 椎 形 杆 头 曲线 Fik 80 45 65 100 130 410 140 
30 FEE FEL 曲线 Fik 21.55 105 65 00 155 240 16.0 
10 中 空 式 铁 杆 曲线 下 坡 00 00 00 45 10 40 65 
30 中 空 式 铁杆 曲线 下 坡 180 50 70 100 325 185 80 


(a) 分 析 该 实验 的 数据 . 哪些 因子 显著 影响 推 杆 的 性 能 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

6.20 半导体 产品 制造 过 程 是 长 而 复杂 的 装配 流程 , 因此 整个 工厂 的 生产 线 都 有 名 个 工序 中 要 使 用 点 阵 标 
识 和 占 阵 式 二 维 码 识 读 嚣 ， 无 法 识 读 的 点 阵 图 案 会 对 工厂 生产 率 造成 负面 影响 ， 因 为 必须 要 暂停 加 
工 过 程 直到 手工 输入 部 分 数据 后 才能 继续 生产 . 有 一 个 24 工厂 实验 用 来 设计 激光 刻 码 方 式 刻 制 点 
阵 式 二 维 码 , 是 刻 在 保护 基 材 成 型 模具 金属 盖 上 的 图 案 , 设计 因子 是 , A = 激光 强度 (9 W, 13 W), 
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B= 激光 脉冲 频率 (4 000 Hz, 12 000 Hz), C = 点 阵 图 形 单元 尺寸 (0.07 in, 0.12 in), D = 刻 码 
速度 (10 in/sec, 20 in/sec), 响应 变量 是 容错 率 (UEC). 这 是 点 阵 式 二 维 码 中 元 余 信 息 比 率 的 衡 
量 参 数 ，UEC 为 0 表示 容错 性 最 高 ,， 即 以 最 低 的 识 读 条 件 仍 可 以 读 出 正确 的 解码 点 阵 数据 UEC 
为 1 表示 容错 性 最 低 , 即 需 要 最 高 的 识 读 条 件 才 可 以 正确 识 读 . 一 个 DMX 核对 器 用 来 测量 UEC. 
该 实验 的 数据 如 表 6.26 Bron. 
表 6.26 思考 题 6.20 的 24 实验 
标准 次 序 试验 次 序 激光 功率 脉冲 频率 ARR} 写 入 速度 UEC 
8 1 1.00 1.00 1.00 —1.00 0.8 
10 2 1.00 一 1.00 一 1.00 1.00 0.81 
12 3 1.00 1.00 — 1.00 1.00 0.79 
9 4 一 1.00 — 1.00 — 1.00 —1.00 0.6 
7 5 —1.00 1.00 1.00 — 1.00 0.65 
15 6 —1.00 1.00 1.00 1.00 0.55 
2 fj 1.00 —1.00 —1.00 —1.00 0.98 
6 8 1.00 — 1.00 1.00 —1.00 0.67 
16 9 1.00 1.00 1.00 1.00 0.69 
13 10 — 1.00 —1.00 1.00 1.00 0.56 
5 11 —1.00 — 1.00 1.00 —1.00 0.63 
14 12 1.00 —1.00 1.00 1.00 0.65 
1 13 — 1.00 —1.00 —1.00 —1.00 0.75 
3 14 —1.00 1.00 —1.00 —1.00 0.72 
4 15 1.00 1.00 —1.00 — 1.00 0.98 
11 16 —1.00 1.00 一 1.00 1.00 0.63 
c M 10 0.63 
(a) 分 析 该 实验 的 数据 ,哪些 因子 显著 影响 UEC? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

6.21 重新 考虑 思考 题 6.20 中 的 实验 . 假设 4 个 中 心 点 是 可 用 的 而 且 在 4 个 试验 点 的 UEC 响应 分 别 是 
0.98, 0.95, 0.93, 0.96. 在 分 析 中 加 入 弯曲 性 检验 , 重新 分 析 实 验 , 你 能 得 出 什么 结果 ? 你 对 实验 者 
有 什么 建议 ? 

6.22 一 家 公司 通过 直接 邮递 进行 销售 . 做 一 个 实验 , 用 于 研究 3 个 因子 对 一 个 特定 产品 的 客户 响应 率 的 


AN. 这 3 个 因子 是 A= 邮件 的 类 型 (第 3 类 , 第 1 类 ), B= 说 明 书 的 类 型 (彩色 , 黑白 ), C= 所 
供 的 价格 ($19.95, $24.95)， 邮 寄 给 两 组 8 000 个 随机 选择 的 客户 , 其 中 每 组 的 1000 个 客户 接受 
-个 处 理 组 合 , 每 组 的 客户 视 为 一 个 重复 . 响应 变量 是 订单 数 ， 实验 数据 如 下 表 所 示 . 


规范 因子 BY 


WR 4 B C 低 (-1) — Gn) 

1 一 — 一 4( 类 型 ) 3rd 1st 

2 十 — 一 B( 类 和 型) 黑白 彩色 
3 ~ 十 = C($) 19.95 24.95 
4 十 十 一 

5 一 - 十 

6 十 一 十 

7 一 十 十 

8 ES 十 十 


(a) 分 析 该 实验 的 数据 ,哪些 因子 显著 影响 客户 响应 率 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 
(c) 你 对 公司 有 什么 建议 ? 


6.23 


*6.24 
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T 
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考虑 例 6.2 中 单 次 重复 的 24 设计 . 假定 所 有 的 三 因子 和 四 因子 变 互 作用 可 被 忽略 ， 分 析 这 些 数据 . 
进行 这 一 分 析 并 和 从 例 中 所 得 的 结论 进行 比较 . 你 认为 高 阶 的 交互 作用 可 以 被 忽略 的 这 一 假定 是 否 
合理 ? 

在 一 半导体 加 工厂 进行 一 个 实验 ， 以 增加 产量 .研究 5 个 因子 ,每 个 取 两 个 水 平 . 这 些 因 子 【 和 水 
平 ) 是 4 = 孔径 设置 (小 , 大 ), B = 曝光 时 间 ( 低 于 额定 的 2096, 高 于 额定 的 2096), C = 冲洗 时 
间 (30 $b, 45 $), D = 掩 膜 尺寸 Ch, X), E = 蚀刻 时 间 (14.5 分 , 15.5 分 ). 进行 如 下 的 无 重复 
的 25 设计 . 


(1)=7 d—8 e-8 de-—6 

a= ad=10 ae=12 ade=10 
b=34 bd=32 be=35 bde=30 
ab=55 abd=50 abe—52 abde—53 
c—16 cd—18 ce-—15 cde—15 
ac- 20 acd—21 ace-—22 acde—20 
bc-—40 bed 一 44 bce—45 bcde—41 
abc-—60 abcd—61 abce—65 abcde-—63 


(a) 画 出 效应 估计 的 正 态 概率 图 .哪些 效应 显得 较 大 ? 

(b) 进行 方差 分 析 以 确认 你 对 (a) 求 得 的 结论 . 

(c) 写 出 与 显著 过 程 变量 相关 的 产 率 的 回归 模型 . 

(d) 在 正 态 概率 纸 上 画 残 差 图 ， 对 此 图 满意 吗 ? 

(e) 画 出 残 差 与 预测 产量 的 关系 图 以 及 残 差 与 各 因子 的 关系 图 .论述 这 些 图 形 . 

(f) 解释 显著 的 交互 作用 . 

(g) 你 对 过 程 运 作 条 件 有 什么 建议 ? 

(h) 将 本 问题 的 25 设计 投影 到 重要 因子 的 2 设计 中 去 . 两 出 此 设计 的 草图 并 标明 每 一 试验 的 平 
均 产 量 和 产量 的 极 差 . 此 图 对 解释 数据 有 帮助 吗 ? 

思考 题 6.24 的 继续 . 假设 实验 者 在 最 初 实验 的 32 次 试验 中 增加 4 个 中 心 点 . 4 个 中 心 点 的 产 率 
分 别 是 68, 74, T6, 70. 

(a) 包括 一 个 纯 二 次 项 弯曲 的 检验 , 重新 分 析 实 验 . 

(b) 讨论 你 下 一 步 想 做 什么 ? 

在 改革 生产 线 时 研究 产量 , 考虑 4 个 因子 : 时 间 CA). 浓度 (B). 压力 (C) 以 及 温度 (D). 每 个 国 
子 取 两 个 水 平 . 采用 单 次 重复 的 24 设计 , 所 得 数据 如 下 表 所 示 : 


试验 次 序 。 实际 试验 次 序 4 B C D peg —— 水 
fi& (—) 高 (十 ) 
1 5 —- —- - - 12 A(h) 2.5 3 
2 9 + - - - 18 B) 14 18 
3 8 = we om 一 13 C'(psi) 60 80 
4 13 + + 一 - 16 DC) 2235.0 250 
2 3 - 一 + 一 17 
6 7 de (e wp € o 
T 14 - + + 一 20 
8 l + + + oom 5 
ii 6 = dE e d. 
10 11 十 一 一 + 25 
11 2 - + - + B 
12 15 + + - + 24 
13 4 - — + + 19 
16 + — t + 2 
5 10 — + + + AT 
16 12 + + + + B 
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(a) 图 出 效应 佑 计量 的 正 态 概率 图 , 哪些 因子 显得 有 较 大 的 效应 ? 
(b) 用 (a) 的 正 态 概率 图 进行 方差 分 析 并 导出 误差 项 . 你 的 结论 什么 ? 
(c) 瑟 出 产 率 与 重要 过 程 变量 关系 的 回归 模型 . 
(d) 分 析 此 实验 的 残 差 . 你 的 分 析 显 示 出 什么 潜在 的 问题 吗 ? 
(e) 此 设计 可 压缩 为 有 两 次 重复 的 23 设计 吗 ? 如 果 可 以 ， 画 出 此 设计 的 草图 ， 并 在 立方 体 的 各 点 
处 表示 出 产量 的 平均 值 和 残 差 . 解释 这 些 结果 . 
“6.27 思考 题 6.26 的 继续 . 用 思考 题 6.26(c) 部 分 中 的 回归 模型 得 到 产 率 的 响应 等 高 线 图 . 讨论 该 响应 
等 高 线 图 的 实际 价值 . 
6.28 美味 胡桃 巧克力 小 方 饼 实验 ， 作 者 是 一 位 受过 培训 的 工程 师 , 确信 实践 出 真知 . 我 教授 实验 设计 课 
DALE, 而 听众 是 各 色 各 样 的 . 讲 诛 时 我 经 布置 实际 的 实验 给 学 员 , 由 他 们 来 设计 方案 , 实施 并 分 
析 . 他 们 看 来 很 乐意 这 种 实践 , 而 且 从 中 常 能 学 到 好 多 知识 A BUR] FIORI SRI A SE SÉ. Gretchen 
Krueger 的 实验 结果 . 
有 很 多 不 同 的 方法 来 烘 烤 胡桃 巧克力 小 方 饼 . 该 实验 的 目 的 是 来 确定 不 同 的 烤 盘 材料 、 调料 品 
牌 及 搅拌 方式 是 如 何 影 响 小 方 饼 的 味道 的 ， 因 子 水 平 是 


因子 低 (一 ) 高 (十 ) 
A= 烤 盘 材料 玻璃 fü 
B= PE X ^F Hi 
C= 调料 品牌 5t 便宜 


响应 变量 是 味道 , 是 一 种 主观 性 度量 ， 它 可 由 若干 个 受 试 者 品尝 每 一 炉 小 方 饼 后 所 填 的 问卷 而 得 ( 问 
耸 中 可 问 及 口味 、 外 观 . 软 硬 、 香味 等 ). 一 个 8 人 试验 小 组 品尝 每 一 炉 并 填 好 问卷 全 部 数据 如 下 . 


人 方 饼 的 批 次 4 B cC 1 2 DOM 5 6 7 8 
1 - - - M 9 1) 10 M 10 58 9 
2 + - - 15 10 16 14 1 9 6 s 
3 - + o. 8. 2 1 1 1 db uU H 
4 + + - 16 1T 5 2 13 B 1] 1 
5 - - + 10 IH 15 8 8 9 14 
6 + - + 2 HH 9 13 uU 9 
7 - + + 1) 2 13 1] 7 7 17 13 
9 + + + 15 12 15 13 12 12 9 14 


(a) 如 果 将 此 实验 作为 一 个 有 8 次 重复 的 23 Wit, 分 析 数 据 , 并 论述 所 得 的 结果 ， 
(b) (a) 中 的 分 析 方法 正确 吗 ? 实际 只 有 8 炉 ,我 们 真有 22 设计 的 8 次 重复 吗 ? 
(c) 分 析 味 道 值 的 平均 数 与 标准 差 .论述 该 结果 . 该 分 析 比 (a) 中 的 分 析 怡 当 吗 ? 为 什么 ? 
“6.29 做 一 个 产生 聚合 体 的 实验 . 研究 4 个 因子 温度 (4) .催化 剂 浓度 (B). 时 间 (C) 和 压力 (D). 观测 
两 个 响应 : 分 子 重量 和 符 度 . 俊 计 表格 和 响应 数据 如 表 6.27 所 示 . 
(a) 只 考虑 分 子 重量 的 响应 . 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 . 什么 效应 显得 很 重要 ? 
(b) 用 方差 分 析 确定 (a) 部 分 的 结果 . 它 显示 弯曲 吗 ? 
(c) 与 出 一 个 回归 模型 来 预测 分 子 重量 ， 把 它 表 示 成 若干 重要 变量 的 函数 的 形式 . 
(d) 分 析 残 差 并 评价 模型 的 优 沙 . 
(e) 用 黏度 响应 重复 (a)~(d) BEA. 
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X 6.27 思考 题 6.29 的 2* 实验 


试验 次 序 “实际 试 4 B o p 分 了 重量 pa — o. 
验 次 序 低 (—) 高 (+) 
1 18 Hs us a. deme 220 MOD 1400 ACC} 100 120 
2 9 P = - — 240 1500 B(X) 4 8 
3 13 — + — - 2815 1520 Clmin 200 30 
4 8 + + — — 2510 1630 D(pi) 60 75 
5 3 — 一 t — 2 615 1 380 
6 11 十 一 十 一 2 625 1 525 
T 14 一 + + — 2 400 1 500 
8 17 十 十 十 一 2 190 1 620 


9 6 A. . 2 400 1 400 
10 7 Wo N-eo ge ow 2 390 ] 525 
11 2 = D EE - 2 300 1 500 
12 10 p^ cepe ow p 2 520 1 500 
13 4 — = 二 :二 2 625 1 420 
14 19 dq c Res o 2 630 1 490 
15 15 mc cel io wp 2 500 1 500 
16 20 T- we oH E 2 710 1 600 
17 1 0 0 Ü H 2 515 ] 500 
18 5 0 0 0 0 2 500 1 460 
19 16 0 0 0 Ü 2 400 l 525 
20 12 0 0 0 Ü 2 475 1 500 


一 -~ ~ ~ vv 


思考 题 6.20 的 继续 . 用 关于 分 子 重量 和 符 质 的 回归 模型 回答 下 列 的 问题 

(a) 构造 分 子 重量 的 一 个 响应 等 高 线 图 . 在 什么 方向 调整 过 程 变量 可 以 增加 分 子 重量 ? 

(b) 构造 秋 度 的 一 个 响应 等 高 线 图 在 什么 方向 调整 过 程 变量 可 以 减少 秋 度 ? 

(c) 如 果 生 产 一 种 产品 , 要 求 分 子 重量 在 2 4002 500 之 间 ,， 且 有 最 低 可 能 的 黏度 ， 你 对 操作 条 件 
有 什么 建议 ? 

考虑 例 6.2 单 次 重复 的 24 设计 . 设 在 中 心 点 (0, 0, 0, 0) 处 做 5 次 试验 并 观测 得 下 列 响 应 : 93, 

95, 91, 89, 96. 检验 此 实验 的 弯曲 性 . 解释 这 些 结果 . 

在 2* 析 因 设计 中 有 一 个 缺失 值 . 在 2* 设计 中 , 由 于 测量 设备 、 发 生 了 故障 ， 或 者 测试 遭 到 了 损坏 

等 原因 , 造成 了 缺失 一 个 观测 值 的 事情 并 不 少见 . 如 果 设 计 是 mm 次 (n > 1) 重复 的 ， 则 可 用 第 5 

章 讨 论 过 的 一 些 方法 ， 不 过 , 对 一 个 无 重复 的 析 因 设计 (n= 1) 说 来 必须 用 另外 的 方法 ， 一 个 合 

于 逻辑 的 方法 是 用 使 高 阶 交互 作用 的 对 照 为 零 的 数 来 估计 这 一 缺失 值 , 将 此 法 应 用 于 例 6.2 中 的 实 

验 . 假定 缺失 了 试验 ab, 将 此 结果 与 例 6.2 的 结果 进行 比较 . 

工程 师 做 一 个 实验 来 研究 4 个 因子 对 加 工 零件 表面 粗糙 度 的 影响 .这些 因子 {以 及 它们 的 水 平 ) 是 

A= 工具 角度 (12°, 15°), B= 切割 液体 黏度 (300, 400), C= 进 料 速度 (10 in/min, 15 in/min), 

D= 切割 液体 冷却 机 的 使 用 〈 否 , 是 ), 实验 的 数据 {因子 规范 为 一 般 的 ~1. +1 水 平 ) 列 在 下 表 中 . 

(a) 估计 因子 效应 . 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 ,选择 一 个 试验 性 的 模型 

(b) WAE (a) 部 分 被 识别 的 模型 并 分 析 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

(c) 用 1/y 作为 响应 变量 , 重复 (a). (b) 部 分 中 的 分 析 . 有 迹象 表明 这 个 变换 有 用 吗 ? 

(d) 用 规范 变量 拟 合 一 个 可 以 用 于 预测 表面 粗糙 度 的 模型 将 这 个 方程 转换 成 自然 变量 的 模型 . 
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试验 A B C D 表面 粗 糖度 | 试验 A B C D 表面 粗 糖度 
1 E Te Meo ue 0.003 40 B. o. Xe RO WP 0.003 36 
2 de me S 0.003 62 10 4 - - «4 0.003 44 
3 十 — 0.003 01 1l - 十 一 +4 0.003 08 
4 E dee ue 0.001 82 12 + + 一 + 0.001 84 
5 = (eh de im 0.002 80 i3 一 — + + 0.002 69 
6 十 一 十 一 0.002 90 14 十 一 十 十 0.002 84 
T 一 十 十 一 0.00252 | 15 一 + + 十 0.002 53 
8 + + + 一 0.001 60 | i6 + + + + 0.001 63 
'6.34 硅 晶 片 的 电阻 系数 受 几 个 因子 影响 . 运行 在 关键 工序 步骤 的 24 析 因 设计 的 结果 列 在 下 表 : 
试验 A B C D 电阻 系数 | 试验 A B C D 电阻 系数 
1 FEL a 1.92 | U- Ex e ww Wb 1.60 
2. dco e m S 11.28 10 + = 4 11.73 
3 — + = 1.09 | 11 E: 十 十 1.16 
4 do GE o a 5.75 | 12 Ho 04 e wp 4.68 
5 - 一 + - 2.13 | 13 — =- + + 2.16 
6 十 一 十 一 9.53 l4 + — 十 十 9.11 
7 = 1.03 15 一 + + + 1.07 
8 + + + - p3s O E E E 5.30 
(a) ATAA. 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 , 选择 一 个 试验 性 的 模型 
(b) WEE (a) 部 分 被 识别 的 模型 ， 并 分 析 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 
(c) 用 In(y) 作为 响应 变量 重复 (a). (b) 部 分 中 的 分 析 . 有 迹象 表明 这 个 变换 有 用 吗 ? 
(d) 用 规范 变量 拟 合 一 个 可 以 用 于 预测 电阻 系数 的 模型 . 
6.35 思考 题 6.34 的 继续 . 假如 ; 实验 者 在 思考 题 6.34 的 试验 中 同时 进行 4 个 中 心 点 的 试验 . 中 心 点 电 
阻 系数 测量 值 是 8.15, 7.63, 8.95 和 6.48. 合并 中 心 点 , 重新 分 析 该 实验 , 你 能 得 出 什么 结论 ? 
6.36 通常 在 2* 析 因 设计 中 拟 合 的 回归 模型 用 于 预测 设计 空间 中 感 兴 趣 的 点 ， 
(a) 计算 预测 响应 六 在 设计 空间 中 的 点 xz1, x2,.…. ck 上 的 方差 .提示 : r 是 规范 变量 , 假定 2* 
设计 在 每 个 设计 点 等 量 重复 n 次 , 回归 系数 ô 的 方差 是 c?/(2*n), 且 任 意 一 对 回归 系数 的 协 
方差 是 零 ， 
(b) 用 (a) 中 的 结果 , 计算 在 设计 空间 中 的 点 zi,22,::: ,Zk 上 的 关于 真实 平均 响应 的 100(1 — 
a) 96i f8 EX [8]. 
6.97 分 县 模型 . 在 选择 模型 时 , 我 们 已 多 次 运用 分 层 原则 ,也 就 是 ， 模型 中 包含 不 显著 的 低 阶 项 , 这 是 因 


为 它们 被 包含 在 显著 的 更 高 阶 项 中 ， 分 层 不 是 一 个 在 所 有 情况 下 都 必须 遵循 的 绝对 原则 .用 思考 是 

6.1 中 的 模型 说 明 , 思考 题 6.1 中 要 求 包括 - 个 不 显著 的 主 效 应 以 满足 分 层 ， 使 用 思考 题 6.1 的 数 

据 ， 

(a) 拟 合 分 层 模 型 和 不 分 层 模型 . 

(b) 计算 两 个 模型 的 PRESS 统计 有 量 、 调整 的 R? 以 及 均 方 误差 

(c) 计算 立方 体 各 角 点 处 (01 = za = z3 = 土 1) 的 平均 响应 估计 的 95% 和 置信 区 间 . 提示 : 使 用 思 
考题 6.36 的 结果 . 

(d) 根据 所 作 的 分 析 , 你 选择 哪 一 个 模型 ? 
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本 章 纲要 
71 引言 7.7 2P 个 区 组 的 2* 析 因 实验 的 温 区 设计 
7.2 重复 的 2* 析 因 实验 的 区 组 设计 7.8 部 分 混 区 设计 
7.3 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 第 7 章 补充 材料 
7.4 二 区 组 的 25 析 因 实验 的 混 区 设计 S71 区 组 设计 中 的 误差 项 
T5 区 组 化 重要 性 的 另 一 个 例证 S7.2 区 组 设计 的 预测 公式 
7.6 四 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 57.3 ”试验 顺序 是 重要 的 


7.1 8| E 


在 许多 情况 下 , 一 般 不 可 能 在 同样 条 件 下 进行 一 个 2* 析 因 实验 的 所 有 试验 .例如 一 批 原 
材料 可 能 不 足以 做 所 有 要 求 的 试验 . 另外 , 实际 中 遇 到 许多 问题 时 ， 可 以 通过 细 分 实验 条 件 使 得 
每 个 处 理 是 等 效 的 ( 即 稳健 的 ). 例如 , 化 学 工程 师 可 以 用 人 不同 批 次 的 原材料 做 一 些小 型 试验 ， 
为 他 知道 在 实际 的 大 规模 生产 过 程 中 可 能 用 到 不 同 质量 等 级 的 不 同 批 次 的 原材料 . 

此 时 , 所 采用 的 设计 技术 为 区 组 化 . 第 4 章 引 入 了 区 组 化 方法 ， 你 也 许 会 发 现 它 有 助 于 阅读 
第 4 章 的 引言 材料 . 我 们 在 第 5 章 中 也 讨论 了 区 组 化 的 一 般 析 因 设计 . 本 章 在 第 4 章 概念 的 基 
础 上 , 侧重 介绍 2* 析 因 设计 区 组 化 的 几 种 特殊 方法 . 


7.2 重复 的 2* 析 因 实验 的 区 组 设计 


假定 2^ 析 因 设计 已 重复 n 次 . 和 第 5 章 中 讨论 的 一 样 我 们 显示 了 如 何在 区 组 中 进行 一 
般 的 析 因 设计 . 如 果 有 n 次 重复 ， 则 每 一 组 非 同 质 条 件 定义 为 一 个 区 组 , 在 每 个 区 组 中 进行 一 次 
ER. 每 个 区 组 (MER) 的 试验 按 随机 次 序 进行 . 设计 的 分 析 与 任 一 区 组 化 的 析 因 实 验 的 分 析 
类 似 , 参见 5.6 节 中 的 讨论 . 

例 7.1 考虑 在 6.2 节 中 首次 描述 的 化 学 过 程 实验 ,假定 一 批 原材料 只 能 做 4 个 试验 因此 , 对 该 设计 
进行 3 次 重复 则 需要 3 批 原材料 . 表 7.1 显示 了 该 设计 , 其 中 原材料 的 每 一 批 次 对 应 于 一 个 区 组 


表 7.1 三 区 组 的 化 学 过 程 实验 


(1)=25 
umia 
h= 10 


ab=30 
区 组 总 和 B, = 113 B. = 106 
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区 组 设计 的 方差 分 析 如 表 7.2 Bros. 所 有 平方 和 的 精确 计算 如 同 标准 的 、 非 区 组 化 的 25 设计 . 区 组 平 
方 和 由 区 组 总 和 计算 . $ Bi, Ba, Ba 为 区 组 总 和 ( 见 表 7.1). 那么 ， 


3 B? 3. (113)? 二 (106)2 二 (111)2 (330)? 
"r CT = i — — — LI 6.50 
93g — 2. 4. — 12 4 12 , 


三 区 组 中 有 两 个 自由 度 . d 7.2 说 明 用 区 组 进行 设计 分 析 的 结论 与 6.2 节 中 的 结论 相同 , 其 区 组 效应 相对 较 


小 . 
X 7.2 三 区 组 的 化 学 过 程 实验 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fb P 值 
区 组 6.50 2 3.25 
ARIE) 208.33 1 208.33 50.32 0.000 4 
如 (催化 剂 ) 75.00 1 75.00 18.12 0.005 3 
AB 8.33 1 8.33 2.01 0.206 0 
误差 24.84 6 4.14 
总 和 323.00 11 


7.3. 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 


许多 问题 中 , 在 一 个 区 组 中 进行 一 析 因 设计 的 完全 重复 是 不 可 能 的 ， 混 区 设计 (confounding) 
古 一 种 设计 方法 , 它 将 一 个 完全 的 析 因 设计 安排 在 多 个 区 组 之 内 , 区 组 的 大 小 比 一 次 重复 中 的 处 
理 组 合 的 个 数 要 小 . 这 一 方法 使 得 关于 特定 处 理 效 应 (通常 是 高 阶 的 交互 作用 ) 的 信息 与 来 自 区 
组 的 信息 不 可 区 分 或 者 说 混杂 . 本 章 集中 讨论 2* 析 因 设计 的 混 区 设计 . 即使 是 由 于 每 一 区 组 不 
包 会 所 有 的 处 理 或 处 理 组 合 而 出 现 不 完全 区 组 设计 , 但 是 对 于 2^ 析 因 系统 的 特殊 结构 , 也 将 有 
简化 的 分 析 方 法 . 

我 们 考虑 有 2? 个 不 完全 区 组 的 2* 析 因 设计 的 结构 和 分 析 方 法 , 其 中 p < k. 因此 , 这 些 设 
计 将 实施 在 两 个 区 组 内 (p = 1). 4 个 区 组 内 (p = 2)、 8 个 区 组 内 (p = 3), 等 等 


7.4 二 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 


假定 要 实施 一 个 单 次 重复 的 22 设计 . 比如 说 , 22 = 4 个 处 理 组 合 的 每 一 个 需 用 一 定量 的 原 
材料 , 而 每 批 原材料 只 够 供给 两 个 处 理 组 合 去 试验 . 这 样 一 来 , 就 需要 两 批 原 材料 . 如 果 把 原 材 
料 的 批 次 看 作 区 组 , 则 我 们 必须 把 这 4 种 处 理 组 合 中 的 两 种 分 派 给 每 个 区 组 . 

图 7.1 表示 对 此 问题 的 一 种 可 能 设计 . 图 7.1(a) 是 几何 观点 , 表示 把 相反 对 角 线 上 的 处 理 
组 合 分 派 给 不 同 的 区 组 . 图 7.1(b) F, 区 组 1 包含 处 理 组 合 (1) 和 ab, 区 组 2 包含 a 和 5b. 当 
然 , 在 同一 区 组 内 的 n 个 处 理 组 合 的 实施 顺序 是 随机 确定 的 ， 先 实施 哪 一 区 组 的 试验 也 是 随机 
决定 的 . 假定 没有 划分 区 组 而 来 估计 4 和 B 的 主 效应 . 由 (6.1) RA (6.2) RA 


A — z[ab-- a — b— (1) B — z[ab--b- a — (1) 


因为 每 一 佑 计量 都 有 来 自 每 个 区 组 的 一 个 加 号 的 处 理 组 合 和 一 个 减 号 的 处 理 组 合 , 所 以 A 和 B 
部 不 受 划分 区 组 的 影响 . 也 就 是 说 , 区 组 1 和 区 组 2 之 间 的 差异 抵消 了 . 
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区 组 1 区 组 2 
一 区 组 1 的 试验 (1) 3 
H o-IEH2mu ab b 
, Pi 
(a) 几何 观点 (b) 在 二 区 组 内 安排 4 次 试验 


图 7.1 ”两 个 区 组 中 的 22 设计 


今 考虑 AB 的 交互 作用 
AB = z[ab-- (1) ^ a - 0 


因为 两 个 带 加 号 的 处 理 组 合 (ab 和 (1)] 都 在 区 组 1, 两 个 带 减 号 的 处 理 组 合 (a Mb) 都 在 区 组 
2, 所 以 区 组 效应 和 AB 的 变 互 作用 是 一 致 的 , 也 就 是 说 , AB 与 区 组 混杂 了 . 

这 一 点 可 以 从 22 设计 的 加 减 符号 表 中 容易 看 出 . 此 表 原 先 在 表 6.2 中 给 出 , 为 方便 起 见 , 重 
列 于 表 7.3， 由 此 表 可 见 , AB 上 带 加 号 的 处 理 组 合 都 安排 在 区 组 1, 而 AB 上 带 减 号 的 处 理 组 
合 都 安排 在 区 组 2. 这 种 方式 可 用 来 把 任 一 效应 (A, B, AB) 与 区 组 相 混 . Plan, 如果 (1) Mb 
安排 到 区 组 1, a 和 ab 安排 到 区 组 2, 则 主 效应 4 与 区 组 相 泥 ,通常 的 实践 是 把 高 阶 交 互 作用 
与 区 组 相 混 ， 


Xx 7.3 32 设计 的 加 减 符号 表 


析 因 效应 
nud I A B AB 区 组 
(1) 十 = 2 
a T T ES = l 
b + — + — 1 
ab t t + 4 2 


这 个 方案 可 用 来 混杂 任意 二 区 组 中 的 25 设计 . 作为 第 二 个 例子 , 考虑 二 区 组 的 22 设计. 设 
我 们 想 把 三 因子 交互 作用 ABC 与 区 组 相 混 . HR 7.4 的 加 减 符号 表 , 我 们 把 ABC 中 带 减 号 
的 处 理 组 合 分 在 区 组 1, ABC. 中 带 加 号 的 处 理 组 合 分 在 区 组 2. 所 得 的 设计 如 图 7.2 所 示 . 我 
们 再 次 强调 , 在 一 区 组 内 的 处 理 组 合 的 试验 顺序 是 随机 的 . 


表 7.4 2” 设计 的 加 减 符号 表 


处 理 组 合 disces - 
I A B AB C AC BC ABC 区 组 

(1) 2: x s 十 十 - 1 

a 十 十 - 一 一 + + 2 

b + — + - 一 十 ~ + 2 

ab + + + t = x: z 3 1 

C T 2: = T T = - 十 2 

ac 下 + s + + — 1 

bc + 一 十 一 十 一 十 -- 1 
abc 十 十 十 十 十 d: T 十 2 
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T ù 一 在 区 组 1 中 试验 


区 组 ] 
o = 在 区 组 2 中 试验 
(1) 
ab 
l | E ac 
j bc 
A 
(a) 几何 观点 (b) 在 二 区 组 中 安排 3 次 试验 


图 7.2 ABC 与 二 区 组 混杂 的 29 设计 


1. 构造 区 组 的 其 他 方法 
有 另外 的 方法 构造 这 类 设计 . 利用 线性 组 合 
L = QT Gar2 tt OT (7.1) 


其 中 zi 是 一 特定 处 理 组 合 中 第 i 个 因子 的 水 平 , a; 是 第 ; 个 因子 在 被 相 混 的 效应 中 的 分 量 . 对 
25 系统 说 来 ,有 o; = 0 或 1, z; = 0( 低 水 平 ) 或 ri = (RKE). (7.1) 式 称 为 定义 对 照 . 产生 
相同 L (mod 2) 的 处 理 组 合 放 在 同一 区 组 内 , 因为 工 的 值 (mod 2) 只 可 能 是 0 和 1, 这 就 
把 2* 个 处 理 组 合 准确 地 分 在 两 个 区 组 中 . 

为 了 说 明 这 一 方法 , 考虑 ABC 与 区 组 相 混 的 23 设计 . 此 时 , zi 对 应 于 A, ra 对 应 B, ra 
对 应 于 C, 以 及 aa = aa = o3 = 1. FE, 对 应 于 ABC 的 定义 对 照 是 


L 一 TI r3 za 
处 理 组 合 (1) Æ (0, 1) 记号 法 中 写 为 000, 因此 
L=1(0)+1(0)+1(0)=0=0(mod 2) 
类 似 地 , 处 理 组 合 a 是 100, 得 
L=11)+1(0)+1(0) = 1 = 1(mod 2) 
T€ (1) 和 a 将 在 不 同 的 区 组 中 进行 试验 . 对 其 余 的 处 理 组 合 我 们 有 


b: L= 1(0) + 1(1) + 1(0) = 1 = 1(mod2) 
ab: L — 1(1) + 1(1) + 1(0) = 2 = 0(mod 2) 
c: L= 1(0) + 1(0) + 1(1) = 1 = 1(mod2) 
ac : L — 1(1) + 1(0) + 1(1) = 2 = 0(mod 2) 
be: L= 1(0) + 1(1) -1(1) 2 2— 0(mod 2) 
abc: L= 1(1) + 1(1) c1(1) 2 3— l(mod 2) 


XX FF, (1), ab, ac, bc 分 在 区 组 1, 而 a, b, c, abc 分 在 区 组 2 这 与 由 加 减 符 号 表 所 得 的 图 7.2 
所 示 的 设计 相同 . 

也 可 以 使 用 男 一 种 方法 构造 这 些 设计 . 包含 处 理 组 合 (1) 的 区 组 叫做 主 区 组 (principal block). 
在 此 区 组 内 的 处 理 组 合 具有 一 个 有 用 的 群 论 性 质 . 即 它们 关于 乘法 模 2 构成 一 群 . 这 就 是 说 , 主 
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区 组 内 的 任 一 元 素 K (1) 以 外 ] 都 可 由 主 区 组 内 另外 两 个 元 素 相 乘 模 2 而 得 到 . 例如 , 考虑 
ABC 被 混杂 的 23 设计 的 主 区 组 , 如 图 7.2 Bron. 有 
ab- ac = a?bc = bc 
ab: bc = ab?c = ac 
ac: bc = abc? = ab 
另 一 区 组 (或 多 个 区 组 ) 的 处 理 组 合 可 以 用 新 区 组 中 的 一 个 元 素 和 主 区 组 中 的 各 个 元 素 相 乘 模 2 
而 得 到 . 对 ABC 被 混杂 的 23 设计 , 因为 主 区 组 是 (1), ab, ac, bc, 所 以 可 知 b 在 为 一 区 组 中 . 
这 样 一 来 , 第 二 个 区 组 的 元 素 是 
b- (1) —h 
b.ab— ab? =a 
b- ac — abc 
b-bc— b c—c 
这 与 前 面 所 得 的 结果 一 致 
2. 误差 的 估计 
当 变 量 的 个 数 较 小 时 , EFi k= 2 或 3, 通常 必须 进行 重复 以 求 得 误差 的 估计 量 . 例如 ， 
假定 需要 进行 有 两 个 区 组 的 ABC 被 混杂 的 2? 析 因 实验 , 实验 者 决定 进行 4 次 重复 . 设计 如 图 
7.8 所 示 . 在 每 次 重复 中 ABC 都 被 混杂 . 


9 MI 重复 11] 重复 1V 
区 组 1] 区 组 2 区 组 1 区 组 2 区 组 1 [x 8H 2 


图 7.3 ABC 被 混杂 的 有 4 次 重复 的 2? 设计 


此 设计 的 方差 分 析 见 表 7.5, 有 32 个 观测 值 和 31 个 总 的 自由 度 . 又 因为 有 8 个 区 组 , 所 
以 和 这 些 区 组 有 交 的 必须 是 7 个 目 由 度 . 7 个 自由 度 的 一 种 分 解 如 表 7.5 所 示 . 误差 平方 和 实 
际 上 由 重复 和 每 个 效应 (A, B,C, AB, AC, BC) 之 间 的 二 因子 交互 作用 所 组 成 . 将 交互 作用 看 
EJF, 并 把 它们 的 均 方 值 看 作为 误差 的 估计 量 通 常 是 不 会 有 问题 的 . 主 效应 和 二 因子 交互 作 
用 都 是 相对 均 方 误差 进行 检验 的 . Cochran and Cox(1957) 指出 , 区 组 或 ABC 均 方 可 以 和 由 
ABC 提供 的 均 方 误差 进行 比较 , 它 实 际 上 是 由 重复 x 区 组 提供 的 . 这 一 检验 法 通常 是 很 不 灵 
敏 的 . 

如 条 资源 充足 ,允许 龟 区 设计 做 重复 , 则 一 般 说 来 , 在 每 次 重复 时 采用 稍 有 不 同 的 设计 区 组 
方法 会 较 好 一 些 . 这 一 处 理 方 法 是 在 各 次 重复 中 混杂 不 同 的 效应 , 以 便 求 得 关于 所 有 效应 的 一 些 
信息 . 这 样 的 方法 称 为 部 分 混 区 设计 , 7.7 节 会 给 予 讨 论 . 如 果 k 适当 大 , 比方 说 天 三 4, 则 经 常 
HC UCET T. 实验 者 道 常 假定 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 并 将 它们 的 平方 和 组 合 起 来 作为 
误差 . 因子 效应 的 正 态 概 率 图 对 这 一 点 十 分 有 帮助 . 
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表 7.5 ABC 被 混杂 的 有 4 次 重复 的 23 设计 的 方差 分 析 囊 


方差 来 源 自由 度 
重复 3 
区 组 (ABC) 


ABC 的 误差 (重复 x 区 组 ) 
A 


1 
à 
1 
B 1 
1 
] 
1 


C 

AB 

AC 

BC l 1 
误差 GRE x 效应 ) 18 
总 和 3l 


一 -一 m o SOSUL 
Bj 7.2 考虑 例 6.2 描述 的 情况 .回想 4 个 因子 : 温度 (4)、 压 强 (B). PERRE (C) 和 搅拌 速度 


(D)， 在 试验 性 工厂 中 研究 这 些 因 子 ， 以 确定 影响 产品 溢 透 率 的 效应 . 我 们 用 这 个 实验 来 说 明 在 一 个 无 重复 
设计 中 区 组 化 和 混杂 的 思想 . 我 们 对 最 初 的 实验 作 了 两 处 修改 . 首先 , 假定 一 批 原材料 不 能 进行 全 部 24 二 16 
个 处 理 组 合 的 试验 ,一 批 原 材料 只 能 进行 8 个 处 理 组 合 的 试验 , 所 以 采用 二 区 组 的 24 混 区 设计 看 来 是 怡 
当 的 . 将 高 阶 交 互 作用 ABCD 与 区 组 混杂 也 是 很 自然 的 定义 对 腿 是 
L = z1 + £3 + T3 + t4 

容易 证 明 , 此 设计 如 图 7.4 所 示 . 另外 , 可 以 检查 表 6.12. 观测 被 安排 到 区 组 1 的 ABCD 列 中 的 标 

为 “+” 的 处 理 组 合 , 以 及 区 组 2 的 ABCD 列 中 的 标 为 “- ”的 处 理 组 各 . 
a D i 区 组 1 区 组 2 


| | (1)=25 na 一 了 1 
ali—-45 h—48 
aea Ce—8 
bet d-—43 


nd= Bi abc-65 
bdz-25 bcd-— TO 
rd 55 üca-as6 
übcd-—T76 übd- 104 


e 一 在 区 组 1 中 试验 . B 
o 一 在 区 组 2 中 试验 e 


(a) 几何 观点 (b) 在 二 区 组 中 安排 16 次 试验 
图 7.4 例 7.2 的 二 区 组 的 24 设计 


我 们 作 的 第 二 处 修改 是 引入 区 组 效应 , 以 说 明 区 组 的 作用 . 假定 我 们 选择 两 批 原材料 来 进行 实验 , 其 中 
之 一 质量 较 差 , 因此 , 用 这 批 材料 得 到 的 平均 响应 低 于 那些 用 好 的 质量 的 材料 20 个 单位 ， 质 量 差 的 批 次 为 
区 组 1, 质量 好 的 批 次 为 区 组 2{ 哪 个 批 次 为 区 组 1 哪个 批 次 为 区 组 2 ERRE) 先 做 区 组 1 的 试验 (2455. 
区 组 里 的 8 个 试验 是 按 随机 次 序 进行 的 ), 但 是 , 响应 低 于 那些 用 好 的 质量 材料 的 20 个 单位 . 图 7.4b 显示 
了 响应 的 结果 — 注意 到 它们 是 可 以 由 例 6.2 给 出 的 原始 观测 减 去 区 组 效应 得 到 的 ， 即 , 处 理 组 合 (1) 的 
原始 啊 应 为 45, 图 7.4b 中 报告 为 (1)—25(—45—20). 该 区 组 的 其 他 响应 也 可 以 类 似 得 到 ， 做 完 区 组 1 的 
试验 后 , 接着 做 区 组 2 的 8 个 试验 , 这 个 批 次 的 原材料 没有 问题 所 以 , 响应 和 它们 最 初 在 例 6.2 中 的 非常 
-一 致 . 

表 7.6 所 列 的 是 例 6.2 的 “修改 ”观点 的 效应 估计 , 注意 到 4 个 主 效应 . 6 个 二 因子 交互 作用 .4 个 三 
因子 交互 作用 的 估计 和 没有 区 组 效应 的 例 6.2 得 到 的 效应 估计 一 样 计算 效应 估计 的 通常 比例 后 , 可 以 看 出 
, HT A,C,D 和 AC 交互 作用 以 及 AD 交互 作用 是 重要 效应 , 与 原始 实验 一 样 (读者 应 当 确 认 这 一 点 ,) 
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$7.6 例 7.2 中 的 区 组 化 24 设计 的 效应 估计 


模型 项 回归 系数 效应 估计 平方 和 百分比 贡献 率 
A 10.81 21.625 1 870.562 5 26.30 
B 1.56 3.125 39.062 5 0.55 
C 4.94 9.875 390.062 5 5.49 
D 7.31 14.625 855.562 5 12.03 
AB 0.062 0.125 0.062 5 « 0.01 
AC —9.06 —18.125 1 314.062 5 18.48 
AD 8.3] 16.625 1 105.562 5 15.55 
BC 1.19 2.375 22.562 5 0.32 
BD 一 0.19 —0.375 0.562 5 « 0.01 
CD 一 0.56 一 1.125 5.062 5 0.07 
ABC 0.94 1.875 14.062 5 0.20 
ABD 2.06 4.125 68.062 5 0.96 
ACD —0.81 —1.625 10.562 5 0.15 
BCD 一 1.31 一 2.625 27.562 5 0.39 
区 组 (ABCD) —18.625 ] 387.562 5 19.51 


ABCD 的 诡 互 效应 是 每 样 的 呢 ? 原始 实验 ( 例 6.2) 中 该 效应 估计 为 ABCD- 1.375. 而 在 目前 的 例子 
P, ABCD 交互 效应 的 估计 为 ABCD = 一 18.625. 因为 ABCD 与 区 组 混 热 了 , 用 原始 交互 效应 (1.375) 
加 上 区 组 效应 (一 20) 估计 ABCD 交互 作用 , 所 以 ABCD = 1.375 + (-20) = 一 18.625. (你 是 否 明 白 ,为 
什么 区 组 效应 为 —207 ) 区 组 效应 可 以 用 两 区 组 平均 响应 间 的 差 直接 计算 ， 即 
区 组 效应 =i y lxi 1 一 y [x4] 2 = 全 = T 一 二 一 = —]18.625 
当然 , 这 个 效应 确实 估计 了 区 组 ABCD. 
表 7.7 描述 了 该 实验 的 方差 分 析 表 . 模型 中 包含 了 大 的 估计 的 效应 , 区 组 平方 和 为 
2 AAA 2 
SS vac (406) + (99) B w 
该 实验 的 结论 十 分 符合 没有 区 组 效应 的 例 6.2 的 结论 . 如 果 没 有 在 区 组 中 进行 实验 , 且 如 果 夫 小 为 -20 的 效 
应 影响 了 前 面 的 8 个 试验 (它们 可 能 按照 随机 方式 进行 的 , 因为 16 个 试验 在 非 区 组 设计 中 是 按照 随机 次 序 
进行 的 ), 结果 可 能 就 不 同 . 


= 1 387.562 5 


X T.7 8| 7.2 87; EA GE 
RE 


方差 来 源 平方 和 Ei ERE 均 方 Fo P 1H 

区 组 (ABC D) 1 387.562 5 1 

A 1 870.562 5 1 1 870.562 5 89.76 « 0.000 1 
C 390.062 5 ] 390.062 5 18.27 0.001 9 
D 855.562 5 ] 855.5625 . 41.05 0.000 1 
AC 1 314.062 5 1 1 314.062 5 63.05 « 0.000 1 
AD 1 105.562 5 1 1 105.562 5 53.05 « 0.000 1 
误差 187.562 5 9 20.840 3 

总 和 7 111.437 5 15 
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区 组 化 是 一 项 非常 有 用 且 非 常 重 要 的 设计 技术 . 第 4 章 已 经 指出 区 组 化 能 够 减少 实验 中 的 
噪声 , 在 这 种 实验 中 , 实验 者 通常 考虑 该 实验 的 讨厌 因子 (有 时 可 能 是 区 组 ) 的 影响 . 

为 了 说 明 实验 者 在 必须 区 组 化 而 没有 区 组 化 时 可 能 发 生 的 情形 , 考虑 7.4 节 中 例 7.2 的 一 
个 变形 . 该 例 利 用 例 6.2 中 的 2^ 无 重复 析 因 实 验 . 构造 的 设计 为 在 两 个 区 组 中 各 做 8 次 试验 ， 
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插入 一 个 大 小 为 -20 的 “区 组 效应 ” 即 讨 大 因子 效应 , 它 影 响 区 组 1 的 所 有 观测 值 ( 见 图 7.4). 
假定 我 们 对 设计 没有 区 组 , 从 而 一 20 的 讨厌 因子 效应 影响 了 前 8 个 观测 值 (随机 的 或 按 次 序 进 
行 的 ). 修改 的 数据 列 在 表 7.8 中 ， 

Xx 7.8 例 7.2 的 修改 数据 
renr WERF 因子 A: 温度 因子 B: 压强 因子 C: 浓度 因子 D. 搅拌 速率 响应: 渗透 率 


1 一 上 一 —1 —1 25 

ii 2 1 一 ] 一 —1 71l 
1 3 -—1 l -1 一 】 28 

3 4 I 1 -1 一 】 45 

9 —1 —1 l —1 68 

12 6 1 —1 1 一 ] 60 
2 T 一 】 1 1 一 】 60 

13 8 1 1 l 一 65 
3 9 —1 一 】 -1 l 23 

6 10 1 —1 zi. 1 80 

16 11 —1 1 —1 1 45 
5 12 l 1 —1 l 84 

lå 13 -l1 一 1 1 T5 
15 14 1 —1 1 1 86 
10 15 一 1 l l TO 
4 16 1 1 1 1 TG 

一 I II OUUU 


图 7.5 是 修改 过 的 实验 中 因子 效应 的 正 态 概率 图 . 尽管 该 图 表面 上 与 第 6 章 给 出 的 实验 的 
最 初 分 析 没 有 太 多 的 不 一 致 ( 见 图 6.11), 但 重要 的 交互 作用 之 一 , AD, 并 没有 识别 出 来 结果 ， 
我 们 不 能 发 现 作为 解决 最 初 问题 的 关键 之 一 的 这 个 重要 效应 . 回顾 第 4 章 , 我 们 称 区 组 化 是 曝 青 
缩减 技术 . 如 果 不 能 区 组 化 , 由 讨厌 变量 效应 增加 的 变异 就 分 布 在 其 他 设计 因子 中 . 


15.62 5.68 1.25 14.19 24.12 
M My 


图 7.5 3 T.8 的 数据 的 正 态 概率 图 


误差 全 计 中 也 包含 讨厌 的 变异 性 的 一 部 分 . 根据 表 7.8 的 数据 模型 的 残 差 均 方 大 约 为 109, 
它 比 基于 原始 数据 的 残 差 均 方 大 了 好 几 倍 ( 见 表 6.13). 
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7.6 ”四 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 


可 以 构造 与 4 个 区 组 相 混 的 25 析 因 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 257? 个 观测 值 . 当 因子 的 个 数 
适当 大 (比方 说 天 兰 4),， 以 及 区 组 相对 地 小 时 , 此 类 设计 特别 有 用 . 

作为 例子 , 我 们 考虑 2 ”设计 , 如 果 每 一 区 组 只 能 容纳 8 个 试验 , 则 须 用 4 个 区 组 . 这 一 设 
计 的 构造 相对 说 来 是 直截了当 的 . 选取 两 个 与 区 组 相 混 的 效应 , 比方 说 ADE 和 BCE, 相应 的 
两 个 定义 对 照 分 别 是 

Li = z1 + £4 + £5, La = £2 + £3 + T5 

于 是 , 每 一 处 理 组 合 将 得 出 Lı(mod 2) 和 Ls(mod 2) 的 一 对 特定 值 , 也 就 是 , (Li, L2)=(0, 0), 
或 (0, 1), 或 (1, 0), 或 (1, 1). (La, L2) 取 值 相同 的 处 理 组 合 分 派 在 同一 个 区 组 中 . 在 我 们 的 例 
Th, 

对 于 (1), ad, be, abcd, abe, ace, cde, bde, 有 Li = 0, L3 = 0 

对 于 a, d, abc, bcd, be, abde, ce, acde, 有 L1-1, L4—0 

对 于 b, abd, c, acd, ae, de, abce, bede, 有 L1—0, L5—1 

对 于 e, ade, bce, abcde, ab, bd, ac, cd, 有 L1—1, Lọ=1 
这 些 处 理 组 合 分 派 在 4 个 不 同 的 区 组 中 . 完整 的 设计 见 图 7.6. 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 区 组 4 
L=0 Ll E =U L1 
L,-U L,7U Ll =l 


(1) abe h^ abce e gbede 


ad are d. abde abd ae ade bd 
he cde abt ce € .— bede bce ac 


abed hade bed acde acd de ad — ed 


图 7.6 ADE., BCE 以 及 ABCD 混杂 的 四 区 组 中 的 25 设计 


稍为 思考 一 下 , 就 会 认识 到 除了 ADE 和 BCE 之 外 , 还 必须 将 另 一 效应 与 区 组 相 湿 . 因 
为 有 4 个 区 组 , 其 自由 度 为 3, 而 ADE 和 BCE 各 只 有 1 个 自由 度 , 显然 ， 必须 再 要 混杂 一 
个 自由 度 为 1 的 效应 . 这 一 效应 是 ADE 和 BCE RII X35 E f EFI (generalized interaction), 
定义 为 ADE 与 BCE 模 2 的 乘积 . 这 样 , 在 我 们 的 例子 中 , 广义 交互 作用 (ADE)(BCE) = 
ABCDE’ = ABCD 亦 与 区 组 相 混 . 利用 25 设计 的 加 减 符号 表 [如 , 在 Davies(1956) 的 书 中 ] 
容易 证 实 这 一 点 , 与 这 类 表 对 照 一 下 就 会 发 现 , 分 派 给 各 个 区 组 的 处 理 组 合 如 下 ， 


处 理 组 合 在 ADE 的 符号 BCE 的 符号 ABCD 的 符号 
区 组 1 一 一 十 
区 组 2 十 一 一 
区 组 3 一 十 一 
[X £H 4 十 


十 十 
C+ 
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注意 , 一 个 特定 区 组 内 的 任意 两 个 效应 (例如 , ADE 和 BCE) 的 符号 的 乘积 就 得 同一 区 组 内 另 
一 效应 (此 时 是 ABCD) 的 符号 . 这 样 一 来 , ADE, BCE 以 及 ABCD 都 与 区 组 相 混 杂 ， 
7.4 市 中 所 述 的 主 区 组 的 群 论 性 质 仍然 成 立 . 例如 , 主 区 组 内 两 个 处 理 组 合 的 乘积 就 得 出 主 
区 组 的 另 一 个 元 素 . 也 就 是 ， 
ad - bc = abed, abe - bde = ab^de? = ad 


如 此 类 推 , 如 要 构造 另 一 区 组 , 选取 不 在 主 区 组 内 的 一 个 处 理 组 合 (例如 , b), 并 将 b RUEKA 
内 各 个 处 理 组 合 即 可 . 这 就 得 出 
b.(1)—b, b.ad- abd, b.bec=b c=e, b-abcd — abcd = acd 


如 此 类 推 , 这 就 得 出 区 组 3 内 的 8 个 处 理 组 合 . 实际 上 , 主 区 组 也 可 以 从 定义 对 照 和 群 论 性 质 来 
RA, 而 其 余 的 区 组 用 上 述 方 法 所 示 的 人 处理 组 合 确 定 . 

构造 有 4 个 区 组 的 2^ 混 区 设计 的 一 般 方法 是 , 选取 生成 区 组 的 两 个 效应 , 自动 地 得 到 被 混 
杂 的 第 3 个 效应 , 它 是 前 两 个 效应 的 广义 交互 作用 . 这 样 一 来 , 用 两 个 定义 对 照 (La, La) 和 主 
区 组 的 群 论 性 质 来 构造 这 一 设计 . 在 选取 与 区 组 相 混 的 效应 时 , ELA] EDI, 不 要 把 所 感 兴趣 的 
效应 混 进 去 . 例如 , 在 2^ 设计 中 , 可 能 选取 ABCDE 和 ABD 与 区 组 相 混 , 这 就 自动 地 混 进 了 
CE, 它 可 能 也 是 一 个 感 兴趣 的 效应 . 一 个 较 好 的 选择 是 选取 ADE 和 BCE 与 区 组 相 混 , 它 自 
动 地 混 进 ABCD. 牺牲 三 因子 交互 作用 ADE M BCE 的 信息 来 替代 二 因子 交互 作用 CE 更 
为 可 取 . 


7.7 2? 个 区 组 的 2* 析 因 实 验 的 混 区 设计 


SEI 上 述 方法 以 构造 2?(p < k) 个 区 组 中 的 2* 析 因 混 区 设计 , 其 中 每 一 区 组 包含 2*-? 个 
试验 . 我 们 选取 p 个 独立 的 效应 与 区 组 相 混 , 此 处 所 谓 “ 独 立 的 ”, 意 即 所 选取 的 效应 不 是 其 他 
效应 的 广义 交互 作用 . 区 组 可 以 用 与 这 p 个 效应 相 联 系 的 p 个 定义 对 照 Li, Lo, ::. ;Lp 来 生 
成 . 另外 , 还 有 2? 一 p — 1 个 其 他 的 效应 与 区 组 相 混 , 这 些 效应 是 原先 选取 的 p 个 独立 效应 的 广 
义 交 互 作用 . 要 小 心 选取 与 区 组 相 混 的 效应 , 不 要 牺牲 了 可 能 有 意义 的 效应 的 信息 . 

这 些 设 计 的 统计 分 析 是 较为 简单 的 . 所 有 效应 平方 和 的 计算 和 没有 区 组 一 样 . 区 组 的 平方 
和 是 将 所 有 的 区 组 相 混 的 效应 的 平方 和 加 起 来 . 

显然 , 选择 用 来 生成 区 组 的 p 个 效应 是 关键 性 的 , 因为 混 区 设计 的 构造 直接 依赖 于 它们 . 表 
7.9 列 出 了 有 用 的 设计 . 为 说 明 此 表 的 用 法 , 假定 我 们 要 构造 23 — 8 个 区 组 中 的 28 RP, 
每 个 区 组 有 2 = 8 个 试验 . 表 7.9 指出 , 我 们 可 选取 ABEF, ABCD 和 ACE 作为 p- 3T 
独立 的 效应 来 生成 区 组 . 其 余 的 2? -p-1=23 -3-1=4 个 与 区 组 相 混 的 效应 是 这 3 个 效 
应 的 广义 交互 作用 ; 也 就 是 ， 

(ABEFY(ABCD)-— A*B*CDEF = CDEF 
(ABEF)(ACE)— A?BCE?F = BCF 
(ABCD)(ACE)— A*BC"*ED = BDE 

(ABEF)(ABCD)(ACE)— A? B?C?DE?F = ADF 


在 思考 题 7.11 中 要 求 读 者 生成 此 设计 的 8 个 区 组 . 


7.7 P 个 区 组 的 25 析 因 实验 的 混 区 设计 


X 7.9 2* 析 因 设计 的 区 组 安排 建议 表 


因子 数 ， 区 组 数 ， 区 组 大 小 ， 


k oP 2k-P 
3 2 4 
4 2 
4 9 8 
4 4 
8 2 
5 2 16 
4 8 
8 4 
16 2 
6 2 32 
4 16 
8 8 
16 4 
32 2 
7 2 64 
4 32 
8 16 
16 8 
32 4 
64 2 


选择 效应 
生成 区 组 
ABC 
AB, AC 
ABCD 
ABC, ACD 
AB, BC,CD 


ABCDE 
ABC,CDE 
ABE, BCE,CDE 
AB, AC, CD, DE 
ABCDEF 
ABCF,CDEF 


ABEF, ABCD, ACE 


ABF, ACF, BDF, DEF 


AB, BC, CD, DE, EF 


ABCDEFG 
ABCFG,CDEFG 
ABC, DEF, AFG 


ABCD, EFG, 
CDE, ADE 


ABG, BCG, CDG, 


DEG, EFG 


AB, BC,CD, 
DE, EF FG 


与 区 组 混杂 的 
交互 作用 

ABC 
AB, AC, BC 
ABCD 
ABC, ACD, BD 
AB, BC,CD, AC, BD, AD, 
ABCD 
ABCDE 
ABC,CDE,ABDE 
ABE, BCE,CDE, AC, 
ABCD, BD, ADE 
所 有 二 因子 和 四 因子 交互 作用 
(15 个 效应 ) 
ABCDEF 
ABCDEF 
ABCF,CDEF, ABDE 
ABEF, ABCD, ACE, BCF, 
BDE,CDEF,ADF 
ABF, ACF, BDF, DEF, BC, 
ABCD, ABDE, AD, ACDE, 
CE,CDF, BCDEF, ABCEF, 
AEF, BE 
所 有 二 因子 、 四 因子 、 六 因子 
交互 作用 (31 个 效应 ) 
ABCDEFG 
ABCFG,CDEFG,ABDE 
ABC, DEF, AFG, ABCDEF, 
BCFG, ADEG, BCDEG 
ABCD, EFG,CDE, ADG, 
ABCDEFG, ABE, BCG, 
CDFG, ADEF, ACEG, 
ABFG, BCEF, BDEG, 
ACF, BDF 
ABG, BCG, CDG, DEG, 
EFG, AC, BD,CE,DF, AE, 
BF, ABCD, ABDE, ABEF, 
BCDE, BCEF,CDEF, 
ABCDEFG, ADG, ACDEG, 
ACEFG, ABDFG, ABCEG, 
BEG, BDEFG, CFG, ADEF, 


ACDF, ABCF, AFG, BCDFG 


所 有 二 因子 、 四 因子 、 六 因子 
交互 作用 (63 个 效应 ) 
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7.8 ”部 分 混 区 设计 


7.4 节 中 指出 , 除非 实验 者 有 一 先 验 的 误差 估计 量 或 者 愿意 假定 某 些 变 互 作用 可 以 被 忽略 ， 
否则 , 他 们 必须 重复 这 个 设计 以 便 得 到 误差 的 佑 计量， 图 7.3 表示 二 区 组 中 的 , ABC 被 混杂 的 
2” 析 因 混 区 设计 , A 次 重复 . 此 设计 的 方差 分 析 如 表 7.5 所 示 , 可 以 看 出 ABC 交互 作用 的 信 
息 不 能 找 出 , 因为 ABC 在 每 次 重复 中 都 与 区 组 相 混 . 这 种 设计 称 为 完全 混 区 设计 . 

现 考 虑 如 图 7.7 所 示 的 设计 . 还 是 有 4 次 重复 的 2? 设计 , 但 每 次 重复 有 一 个 不 同 的 交互 作 
用 与 区 组 相 痊 .有 具体 来 说 , 在 重复 IF ABC 被 混杂 , 在 重复 II 中 AB 被 混杂 , 在 重复 III 中 
BC TRA, 在 重复 IV 中 AC 被 混杂 . 因此 , 关于 ABC 的 信息 可 以 从 重复 II、III 和 IV. 的 数 
据 中 获得 , 关于 AB 的 信息 可 以 从 重复 I、 III 和 TV 获得, 关于 AC 的 信息 可 以 从 重复 T、II 和 
III 获得 , 关于 BC 的 信息 可 从 重复 I、 O A IV. 中 获得 . 可 以 说 , 我 们 获得 关于 这 些 交 互 作用 的 
3/4 的 信息 , 因为 它们 在 3 次 重复 中 没有 与 区 组 相 混 . Yates(1937) 称 比 值 3/4 为 混杂 效应 的 相 
对 信息 . 我 们 称 这 种 设计 为 部 分 混 区 设计 . 


RHI 重复 I 重复 II 重复 TV 
混杂 ABC i2 AD i: enc HMAC 


图 7.7 2? 设计 中 的 部 分 混杂 


这 一 设计 的 方差 分 析 如 表 7.10 所 示 . 计算 某 交 互 作 用 的 平方 和 时 ， 只 用 设 有 混 进 该 变 互 作 
用 的 那些 重复 的 数据 .误差 平方 和 的 组 成 为 重复 x 主 效应 的 平方 和 加 上 重复 x 该 重复 中 未 被 
混杂 的 交互 作用 平方 和 (例如 , 重复 x 重复 IL II A IV 的 ABC). 而 且 , 8 个 区 组 有 7 个 自 
由 度 . 通常 将 其 分 解 为 重复 的 3 个 自由 度 和 在 各 次 重复 内 的 对 于 区 组 的 4 个 自由 度 . 区 组 平方 
和 的 组 成 见 表 7.10, 并 可 以 直接 由 每 次 重复 所 选取 的 混杂 的 效应 求 得 . 

例 7.3 2? 部 分 混 区 设计 

考虑 例 6.1, 进行 一 个 实验 以 改进 晶片 蚀刻 工序 . 有 3 个 因子 : 4 = 间隙 , B = 气流 , C =RF 功率 , m 
应 变量 为 蚀刻 率 . 设 每 个 班次 仅 能 试验 4 种 处 理 组 合 . 因为 蚀刻 工具 的 性 能 在 不 同班 次 之 间 有 差异 ,实验 者 
决定 将 班次 作为 区 组 ， 这 样 一 来 ,23 设计 的 每 次 重复 就 必须 分 成 两 个 区 组 来 进行 . 进行 两 次 重复 , 在 重复 I 
中 混杂 ABC, 在 重复 II 中 混杂 AB. 数据 如 下 : 


A,B,C, AC 以 及 BC 的 平方 和 可 用 通常 方法 计算 , 使 用 全 部 的 16 个 观测 值 . 我 们 必须 仅 用 重复 II 
的 数据 来 求 5Sa pc, 仅 用 重复 工 的 数据 求 SSap, 如 下 : 


7.8 ”部 分 混 区 设计 


[a + b + c+ abe — ab — ac — bc — (1)]? 


SSABC = Jin 
. [650 +601 + 1 052 +860 — 635 — 868 — 1 063 — 604]? _ E 
(1)(8) : 
T 一 应 一 — bc 
55 = [(1) + abc tls b+ ab ] 
_ [550+ 729— 749 + 1 037 — 669 — 633 + 642 — 1 075]? _ R 
(1)(8) 
X 7.10 部 分 混 区 2? 设计 的 方差 分 析 表 
方差 来 源 自由 度 

BS 3 
重复 内 的 区 组 [ 即 ABCQOÀ 1 )2-ABGOUÀ IL) 

4HBC (id IID-- AC (81V )] 4 
A 1 
B 1 
C 1 
4 吾 ( 由 重复 ] TIL, IV) 1 
AC( 由 重复 [，[L， III) 1 
BC(ES 1, Il, IV) 1 
ABC(IES IL, III, IV) 1 
VA 17 
总 和 31 


SS gg — 5, 


n R? 2 6 084)? + (6 333)? 12 417)? 
Ss 094 (8999). SAD ds 
h=1 2 N 8 16 
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————————————————— 
重复 的 平方 和 , 一 般 是 


其 中 Ri 是 第 h 次 重复 中 观测 值 的 总 和 . 区 组 平方 和 是 重复 I 中 的 5Sapc 与 重复 II 中 的 S94p ZA, 


B] SS rg=458.125 0. 


方差 分 析 概 括 在 表 7.11 中 . 主 效应 A 和 C 以 及 交互 作用 AC 都 是 重要 的 . 


方差 来 源 
重复 
重复 内 的 区 组 
A 
B 
E 
AB( 仅 用 重复 I) 
AC 
BC 
ABC( 仅 用 重复 II) 
误差 
总 和 


X 7.11 例 7.3 的 方差 分 析 表 


平方 和 自由 度 均 方 Fo 
3 875.062 5 1 3 875.062 5 BE 
458.125 0 2 229.062 5 = 
4l 310.562 5 1 41 310.562 5 16.20 
217.562 5 t 217.562 5 0.08 
+74 850.562 5 1 374 850.562 5 146.97 
3 528.000 0 1 3 528.000 0 1.38 
g4 404.562 5 1 94 404.562 5 37.01 
18.062 5 1 18.062 5 0.007 
6.125 0 l 6.125 0 0.002 

12 752.312 5 5 2 550.462 5 


331.420.937 5 


| 一 
en 
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79 B XE 题 


考虑 思考 题 6.1 中 描述 的 实验 . 分 析 这 个 实验 , 假定 每 次 重复 代表 一 个 生产 班次 的 一 个 区 组 . 

考虑 思考 题 6.5 中 描述 的 实验 . 分 析 这 个 实验 . 假设 4 次 重复 中 的 每 一 次 都 代表 一 个 区 组 . 

考虑 思考 题 6.15 描述 的 合金 裂缝 试验 . 假定 一 天 仅 作 16 试验 , 每 次 重复 作为 一 次 区 组 . 分 析 这 个 
实验 并 得 出 结论 . 

考虑 思考 题 6.1 第 一 次 重复 中 的 数据 ， 设 这 些 观 测 值 不 能 用 相同 的 条 材 做 试验 而 得 .对 这 些 观测 值 
建 江 有 两 个 区 组 的 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 4 个 观测 值 ， ABC SEAR. 分析 这 些 数 据 . 

考虑 思考 题 6.7 第 一 次 重复 中 的 数据 . 构造 一 个 混杂 ABCD 的 二 区 组 的 混 区 设计 ， 每 个 区 组 有 8 
个 观测 值 . 分 析 这 些 数据 . 

思考 题 7.5 中 改 为 假定 需 用 4 个 区 组 . ABD 和 ABC(AT CD) 与 区 组 混杂 

用 思考 题 6.24 中 25 设计 的 数据 . 构造 并 分 析 二 区 组 中 的 混 区 设计 , 其 中 , ABCDE 与 区 组 混杂 . 
思考 题 7.7 中 改 为 需 用 4 个 区 组 . 提出 一 个 合理 的 混 区 方案 . 

考虑 思考 题 6.24 中 的 25 设计 的 数据 . 假定 需 用 混杂 ACDE 和 BCD( 从 而 ABE) 的 4 区 组 的 
TébC E. 分 析 此 设计 所 得 的 数据 . 

考虑 思考 题 6.18 的 灌 装 高 度 偏差 实验 .假定 一 天 只 能 进行 一 次 重复 ， 假设 工作 日 为 区 组 , 分析 数 据 . 
考虑 思考 题 6.18 的 灌 装 高 度 偏差 实验 . 假定 每 个 班次 只 能 做 4 次 试验 . iru, 使 得 ABC 
混杂 在 重复 1 中 , AC 混杂 在 重复 2 中 ,分 析 数 据 并 论述 你 的 发 现 

考虑 思考 题 6.19 的 高 尔 夫 实验 , 考虑 把 每 次 重复 作为 区 组 , 分 析 数 据 . 

考虑 思考 题 6.20 的 24 设计 数据 , 构建 并 分 析 ABCD 与 区 组 混杂 的 二 区 组 的 设计 . 

考虑 思考 题 6.22 的 直接 邮递 试验 , 假定 每 组 顾客 来 自 城镇 的 不 同 地 方 建议 该 实验 的 一 个 合理 分 
Br. 

届 计 一 个 四 区 组 中 的 26 混 区 设计 , 提议 一 个 与 表 7.8 不 同 的 混 区 方案 . 

考虑 一 个 八 区 组 中 的 26 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 8 次 试验 , 选取 ABCD, ACE, ABEF 作为 与 区 
组 相 混 的 独立 的 效应 , 生成 这 一 设计 , 找 出 其 他 与 区 组 相 混 的 效应 . 

考虑 混杂 AB 的 二 区 组 22 设计 . 用 代数 方法 证 明 SS45 — SS Ki- 

考虑 例 7.2 的 数据 . 设 区 组 2 内 所 有 的 观测 值 都 增加 20. 分 析 由 此 而 生 的 数据 . 估计 区 组 效应 . 对 
它 的 大 小 你 能 解释 吗 ? 区 组 是 一 重要 因子 吗 ? 由 于 你 对 数据 作 了 这 样 的 变动 , 有 其 他 效应 估计 量 受 
到 影响 吗 ? 

设 在 思考 题 6.1 中 , 重复 TL 混杂 ABC, 重复 II 混杂 AB, 重复 1II 混杂 BC. 计算 因子 效应 估计 ， 
写 出 方差 分 析 表 . 

假定 在 每 次 重复 中 ABC 与 区 组 相 混 ， 重复 分 析 思 考题 6.1. 

设 在 思考 题 6.7 中 , 重复 T 中 混杂 ABCD, 重复 II 中 混杂 ABC. 对 此 设计 进行 统计 分 析 . 

构造 一 个 23 混 区 设计 . 前 两 次 重复 中 混杂 ABC, 第 3 次 重复 中 混杂 BC. 进行 方差 分 析 并 论述 
所 得 的 信息 . 
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D 


8.1 5l 


当 2* 析 因 设计 中 的 因子 个 数 增加 时 设计 的 一 次 完全 重复 所 需 做 的 试验 次 数 迅 速 增 大 , 以 
至 超出 大 多 数 实验 者 所 拥有 的 资源 . 例如 , 一 个 29 设计 的 完全 重复 需要 做 64 次 试验 .在 此 设 
计 中 , 63 个 自由 度 中 仅 有 6 个 与 主 效应 对 应 , 仅 有 15 个 自由 度 对 应 于 二 因子 交互 作用 . 其余 的 
42 个 目 由 度 与 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 有 关 ， 

如 果实 验 者 能 合理 地 假定 某 些 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 , 则 关于 主 效应 和 低 阶 交互 作用 的 信 
姑 就 可 只 做 完全 析 因 实验 的 一 部 分 而 求 得 . 此 类 分 式 析 因 设 计 ? 是 在 产品 设计 、 过 程 设计 以 及 过 
程 改 进 方面 得 到 最 广泛 应 用 的 一 类 设计 . 

分 式 析 因 设计 主要 用 于 筛选 实验 , 此 类 实验 是 要 在 众多 因子 中 识别 出 有 (如 果 有 的 话 ) 大 效 
应 的 那些 因子 . 筛选 实验 通常 在 项 目的 早期 阶段 进行 , 那 时 , 一 开始 所 考虑 的 很 多 因子 有 可 能 对 
啊 应 只 有 小 的 效应 或 没有 效应 . 那些 被 识别 出 的 重要 因子 在 随后 的 实验 中 将 被 更 为 深入 的 研究 

分 式 析 因 设 计 的 成 功 应 用 基于 下 面 3 个 关键 的 思想 ， 

(1) 效应 稀 玻 原理 . 当 有 很 多 变量 时 , 系统 或 过 程 很 可 能 被 少量 几 个 主 效应 和 低 阶 交互 作用 
所 主宰 . 

(2) 投影 性 质 . 分 式 析 因 设计 可 以 投影 到 更 强 的 (更 大 的 ) 由 显著 性 因子 的 子 集 组 成 的 设计 
mas. 


(D 也 称 为 析 因 设计 的 部 分 实施 ， 一 一 译 者 注 
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(3) 序 贯 实验 . 可 以 将 两 个 (或 多 个 ) 分 式 析 因 设 计 序 贯 地 组 合成 一 个 设计 , 用 来 估计 所 感 
兴趣 的 因子 效应 和 交互 作用 . 
本 章 将 主要 讨论 这 些 原理 并 用 几 个 例子 来 加 以 说 明 . 


8.2 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 


8.2.1 ”定义 与 基本 原理 

考虑 有 3 个 因子 . 每 个 因子 有 2 个 水 平 三 因子 的 设计 , 但 实验 者 不 能 承担 所 有 23 = 8 种 处 
理 组 合 的 试验 , 不过, 他 们 能 够 承担 4 个 . 这 就 提出 了 一 种 23 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 . 因为 
此 设计 含有 277 = 4 种 处 理 组 合 , 2? 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 常 称 为 227 析 因 设计 . 

2? 设计 的 加 减 符号 表 见 表 8.1， 设 选取 4 种 处 理 组 合 a, b, c, abc 作为 我 们 的 1/2 分 式 设 
vr. 这 些 试 验 如 表 8.1 的 上 半 部 分 和 图 8.1a 所 示 . 


X 8.1 2? 析 因 设计 的 加 减 符 号 甫 


因子 效应 


Fan 
处 理 组 各 I A B C AB AC BC ABC 
a 4 4 一 一 一 一 十 
b 十 = + = = + = + 
C d: ES = + F E = T 
abc 十 十 十 十 十 + + + 
ab + + + 一 十 一 一 一 
ac F T -— F xx T = c 
bc 十 一 十 十 一 一 十 一 
(1) 十 - 一 E + 十 十 — 


(a) 主 分 式 , 1 — +ABC A (b) 备 选 分 式 , 1 = -ABC 
图 8.1 2” 析 因 设 计 的 两 个 1/2 分 式 设计 


277! 设计 由 选取 ABC 列 中 带 加 号 的 处 理 组 合 所 组 成 . 这 样 一 来 , ABC 叫做 这 一 特定 的 
分 式 设计 的 生成 元 (generator). 有 时 , 我 们 称 生成 元 (比如 ABC) 为 一 个 词 (word). 而 且 , 单 
位 列 了 全 是 加 号 , 因此 , 我 们 称 
I— ABC 
为 设计 的 定义 关系 (defining relation). 一 般 说 来 ， 分 式 析 因 设计 的 定义 关系 总 是 与 单位 列 了 相 
等 的 各 列 构 成 的 集合 . 
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25-1 设计 处 理 组 合 有 3 个 自由 度 , 可 用 来 估计 主 效应 . 根据 表 8.1, 用 来 估计 A, B,C EX 
应 的 观测 值 的 线性 组 全 是 
l 


[A] = Sla- 5 - c+ abc), [B] = 5 (7a +b- c + abc), [C] = 5 (7a — b+ c+ abc) 
其 中 记号 [A], [B], [C] 是 用 来 标记 与 主 效应 相关 的 线性 组 合 . 容易 证 明 : 用 于 估计 二 因子 交互 作 
用 的 观测 值 的 线性 组 合 是 


1 1 
[BC] — (a — b — c+ abc), AC] = ;(-a--b— cabo, [AB] = z(-a — b+ e + abc) 


于 是 , [A] = [BC], [B] = [AC], [C] = [AB], 因此, 不 可 能 区 别 A 和 BC, B 和 AC,C 和 AB. 
事实 上 , 当 我 们 估计 A, B,C 时 , 实际 上 是 估计 A+ BC, B - AC,C + AB. 具有 这 一 性 质 的 两 
个 或 多 个 效应 叫做 别名 (alias). 在 我 们 的 例子 中 , A 和 BC 是 别名 , B 和 AC 是 别名 , C 和 AB 
是 别名 , 用 符号 记 为 [A] 一 A+ BC,[B] > B+ AC,[C] 一 CA4B. 

此 设计 的 别名 结构 很 容易 用 定义 关系 了 = ABC 来 确定 . 任 一 列 (或 效应 ) 乘 以 定义 关系 就 
得 出 那 一 列 (或 效应 ) 的 别名 . 在 我 们 的 例子 中 , 如 A 的 别名 可 以 这 样 得 出 : 


A.I— A- ABC = ABC 


因为 任 一 列 的 平方 恰 是 单位 了 , 所 以 


同 理 , 求 得 B 和 C 的 别名 分 别 为 
B.I— B- ABC, B = AB?C = AC 


以 及 
C.I-C.ABC, 0= ABC = AB 

RA I= ABC 的 1/2 分 式 , 通常 叫做 主 分 式 (principal fraction). 

现在 假定 我 们 选取 了 另 一 个 1/2 分 式 , 即 , 表 8.1 中 ABC 列 取 减 号 的 那些 处 理 组 合 . 这 一 
备 选 的 (alternate) 或 互补 的 (complementary)1/2 分 式 设计 (由 试验 (1), ab, ac, bc 组 成 ) 如 图 
8.1b 所 示 . 此 设计 的 定义 关系 是 

I = -ABC 
观测 值 的 线性 组 合 , 即 [A,B], [C', 由 备 选 分 式 设 计 络 出 ; 
[A] — A — BC, [B] > B — AC, [C] —C — AB 


T3, 当 我 们 用 这 一 指定 的 分 式 设计 来 估计 A, B,C 时 , 实际 上 是 估计 A— BC, B— AC,C — AB. 
在 实践 中 , 实际 上 用 哪 一 分 式 设计 是 无 关 重 要 的 . 两 个 分 式 设计 属于 同一 族 (family), 也 就 
是 说 , 两 个 1/2 分 式 设计 形成 一 个 完全 的 2? 析 因 设计 . 参考 图 8.1 的 a 部 分 和 5 部 分 就 容易 看 
出 这 一 点 ， 
假定 做 了 一 个 2? 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 的 试验 之 后 , 另 一 个 也 做 了 . 于 是 , 所 有 与 23 设 
计 有 关 的 8 个 试验 现在 都 有 了 . 现在 , 将 这 8 个 试验 作为 每 区 组 有 4 个 试验 的 二 区 组 23 析 因 
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设计 来 分 析 , 就 可 求 得 所 有 效应 的 分 离别 名 ) 的 估计 量 . 这 一 点 , 也 可 以 利用 两 个 分 式 设计 所 得 
的 效应 的 线性 组 合 相 加 或 相 减 求 得 . 例如 , 考虑 [A] 一 4+ BC 和 [AI 一 A — BC, 可 得 
5 (IA t [A ) ;(4 LBC4A- BC) A 
5 ([A] — (A) = 5(4 + BC - A + BC) > BC 
于 是 , 对 所 有 的 3 对 线性 组 合 , 可 以 求 得 : 
由 tfi] + [^ 由 去 (四 一 [i^ 
EC HG DENEN DEED M EE CREE DI" M CE LEE 


AC 
AB 


Q Ug 
Q W b 


8.2.2 iib 9t 


前 面 的 2774 HEr n fi 4 HHERE 25 TTL 65 33 (resolution III design). 在 这 样 的 设计 中 , 主 效应 
的 别名 为 二 因子 交互 作用 . 一 设计 叫做 分 辨 度 为 RR 的 , 车 不 存在 p 因子 效应 的 别名 为 另 一 含有 
DF R—p 个 因子 的 效应 , 通常 用 罗马 数字 下 标 表示 设计 的 分 辨 度 , TE, 有 定义 关系 I1 — ABC 
(或 T= —ABC) 的 2? 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 记 为 22:7 设计 . 

PAREAN, IV，V 的 设计 特别 重要 . 这 些 设计 的 定义 及 例子 如 下 ， 

(1) 分 辨 度 为 亚 的 设计 . 其 中 主 效应 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效应 , 但 主 效应 的 别名 可 以 
为 二 因子 交互 作用 , 而 且 一 些 二 因子 交互 作用 可 相互 为 别名 . 表 8.1 的 23-! 设计 是 分 辨 度 为 [J 
的 设计 (2r). 

(2) 分 辨 度 为 机 的 设计 . 其 中 主 效应 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效 应 或 任 一 二 因子 交互 作 
用 , 但 二 因子 交互 作用 的 别名 可 为 其 他 的 二 因子 交互 作用 . 有 I= ABCD 的 24-! 设计 是 分 状 
度 为 的 设计 (2471). 

(3) 分 辨 度 为 V 的 设计 . 其 中 主 效应 或 二 因子 交互 作用 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效应 或 二 
因子 交互 作用 , 但 二 因子 交互 作用 的 别名 可 以 为 三 因子 交互 作用 . 有 I= ABCDE 的 25-1 设 
计 是 分 辨 度 为 V 的 设计 (2571). 

一 般 说 来 , 二 水 平分 式 析 因 设计 的 分 辨 度 等 于 定义 关系 中 任 一 词 的 字母 个 数 的 最 小 数 ， 因 
此 , 可 以 把 前 面 的 设计 类 型 分 别 叫做 3 字母 的 、4 字母 的 、5 字母 的 设计 . 通常 , 我 们 喜欢 用 这 样 
的 分 式 设计 : 在 所 要 求 的 分 式 程度 下 , 它 具 有 最 高 可 能 的 分 辨 度 . 分 辨 度 越 高 , 对 假定 条 件 的 限 
制 就 越 少 , 在 为 了 获得 对 数据 的 唯一 解释 而 去 考虑 可 以 忽略 哪些 交互 作用 时 就 会 用 到 这 些 假定 
条 件 . 


8.2.3 1/2 分 式 设计 的 构造 与 分 析 


一 个 2 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 的 最 高 分 辨 度 构造 法 如 下 . 先 写 出 由 完全 2^! 析 因 设 
压 的 试验 组 成 的 基本 设计 (basic design), 然后 加 进 用 它们 的 加 号 水 平和 减 号 水 平 来 判定 取 加 号 
或 减 号 的 最 高 阶 交互 作用 ABC.……(K - 1) 作为 第 K 个 因子 . 因此 , 先 写 出 完全 的 22 析 因 设 
计 作 为 基本 设计 , 然后 令 因子 C 等 于 交互 作用 AB, 就 求 得 23-! 分 式 析 因 设计 . 备 选 分 式 析 因 
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设计 令 因 子 C 等 于 交互 作用 -AB 即 得 . 表 8.2 说 明了 这 一 方法 . 基本 设计 的 试验 次 数 ( 行 数 ) 
正好 , 但 缺少 一 列 . 用 生成 元 I — ABC- K 解 出 缺少 的 列 (K), 所 以 K = ABC.…(K — 1) 
是 第 KK 个 因子 , 其 水 平 由 各 行 中 各 加 与 与 减 与 的 乘积 来 确定 . 


表 8.2 2” 析 因 设计 的 两 个 1/2 分 式 设计 


完全 的 2? 析 因 设计 » " 
Ju 3—1 PS d= Í a 
ai Akai 271, I = ABC 2971 I = -ABC 
TU xl a A B C= AB A B — —AB 
A B 
1 E = Z E = 
2 十 一 + - 一 + 一 十 
3 = 一 - + = - +4 + 
4 + + + + 十 + 十 一 


任 一 交互 作用 效应 都 可 用 来 生成 第 K 个 因子 的 那 一 列 . 不 过 , 采用 任 一 不 同 于 ABC.…. (KK 一 
1) 的 其 他 效应 , 都 得 不 到 最 高 可 能 分 辨 度 的 设计 

另 一 个 构造 1/2 分 式 析 因 设计 的 方法 , 是 把 试验 分 解 为 与 最 高 阶 交互 作用 ABC. -K 相 混 
的 两 个 区 组 . 每 一 区 组 是 最 高 分 辨 度 的 2*-! 分 式 析 因 设 计 . 


L 分 式 析 因 设 计 在 析 因 设计 中 的 投影 


任 一 分 辨 度 为 RR 的 分 式 析 因 设 计 包 含 任 一 R —1 个 因子 的 子 集 的 完全 析 因 设计 (可 能 有 重 
复 的 ). 这 是 一 个 重要 的 而 且 有 用 的 概念 , 例如 , 实验 者 有 几 个 可 能 感 兴趣 的 因子 , 但 相信 只 有 其 
中 的 R-1 个 有 重要 的 效应 , TE, 取 分 辨 度 为 的 
分 式 析 因 设 计 是 恰当 的 选择 . 如 果实 验 者 是 正确 的 ， 
则 分 辨 度 为 R 的 分 式 析 因 设计 将 投影 到 忆 一 1 个 
显著 性 因子 的 完全 析 因 设计 上 . 图 8.2 对 227! 设计 
说 明了 这 一 过 程 , 它 投影 到 每 个 二 因子 子 集 的 22 设 
W.L. 

因为 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 最 大 可 能 的 
分 辨 度 是 R = k, Sp 2^7 分 式 设计 可 投影 到 原 
来 天 个 因子 的 任意 (k 一 1) 个 构成 的 完全 析 因 设计 
上 . 还 有 , 2*7 分 式 设计 又 可 投影 到 两 次 重复 的 任 
一 天 一 2 个 因子 子 集 构 成 的 完全 析 因 设计 , 4 次 重 图 8.2 22! 设计 投影 到 3 个 22 设计 
复 的 任 一 大- 3 个 因子 子 集 构成 的 完全 析 因 设计 ， 

等 等 . 

Pj 8.1 考虑 例 6.2 的 渗透 率 实 验 ， 原 来 的 设计 是 单 次 重复 的 21 Uit, 如 表 610 BUR. 在 这 个 例子 
中 , 我 们 发 现 , 主 效应 AC, D 以 及 交互 作用 AC 和 AD 都 不 等 于 零 . 现在 ， 重新 回 到 这 个 实验 , 用 24 Br 
AER) 1/2 分 式 设 计 来 替代 原来 的 完全 析 因 设计 ,模拟 这 一 实验 , 看 看 将 会 出 现 什么 情况 . 

我 们 用 以 工 = ABCD 为 生成 元 的 2571 分 式 析 因 设计 , 最 高 可 能 的 分 辨 度 为 JV、 要 构造 出 这 一 设计 ， 
先 写 出 基本 设计 ( 它 是 2? 析 因 设计 ), 如 表 8.3 3k 3 列 所 示 ， 基 本 设计 有 必需 的 试验 次 数 (8 次 )， 但 只 有 
3 列 (因子 ). 要 求 出 第 4 个 因子 的 水 平 , 用 I= ABCD XRH D, Bl D = ABC. 这 样 , D 在 每 次 试验 
所 取 的 水 平 就 是 列 A, B, C. 的 加 减 符号 的 乘积 . 表 8.3 说 明了 这 种 方法 . 因为 生成 元 ABCD 是 正 的 , 这 一 
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247! 设计 就 是 主 分 式 设计 . 图 8.3 是 此 设计 的 图 解 
表 8.3 定义 关系 工 = ABCD 的 2471 设计 


基本 设计 处 理 
试验 z 了 D = ABC ^ MERGE 
1 - = 一 一 (1) 45 
2i 4L 二 一 十 ad 100 
3 EM 十 一 十 bd 45 
à 十 十 一 一 ab 65 
5 — — 十 于 cd 195 
6 十 一 十 — ac 60 
7 一 十 十 = be 80 
8 十 T T 十 abcd 96 


ab 一 65 


ad — 100 A 


图 8.3 fW 8.1 渗透 率 实 验 的 21-1 设计 

利用 定义 关系 ， 每 一 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 . 也 就 是 说 A 二 ABCD = BCD, B = 
AB*CD = ACD, C = ABC?D = ABD, D = ABCD? = ABC. 而 且 , 每 个 二 因子 交互 作用 的 别名 是 
N-P AFIFAH. 这 些 别名 关系 是 AB = CD, AC = BD, BC = AD. 4 个 主 效 应 加 上 3 个 二 因子 
交互 作用 别名 对 , 总 共 占 用 了 此 设计 的 7 个 自由 度 . 

此 时 , 依 随机 顺序 做 这 8 个 试验 . 因为 已 经 做 了 完全 24 设计 的 实验 ， 所 以 我 们 简单 地 从 例 6.2 中 选取 
8 个 观测 到 的 渗透 率 与 247! 设计 的 实验 相对 应 . 这 些 观测 值 列 于 表 8.3 最 后 一 列 , 也 标 在 图 8.3 中 . 

由 此 2iV ”设计 求 得 的 效应 估计 量 见 表 8.4. 为 说 明 计算 方法 , 与 4 效应 有 关 的 观测 值 的 线性 组 合 是 


1 

[A] = 1 (—45 + 100 — 45 + 65 — 75 + 60 — 80 + 96) = 19.00 — A + BCD 
而 对 于 AB 效应 , 求 得 
1 

AB] = 7(45 — 100 — 45 + 65 + 75 — 60 — 80 + 96) = —1.00 — AB + CD 


审核 表 8.4 中 的 信息 ， 有 理由 认为 主 效 应 A C, D Se. WE, 者 A,C,D 是 重要 的 主 效应 ， 因 为 交互 作 
用 AC 与 AD 也 是 显著 的 , 则 两 个 交互 作用 别名 4C 4+ BD 与 AD 4 BC 自然 会 有 大 的 效应 这 里 运用 
f Ockham 市 刀 原 则 (William Ockham 所 称 ) Hf 妆 磁 到 一 个 现象 有 名 个 不 同 的 可 能 解释 时 , 最 简单 的 解 
FER ELERA. 可 以 看 出 上 述 解释 与 例 6.2 中 完全 24 讽 计 的 分 析 所 得 的 结论 一 致 . 

因为 因子 OB 不 显著 , 对 它 可 以 不 加 考虑 . 因此, 可 以 将 这 2Trr ”设计 投影 到 关于 因子 A, ,DD 的 单 次 
重复 的 29 设计 上 , 如 图 8.4 所 示 . 对 此 立方 图 的 检查 使 我 们 对 上 面 所 得 到 的 结论 更 加 放心 ， 当 温度 (A) 处 
于 低 水 平时 , 浓度 (C) 有 较 大 的 正 效应 ; 而 当 温 度 处 于 高 水 平时 , 浓度 有 很 小 的 效应 . 这 很 可 能 是 由 4C 的 
交互 作用 引起 的 ， 而 且 , 当 温度 处 于 低 水 平时 ， 搅拌 速度 (D) 可 被 忽略 ; 而 当 温 度 处 于 高 水 平时 ， 搅拌 速度 
有 较 大 的 正 效应 . 这 很 可 能 是 由 前 面 识别 出 的 AD 交互 作用 引起 的 . 
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X 8.4 例 8.1 的 效应 与 别名 的 估计 量 ? 


fi dw 别名 结构 
[4] = 19.00 [A] 一 A + BCD 
[B] = 1.50 [B] > B + ACD 
[C] = 14.00 [C] 2 C + ABD 
[D] = 16.50 [D] > D 4- ABC 
[AB] — —1.00 [AB] 一 AB +CD 
[AC] = —18.50 [AC] 一 AC + BD 
[AD] = 19.00 [AD] 一 AD 4- BC 


a 显著 的 效应 是 A, C, D, AC, AD. 


TO go 


We 
低 adum) A 
图 84 例 8.1 的 27 设计 在 A,C,D 的 29 设计 上 的 投影 
基于 上 述 分 析 , 可 以 得 到 用 于 预测 实验 区 域内 的 渗透 率 的 模型 .此 模型 为 


y= Bo 十 Biz 十 Baza 十 Baza + Diarirs + B1421274 


其 中 zl,zra,zd 是 表示 A, C, D 的 规范 变量 (一 1 <z; € +1), 像 前 面 一 样 , 9 是 由 效应 估计 得 到 的 回归 系 
X. 因此 , 预 届 方程 为 


A 19.00 14.00 16.50 —18.50 19.00 
y = 10.75 + 2 T1 + uo z3 + EUN Ta 十 2 工 ] 并 9 + 3. S124 


记 住 截 距 项 #0 是 实验 的 所 有 8 次 试验 的 响应 值 的 平均 值 . 此 模型 与 例 6.2 中 根据 2* 完全 析 因 设计 所 得 的 
模型 非常 相似. 

例 8.2 用 来 改进 生产 过 程 的 25-1 分 式 设计 

在 一 集成 电路 生产 线 上 用 2971 设计 来 研究 5 个 因子 , 以 改进 生产 量 . 5 个 因子 是 A= 孔径 设 定 (小 ， 
X), B= 曝光 时 间 【 低 于 额定 的 2096, 高 于 额定 的 20%), C= 冲洗 时 间 (30 &b, 45 秒 ), D= EER Oh, 
X), E = 蚀刻 时 间 (14.5 分 钟 , 15.5 分 钟 )， 297! 分 式 设计 的 构造 如 表 8.5 所 示 . 构造 此 设计 的 方法 是 , 先 
写 出 有 16 个 试验 的 基本 设计 (A, B,C, D 的 一 个 24 设计 ), 选取 ABCDE 为 生成 元 . 然后 设 定 第 5 个 因 
T E = ABCD 的 水 平 . 图 8.5 给 出 了 这 一 设计 的 图 形 表 示 . 

此 设计 的 定义 关系 是 I = ABCDE. 因此 , 每 一 主 效应 的 别名 是 一 个 四 因子 交互 作用 (例如 , [A] 一 
A+ BCDE), 每 一 个 二 因子 交互 作用 的 别名 是 一 个 三 因子 交互 作用 (例如 , [AB] 一 AB -- CDE). kt, 
该 借 计 的 分 辨 度 为 VY ， 我们 希望 这 一 25-7! 设计 能 很 好 地 提供 关于 主 效应 和 二 因子 交互 作用 的 信息 . 

表 8.6 列 出 了 这 一 实验 的 15 个 效应 的 估计 景 , 平方 和 与 回归 系数 . 图 8.6 画 出 了 这 一 实验 的 效应 估计 
量 的 正 态 概率 图 . 主 效应 A, B,C 以 及 AB 变 互 作用 较 大 . 因为 别名 关系 , 这 些 效应 实际 上 是 A 十 BCDE， 
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* 8.5 例 8.2 的 25! 设计 
基本 设计 处 理 
, E — ABCD 
试验 A B C D 合 i 
a a a a a a a a 
2 + - - e - a ij 
3 - 十 - - E b 34 
4 十 二 - = F abe 92 
5 = B 十 至 一 € 16 
6 ES zs 十 一 十 ace 22 
7 - 十 十 = T bce 45 
E 十 十 十 一 一 abc 60 
9 - 一 一 十 d 6 
10 Na 一 r + + ade 10 
11 一 十 一 十 T bde 30 
12 十 十 一 十 = abd 90 
13 一 一 十 十 十 cde 15 
14 十 一 十 十 = acd 21 
15 一 十 十 十 z bed 44 
16 + 十 十 十 十 abcde 63 
图 8.5 例 8.2 的 25~1 设计 
"8.6 Ui 8.2 的 效应 、 回归 系数 与 平方 和 
变量 名 称 一 1 水 平 +1 水 平 
A 孔径 设 定 小 大 
B 曝光 时 间 -20% +20% 
C 冲洗 时 间 30 s 40 s 
D TER RT 小 大 
E 蚀刻 时 间 14.5 min 15.5 min 


82 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 


247 


(&) 
变量 回归 系数 效应 估计 平方 和 
总 平均 值 30.312 5 
A 5.562 5 11.125 0 495.062 
B 16.937 5 33.875 0 4 590.062 
C 5.437 5 10.875 0 473.062 
D —0.437 5 —0.875 0 3.063 
E 0.312 5 —0.625 0 1.563 
AB 3.437 5 6.875 0 189.063 
AC 0.187 5 0.375 0 0.563 
AD 0.562 5 1.125 0 5.063 
AE 0.562 5 1.125 0 5.063 
BC 0.312 5 0.625 0 1.563 
BD —0.062 5 —0.125 0 0.063 
BE —0.062 5 —0.125 0 0.063 
CD 0.437 5 0.875 0 3.063 
CE 0.187 5 0.375 0 0.563 
DE —0.687 5 —1.375 0 7.563 


0 5 10 15 2 025 3 
效应 佑 计 


图 86 例 8.2 效应 的 正 态 概率 图 


B + ACDE, C + ABDE, AB + CDE. 不 过 , 因为 三 因子 交互 作用 和 更 高 的 交互 作用 可 被 忽略 这 一 点 看 
起 来 挺 有 道理 , 因此 , 可 以 认为 只 有 A, B,C 和 AB 是 重要 的 效应 . 
* 8.7 是 此 实验 的 方差 分 析 表 . 模型 平方 和 是 SSWm = SSA-- SSp--SSo + SSAg = 5 747.25, È 
占 了 产量 总 变异 性 的 99950) FE. 图 8.7 是 残 差 的 正 态 概 率 图 .图 8.8 是 残 差 与 预测 值 的 关系 图 ， 这 两 张 图 
都 是 令 人 满意 的 ， 
X 8.7 例 8.2 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 HN 方 Fo P È 
4( 和 孔径 设 定 ) 495.062 5 1 495.062 5 193.20 < 0.000 1 
如 (曝光 时 间 ) 4 590.062 5 4 590.062 5 1 791.24 < 0.000 1 
C (PIT [8] ) 473.062 5 1 473.062 5 184.61 « 0.000 1 

AB 189.062 5 1 189.062 5 73.78 « 0.000 1 
VR 28.187 5 11 2.562 5 
总 和 5 775.437 5 15 


SESSE 
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正 态 概率 (1-P) x 100 


一 了 - 1 0 1 2 
3 


图 8.7 例 8.2 残 差 的 正 态 概率 图 

3 个 因子 A, B,C 有 较 大 的 正 效应 . 图 8.9 BIBT AB 或 孔径 设 定 曝光 时 间 交 互 作用 的 图 形 ， 这 一 
图 形 表 明 , 当 A 与 B 都 处 于 高 水 平时 产量 较 高 . 

2571 设计 可 压缩 为 由 原来 5 个 因子 中 的 任意 3 个 构成 的 23 设计 的 两 次 重复 (参见 图 8.5). 图 8.10 是 
因子 A, B,C 的 立方 体 图 , 在 8 个 角 点 上 注 上 了 平均 产量 . 审查 此 立方 图 , 显然 可 见 , 最 高 的 产量 在 4 B,C 
都 处 于 高 水 平时 达到 ， 因 子 DA E 对 平均 产量 有 较 小 的 效应 因此 , 它们 的 取 值 大 小 可 从 优化 其 他 目标 
(例如 成 本 ) FE, 


图 8.9 例 8.2 孔径 设 定 -曝光 时 间 的 交互 作用 


x 2 2. 分 式 析 因 设计 的 试验 顺序 
用 分 式 析 因 设计 通常 使 得 实验 既 省 钱 效率 
又 高 ,特别 是 在 实验 可 以 序 贯 地 进行 时 ， 例 如 
假定 要 研究 = 4 个 因子 (24 — 16 个 试验 ), 则 
A 我 们 经 常 喜欢 做 215! 分 式 设计 (8 个 试验 ), 分 
析 其 结果 , 然后 决定 下 一 次 最 好 做 哪些 试验 . 当 
0. 有 必要 去 型 清 模糊 不 清 的 情况 时 , 就 可 再 做 备 选 
| 的 分 式 设 计 实 验 , 完成 24 设计 的 实验 ， 当 用 这 
图 8.10 BI 8.2 ff 22^! 设计 在 因子 A, B,C 种 方法 来 完成 实验 设计 时 , 两 个 1 /2 分 式 设计 实 
构成 的 23 设计 的 两 次 重复 中 的 投影 验 代表 将 最 高 阶 交互 作用 与 区 组 相 混 (此 处 是 混 
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杂 了 ABCD) 的 完全 混 区 设计 的 两 个 区 组 ， 这样 一 来 , 序 贯 实验 的 结果 仅仅 损失 了 最 高 阶 交 互 
作用 的 信息 . 另外 , 在 大 多 数 情况 下 , 从 172 分 式 析 因 设 计 实 验 中 , 我 们 会 非常 清楚 进行 下 一 阶 
段 的 实验 时 , 应 该 加 进 哪些 因子 , 去 掉 哪 些 因 子 , 改变 哪些 响应 变量 , 或 者 改变 某 些 因子 的 取 值 


(g) 移 到 一 个 新 的 位 (a) 进行 一 次 或 多 次 确认 (0 增加 另 一 个 分 式 设 


置 来 探索 响应 的 试验 以 证 实 从 原来 分 计 来 区 分 原先 分 式 
一 个 明显 趋势 式 实验 中 得 到 的 结论 设计 中 的 混杂 


l É 为 它们 可 能 在 不 合适 
外 的 范围 内 取 值 


(o) 为 改进 效应 的 估计 , 或 (d) 因为 原来 的 催化 剂 
是 因为 革 些 实验 做 错 进 料 速度 可 被 忽略 
T, 而 重复 试验 而 去 除 或 增加 因子 


图 8.11 分 式 析 因 实 验 后 追加 实验 的 几 种 可 能 性 [ 取 自 Box(1992~1993), 经 出 版 商 允 许 ] 

例 8.3 重新 考虑 例 8.1 中 的 实验 ， 用 2n! 设计 初步 识别 出 3 个 大 的 主 效应 : A, GC, D， 有 两 个 大 的 
效应 与 二 因子 交互 作用 有 关 : AC + BD 和 AD-- BC. EA 8.2 中 , 根据 主 效应 B. 可 以 忽略 . 初步 认为 
重要 的 交互 作用 是 AC 和 AD. 有 了 时, 实验 者 具备 某 些 工序 知识 ,从 而 方便 判别 交互 作用 中 哪个 可 能 更 重 
要 . 不 过 , TRA I= -ABCD 确定 的 备 选 分 式 设计 后 , 总 能 找 出 显著 的 交互 作用 .以 下 直接 列 出 此 设计 与 
响应 : 

这 些 效应 估计 量 (以 及 它们 的 别名 ) 由 上 述 备 选 分 式 设计 算得 ; 

[A]" = 24.25 一 A — BCD 
[B] 24.75 — B— ACD 
[C]! 25.75 2 C — ABD 
[D] «12.78 — D — ABC 
[AB] 21.25 一 AB -CD 
[AC]' 2 —17.75 一 AC — BD 
[LAD] 214.25 2 AD — BC 
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试验 EA D= -ABC 处 理 组 合 渗透 率 
A B C 
1 " m z + d 43 
2 十 - 一 一 a Tl 
^ i 4 s z b 48 
4 1 E: : » abd 104 
5 Z + = C 68 
6 十 Js 十 acd 86 
7 一 a Je 十 bcd "0 
S + + 4 - abc 65 


这 些 佑 计量 和 由 原来 的 1/2 分 式 设 计 所 得 的 估计 量 组 合 起 来 就 得 到 下 列 效应 估计 量 ; 


i 由 (i + fi^) Bi i) 
A 21.63 — A -2.68 一 BCD 
B 3.13 一 B -1.63 一 ACD 
e 9.88 — C 4.13 一 ABD 
D 14.63 一 D 1.88 — ABC 
AB 0.13 — AB -113— CD 
AC —18.13 一 AC -0.38 — BD 
AD 16.63 — AD 2.38 一 BC 


这 些 估计 量 与 原先 例 6.2 中 作为 单 次 重复 的 2^ 析 因 设计 的 数据 分 析 结果 完全 -一致 显然 , 大 的 变 互 作用 是 
AC 和 AD. 

把 备 选 分 式 设计 添加 到 主 分 式 设计 可 以 看 作 是 一 种 确认 实验 (confirmation experiment), 
这 是 因为 它 提供 的 信息 使 我 们 强化 了 关于 二 因子 交互 作用 效应 的 最 初 结论 . 8.5 节 与 8.6 节 中 还 
将 研究 用 于 区 分 交互 作用 的 组 合 分 式 析 因 设计 的 其 他 一 些 方面 . 

确认 实验 并 不 需要 这 样 复杂 . 一 种 非常 简单 的 确认 实验 是 : 为 了 利用 模型 方程 去 预测 在 设计 
空间 的 某 个 感 兴趣 点 (并非 该 设计 中 的 点 ) 处 的 响应 值 那么 就 以 该 处 理 组 合 实际 进行 试验 (也 
许 重复 几 次 ), 然后 比较 响应 的 实际 值 与 预测 值 就 行 了 . 它们 相当 接近 则 表明 , 分 式 析 因 的 解释 
EEN, 反之 , 车 存在 很 大 不 同 则 意味 着 解释 存在 问题 . 由 此 可 以 看 到 , 附加 实验 可 用 于 区 分 
"B. 

以 例 8.1 中 的 2*7 分 式 析 因 设计 为 例 . 实验 者 想 要 找 出 响应 变量 渗透 率 较 高 的 一 组 条 忻 ， 
但 是 要 求 甲醛 浓度 (因子 C) 比较 低 , 这 表明 因子 4 和 DD 应 该 取 高 水 平 , 而 因子 C 应 该 取 低 水 
F. 检查 图 8.3, 可 以 看 到 , 当 B 取 低 水 平时 ， 在 分 式 析 因 设计 中 该 处 理 组 合 进行 了 试验 , 得 到 响 
应 观测 值 为 100. 但 是 B 取 高 水 平时 的 该 处 理 组 合 不 在 原先 设计 中 ， 故此 处 理 组 合 应 该 是 合理 
的 确认 试验 . 在 因子 A, B,D 取 高 水 平 而 因子 C. 取 低 水 平时 , 由 例 81 的 模型 方程 可 以 算得 预 
am inr. 


19.00 14.00 16.50 — 18.50 
jg 一 70. 75+ (52 ax (122, za+( 7 ) ze - nias (22) 了 1 人 4 


7,55, (1800 9) ay, (1409) (- ns DUC me a TA T ids 
—100.25 


该 处 理 组 合 处 的 响应 观测 值 是 104( 参 见 图 6.10, 其 中 给 出 了 完全 的 24 析 因 设计 的 各 种 响应 数 
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据 )， 因 为 渗透 率 的 观测 值 与 预测 值 非常 接近 , 所 以 这 是 一 个 成 功 的 确认 实验 , 这 也 表明 分 式 析 
因 实 验 的 解释 是 正确 的 . 

有 时 一 个 确认 试验 的 预测 值 与 观测 值 并 不 是 这 么 接近 , 这 就 有 必要 回答 两 个 值 是 否 足 够 接 
Xr, 从 而 有 理由 认为 分 式 设计 的 解释 是 正确 的 . 回答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 : 构造 该 确认 试验 的 
未 来 响应 值 的 预测 区 间 (prediction interval), 然后 看 实际 观测 值 是 否 落 在 预测 区 间 中 . 在 10.6 
节 介 绍 回归 模型 的 预测 区 间 时 , 我 们 将 用 这 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 
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对 中 等 大 的 因子 个 数 , 常用 2* 设计 的 较 小 的 分 式 设计 . 考虑 2* 设计 的 1/4 分 式 设 计 . 此 
设计 包含 2*-? 个 试验 , 通常 叫做 2*-? 分 式 析 因 设计 . 

2? 设计 的 构造 方法 是 , 首先 写 出 有 一 2 个 因子 的 完全 析 因 设计 的 试验 组 成 的 基本 设计 , 然 
后 再 加 上 两 列 , 这 两 列 由 开头 的 让 一 2 个 因子 的 恰当 交互 作用 组 成 的 . 这 样 一 来 , 2577 设计 的 
1/4 分 式 设 计 有 两 个 生成 元 . WE P A @ 代表 选取 的 生成 元 , W, = 已 和 了 = Q 叫做 此 设 
计 的 生成 关系 (generating relation). P 和 Q 的 符号 (+ 或 者 —) 决定 了 采用 哪 一 种 1/4 分 式 ， 
与 生成 元 土 P 和 土 @ 的 选择 有 关 的 所 有 4 个 分 式 是 同一 族 的 成 员 . 已 和 QO 都 是 正 的 那个 分 式 
A X. 

所 有 等 于 单位 列 了 的 列 组 成 设计 的 完全 定义 关系 . 这 由 P,Q, 以 及 它们 的 广义 交互 作用 PQ 
所 组 成 , 也 就 是 说 , 定义 关系 是 了 = P =Q = PQ. 称 元 素 P,Q, PQ 为 定义 关系 词 ， 任 一 效应 
的 别名 可 由 效应 所 在 的 列 弱 以 定义 关系 的 每 个 词 而 得 . 显然 , 每 一 效应 有 3 个 别名 . 实验 者 要 说 
慎 地 选择 生成 元 以 避免 可 能 重要 的 效应 相互 为 别名 ， 

作为 例子 , 考虑 27? 设计 . 设 选取 了 了 = ABCE Ñ I= BCDF 为 设计 的 生成 元 . 生成 元 
ABCE 和 BCDF 的 广义 交互 作用 是 ADEF, 因此 , 此 设计 的 完全 定义 关系 是 


I = ABCE = BCDF = ADEF 


从 而 , 此 设计 分 辨 度 为 以 ， 为 求 得 任 一 效应 【例如 4) 的 别名 , 将 此 效应 与 定义 关系 的 每 个 词 相 
WEIT. 对 于 A, 得 
A — BCE — ABCDF — DEF 

容易 证 明 , 每 个 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 和 五 因子 交互 作用 , 二 因子 交互 作用 的 别名 是 
为 一 个 二 因子 交互 作用 或 更 高 阶 交 互 作用 . TE, 估计 A 时 , 我 们 实际 上 是 估计 A+ BCE + 
DEF + ABCDF. 此 设计 的 全 部 别名 结构 见 表 8.8. 如 果 三 因子 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 
则 此 设计 给 出 了 主 效应 的 纯净 估计 量 . 

要 构造 此 设计 , 首先 写 出 基本 设计 , 它 由 以 A, B,C, D 为 因子 的 完全 287? — 24 设计 的 16 
个 试验 所 组 成 . 然后 加 上 两 个 因子 EM F, 它们 的 水 平分 别 由 交互 作用 ABC 和 BCD 的 加 减 
符号 所 决定 . 此 方法 见 表 8.9. 

构造 此 设计 的 另 一 方法 是 , 先 使 ABCE 和 BCDF 与 区 组 相 混 , 导出 29 设计 的 4 个 区 组 ， 
然后 选取 处 理 组 合 在 ABCE 和 BCDF 上 都 为 正 的 区 组 . 这 就 得 出 生成 关系 为 7= ABCE 和 
I = BCDF 的 2 ”分 式 析 因 设计 , 因为 生成 元 ABCE M BCDF 都 是 正 的 , 这 就 是 主 分 式 . 
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表 8.8 I= ABCE = BCDF = ADEF ttj 29;? 设计 的 别名 结构 


A = BCE = DEF = ABCDF AB = CE = ACDF = BDEF 
B = ACE = CDF = ABDEF AC = BE = ABDF = CDEF 
C = ABE = BDF = ACDEF AD = EF = BCDE = ABCF 
D = BCF = AEF = ABCDE AE = BC = DF = ABCDEF 
E = ABC = ADF = BCDEF AF = DE = BCEF = ABCD 
F = BCD = ADE = ABCEF BD = CF = ACDE = ABEF 


BF = CD = ACEF = ABDE 
ABD = CDE = ACF = BEF 


ACD = BDE = ABF = CEF 
AR 
表 8.9 ERT I= ABCE 和 了 = BCDF 的 2877 设计 的 构造 
aa 一 

基本 设计 


D E = ABC E = BCD 


We 一 一 
A B C 

1 = — = a - z 
2 n : - - n : 
3 = f - + + 
4 " n" - - - + 
5 - + - + + 
6 $ i - - + 
7 - i - - - 
8 十 十 二 - 4 
9 > - 4 - 十 
10 T E 十 十 十 
11 十 - 4 4 - 
12 十 十 - 十 - - 
13 : - 十 十 十 

14 十 - 十 十 - - 
15 : + + J 5 + 
16 + + + + + + 

A ~- a 


当然 , 此 27? 设计 还 有 3 个 备 选 分 式 设 计 . 它们 是 生成 关系 了 一 ABCE Bi I-C-BCDF, 
I = -ABCE Ñ I = BCDF, I = -ABCE Ñ I = —BCDF 的 分 式 设计 . 这 些 分 式 设计 容易 
用 表 8.9 所 示 的 方法 构成 . 例如 , 如 果 要 求 出 了 = ABCE 和 了 = -BCDF 的 分 式 设计 , 则 在 
* 8.9 的 最 后 一 列 令 F — —BCD, 因子 这 一 列 的 水 平 变 成 


十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 


此 备 选 分 式 设计 的 完全 定义 关系 是 T= ABCE = -BCDF — -ADEF. 表 8.9 中 别名 结构 的 
茶 些 符号 现在 更 改 了 , 例如 , A 的 别名 是 A= BCE = -DEF — -ABCDF. 这 样 一 来 , 观测 
值 的 线性 组 合 [A] 实际 上 是 估计 A+ BCE — DEF — ABCDF. 

最 后 , 2v ”分 式 析 因 设 计 可 压缩 为 由 4 个 因子 构成 的 任 一 子 集 的 单 次 重复 的 24 设计 , 只 要 
这 一 子 集 不 是 定义 关系 中 的 一 个 词 即 可 . 也 可 以 压缩 为 由 4 个 因子 构成 的 任 一 子 集 的 有 重复 的 
2 设计 的 1/2 分 式 设计 , 只 要 那 一 子 集 是 定义 关系 中 的 一 个 词 就 行 . 如 此 , 表 8.9 的 设计 就 变 成 
以 因子 A,B,C, E, È B,C, D, F, $È A, D,E, F 构成 的 有 两 次 重复 的 21 分 式 析 因 设计 ， 
为 那些 因子 正 是 定义 关系 的 词 . 6 个 因子 还 有 另外 12 个 组 合 比如 ABCD, ABCF, 等 等 , È 
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们 是 此 设计 在 单 次 重复 的 2* 设计 上 的 投影 . 此 设计 还 可 压缩 为 由 6 个 因子 的 任意 3 个 组 成 的 
有 4 次 重复 的 2? 设计 , 或 由 两 个 因子 组 成 的 有 4 次 重复 的 2^ Wit. 

一 般 说 来 , 任 一 2^7? 分 式 析 因 设 计 可 以 压缩 为 由 原来 的 因子 的 > < k —2 个 元 素 的 某 一 子 
集 构 成 的 完全 析 因 设计 或 分 式 析 因 设计 . 构成 完全 析 因 设计 的 那些 变量 的 子 集 不 是 完全 定义 关 
系 中 的 词 . 

例 8.4 在 注塑 成 型 生产 线 上 制造 的 零件 显得 过 度 收缩 ， 这 是 在 装配 时 发 现 的 , 寻根 探 源 是 由 注塑 成 型 
工序 引起 的 . 质量 改进 小 组 决定 用 实验 设计 去 研究 注塑 成 型 生产 过 程 ， 以 减 小 收缩 率 . 小 组 决定 研究 6 个 因 
T 一 一 成 型 温度 (A), 螺杆 转速 (B), 保持 时 间 (C), 循环 时 间 (D), 射 口 大 小 (五 ), REED (P)— 每 个 
因子 取 两 个 水 平 . 研究 的 目的 是 弄 清 每 个 因子 是 怎样 影响 收缩 量 的 ,因子 的 交互 作用 怎么 样 . 

小 组 决定 用 表 8.9 的 有 16 个 试验 的 二 水 平分 式 析 因 设计 . 此 设计 再 度 列 于 表 8.10 中 , 在 做 设计 的 16 
个 试验 的 每 一 个 试验 时 , 测试 生产 零件 得 到 观测 的 收缩 量 (x10) 也 一 起 列 在 该 表 中 . 表 8.11 列 出 了 该 实验 
的 效应 估计 、 平方 和 以 及 回归 系数 . 

48.10 Di 8.4 中 注塑 成 型 实验 的 一 个 2D? 设计 
= 


试验 一 pp_ABC X E-BOD 收缩 量 的 
A B C D 观测 值 (x10) 
EN E LCS cc CN ULL MID ODE" A RED 
2 T - E * » 10 
3 十 一 十 a 32 
4 十 E - - 十 60 
5 - + + 4 
6 $ + E E 15 
7 - T t " - 26 
8 十 十 十 十 - 60 
9 i - E T a + 8 
10 F z E 十 十 十 12 
: 十 d 本 34 
12 十 十 - 十 一 60 
15 - | F + + 16 
14 i: l + + - - 5 
15 - 十 + + + 37 
16 + + + + + + 52 


此 实验 的 效应 估计 值 的 正 态 概率 图 见 图 8.12. 较 大 的 效应 只 有 A (成 型 温度 ), B (螺杆 转速 )， 以 及 AB 
的 交互 作用 . 看 一 下 表 8.8 的 别名 关系 , 暂时 接受 这 些 结论 看 来 是 合理 的 . 图 8.13 的 AB 交互 作用 图 表明 
当 螺 杆 转速 处 于 低 水 平时 ,生产 过 程 对 温度 很 不 敏感 ， 当 螺杆 转速 处 于 高 水 平时 ， 对 温度 十 分 敏感 ， 当 螺杆 
转速 为 低 水 平 , 则 不 管 温度 选 什么 水 平 , 得 到 的 平均 收缩 率 约 为 10%. 

据 此 初步 分 析 ， 小 组 决定 成 型 温度 与 螺杆 转速 都 用 低 水 平 ， 这 组 条 件 使 零件 的 平均 收缩 率 减 至 大 约 
10%. 但 是 , 零件 之 间 收 缩 率 的 变异 性 仍然 是 一 个 问题 ., 实际 上 , 用 上 述 的 调整 方法 , 平均 收缩 率 可 适当 减少 
然而 , 零件 问 收缩 率 的 变异 性 可 能 还 会 在 装配 上 引起 问题 . 解决 问题 的 一 个 办 法 是 , 看 一 下 有 无 因子 影响 零 
件 收缩 率 的 变异 性 . 

图 8.14 是 残 差 的 正 态 概率 图 ， 此 图 令 人 满意 .然后 作出 残 差 与 每 个 因子 的 关系 图 ， 图 8.15 是 这 些 图 
之 一 , 残 差 与 因子 C( 保持 时 间 ) 的 关系 图 ， 此 图 表明 ， 残 差 在 保持 时 间 处 于 低 水 平时 远 没 有 处 于 高 水 平时 
那 梓 分 散 . 这 些 残 差 是 按 常规 方法 从 收缩 率 的 预测 模型 求 得 的 ， 因 为 预测 的 收缩 率 


$= Bo + Dixi + Boxa + Piaxiza = 27.312 5 6.937 5z4 + 17.812 Bro 十 5.937 5z1z2 
其 中 zl,ra,zlz2 是 规范 变量 ,分 别 对 应 于 因子 A, 因子 B, 以 及 AB 交互 作用 , 于 是 残 差 为 
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e—y—f 


用 米 产生 残 差 的 回归 模型 实质 上 是 从 数据 中 消除 了 A, B, AB. 的 位 置 效应 , 因此 , 残 差 包含 有 未 加 说 明 的 变 
异性 信息 . 图 8.15 表明 , 变异 性 中 有 一 定 的 模式 , 当 保持 时 间 处 于 低 水 平时 , 零件 收缩 率 的 变异 性 较 小 ，( 请 
回忆 在 第 6 章 我 们 看 到 的 ， 当 位 置 或 均值 模型 是 正确 时 残 差 只 是 反映 关于 分 散 效应 的 信息 )， 


表 8.11 例 8.4 中 的 效应 估计 、 平方 和 以 及 回归 系数 


变量 名 称 一 1 水 平 十 1 水 平 
A 成 型 温度 一 1.000 1.000 
B 螺杆 转速 —1.000 1.000 
C 保持 时 间 一 1.000 1.000 
D 循环 时 间 —1.000 1.000 
E 射 口 大 小 一 1.000 1.000 
F 保 压 压力 一 1.000 1.000 

变量 * 回归 系数 效应 估计 平方 和 


27.312 5 


Bx 
-H 
& 
Ex 


A 6.937 5 13.875 0 710.062 

B 17.812 5 35.625 0 5 076.562 

C —0.437 5 —D.875 0 3.063 

D 0.687 5 1.375 0 7.563 

E 0.187 5 0.375 0 0.563 

F 0.187 5 0.375 0 0.563 
AB --CE 5.937 5 11.875 0 264.063 
AC + BE —0.812 5 —1.625 0 10.562 
AD--EF —2.687 5 —5.375 0 115.562 
AE + BC + DF —0.937 5 —1.875 0 14.063 
AF 十 DE 0.312 5 0.625 0 1.563 
BD+ CF —0.062 5 —0.125 0 0.063 
BF + CD 一 心 .062 5 —0.125 0 0.063 
ABD 0.062 5 0.125 0 0.063 
ABF —42.437 5 —4.875 0 95.063 


* 只 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 . 


x 
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效应 估计 成 型 温度 ,4 
图 8.12. 例 8.4 效应 的 正 态 概率 图 图 8.13 Bj 8.4 中 AB {成 型 温度 - 


螺杆 转速 ) 交互 作用 的 图 形 
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EARE (1— P) x 100 


g^ 


—6 3 T 3 f^ = 
RE 保持 时 间 (C 〇 ) 
图 8.14 例 8.4 残 差 的 正 态 概率 图 图 8.15 例 8.4 残 差 与 保持 时 间 
(C) 的 关系 图 


1i 


更 为 详细 的 残 差 分 析 如 表 8.12 所 示 . 此 表 列 出 了 每 个 因子 低 水 平 (-) 和 高 水 平 (+) 处 的 残 差 ， 并 计 
算出 了 每 个 因子 低 水 平和 高 水 平 处 的 残 差 的 标准 差 ，C 处 于 低 水 平时 的 残 差 标准 差 [S(C-) = 1.63] 明显 
小 于 C 处 于 高 水 平时 的 残 差 标 准 差 [S(C+) = 5.70]. 

表 8.12 下 面 一 行 表 示 统 计量 

“n SGH) 

d S?(i-) 
我 们 知道 , 如 果 因 子 i 处 于 高 Qe) 水 平和 低 (一 ) 水 平时 , 残 差 的 方差 相符 ， 则 此 比值 近似 服从 均值 为 零 的 
正 态 分 布 , 所 以 可 用 它 来 判断 因子 i 处 于 两 个 水 平时 响应 变异 性 的 差异 ,因为 比值 Fe 相对 较 大 , 我 们 的 结 
论 是 , 从 图 8.15 观测 到 的 分 散 效应 或 变异 性 效应 是 真实 的 .这 样 一 来 ， 在 生产 中 , 使 保持 时 间 处 于 低 水 平 ， 
就 会 减少 零件 之 问 收缩 率 的 变异 性 . 图 8.16 是 表 8.12 的 F* 值 的 正 态 概率 图 , 此 图 也 显示 出 因子 C 有 较 
大 的 分 散 效 应 . 

图 8.17 显示 了 此 实验 中 的 数据 投影 到 因子 A, B,C 的 立方 体 上 ， 收 缩 率 观测 值 的 平均 值 和 极 差 都 在 
立方 体 的 每 个 角 点 上 标 出 . 审查 一 下 这 张 图 就 会 看 到 ,进行 生产 时 ， 使 螺杆 转速 (B) 处 于 低 水 平 ， 是 减少 堆 
件 平均 收缩 率 的 关键 . 实际 上 , 当 B 处 于 低 水 平时 , 温度 CA) 和 保持 时 间 (C) 的 任 一 组 合 都 会 使 零件 的 平 
均 收 缩 率 取 小 的 数值 , 不 过 ， 检查 一 下 立方 体 每 个 角 点 上 收缩 率 的 极 差 , 就 会 马上 看 到 如 果 在 生产 时 想 要 保 
持 和 零件 之 则 收缩 率 变异 性 取 低 值 的 话 ,使 保持 时 间 (C) 处 于 低 水 平 是 唯一 合理 的 选择 
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图 8.16 例 8.4 分 散 效 应 的 正 态 概率 图 图 8.17 例 8.4 中 收缩 率 关于 因子 


A, B, C 的 平均 值 和 极 差 
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8.4 一般 的 2^» 分 式 析 因 设计 


8.4.1 ”设计 的 选择 

含有 2* ?了 个 试验 的 2* 分 式 析 因 设 计 叫 做 2* 设计 的 一 个 1/2? 分 式 设计 , 或 简单 地 说 ， 
25-P 分 式 析 因 设 计 . 这 些 设计 需要 选取 p 个 独立 的 生成 元 . 设计 的 定义 关系 由 原来 选 好 的 p 个 
生成 元 以 及 它们 的 27 一 p 一 1 个 广义 交互 作用 所 组 成 . 本 节 讨 论 这 些 设计 的 结构 和 分 析 . 

别名 结构 由 各 个 效应 列 乘 以 定义 关系 求 得 的 . 实际 选取 生成 元 时 要 小 心 , 不 要 使 感 兴趣 的 效 
应 相互 别名 . 每 一 效应 有 P -- 工 个 别名 . 对 中 等 大 的 大 值 , 通常 假定 较 高 阶 交互 作用 (比方 说 ， 
三 阶 , 四 阶 或 更 高 ) 可 被 忽略 , 这 会 使 别名 结构 大 大 简化 ， 

对 一 个 2*7? 分 式 析 因 设 计 来 说 , 选 好 p 个 生成 元 很 重要 , 选取 的 方法 要 使 得 能 够 得 到 最 佳 
可 能 的 别名 关系 . 一 个 合理 的 标准 是 , 选取 的 生成 元 要 使 得 2*~? 设计 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 . 为 
THH, FER 8.9 中 的 205^ 设计 , 其 中 所 用 的 生成 元 为 互 = ABC 和 F= BCD, 从 而 得 到 
分 辨 度 为 本 的 设计 . 这 是 分 辨 度 最 大 的 设计 . FER E = ABC 和 F= ABCD, 完全 定义 关系 
Æ: I = ABCE = ABCDF = DEF, 设计 的 分 辨 度 就 会 是 [I1. 显然 , 这 是 个 较 差 的 选择 , 因为 
它 牺牲 了 交互 作用 的 信息 . 

有 时 仪 靠 分 辨 度 还 不 足以 区 分 设计 的 优 劣 . 例如 , 考虑 表 8.13 中 的 3 个 277? 设计 , 这 3 个 
设计 都 是 分 辨 度 为 履 的 , 但 在 二 因子 交互 作用 方面 , 它们 有 很 不 相同 的 别名 结构 (假定 三 因子 交 
互 作用 和 更 吉 阶 交互 作用 可 以 忽略 ). 显然 设计 A 有 较 多 的 别名 而 设计 C 的 别名 最 少 , 所 以 设 
W C REBEL 选择 


* 8.13 ” 27? 设计 的 生成 元 的 3 种 选择 


设计 A 的 生成 元 ; 设计 B 的 生成 元 ; 设计 C 的 生成 元 : 
F = ABC,G = BCD F = ABC, G = ADE F = ABCD, G = ABDE 
I = ABCF = I = ABCF = I = ABCDF = 
BCDG = ADFG ADEG = BCDEFG ABDEG = CEFG 
别名 (二 因子 交互 作用 ) 别名 (二 因子 交互 作用 ) 别名 (二 因子 交互 作用 ) 
AB = CF AB = CF CE = FG 
AC = BF AC = BF CF = EG 
AD = FG AD = EG CG = EF 
AG = DF AE = DG 
BD = CG AF = BC 
BG = CD AG = DE 


AF = BC = DG 


设计 4 中 的 3 个 字 长 都 是 4, BU, 字 长 模式 为 (4,4,4). 设计 B 的 是 {4,4,6}， 而 设计 
C 的 是 {4,5,5}， 设 计 C 只 有 一 个 4 个 字母 长 的 字 , 而 其 他 设计 有 两 个 或 三 个 . 因此 , 设计 
C 使 得 定义 关系 中 长 度 最 短 的 字 的 个 数 最 少 . 我 们 称 这 种 设计 为 最 小 低 阶 混杂 设计 (minimum 
aberration design). 在 一 个 分 辨 度 为 R 的 设计 中 , 像 差 最 小 的 设计 保证 了 设计 中 与 R 一 1 阶 交 
孔 作 用 有 别名 的 主 效应 个 数 最 少 , 与 R — 2 阶 交互 作用 有 别名 的 二 因子 交互 作用 个 数 最 少 , 等 
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等 . 要 了 解 更 名 细节 , 参见 Fries and Hunter(1980). 
对 万达 11 个 因子 且 最 多 n< 128 个 试验 , 表 814 列 出 了 2^7? 分 式 析 因 设计 的 选取 方法 . 


此 表 建 议 取 的 生成 元 可 使 设计 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 . 这 些 也 是 最 小 低 阶 混杂 设计 . 
$ 8.14 257P ZAMEN 计 的 选取 


因子 “分 式 析 试验 BR | 因子 分 式 析 试验 Bü 
个 数 ,上 因 设 计 个 数 ”生成 元 | rae 因 设 计 个 数 生成 元 
3 25! 4 C=+AB - ms 16 E-XABC L=Ł}AC 
4 2i! 8 D=+ABC | F=+BCD | 12 212-5 16 E=+ABC 
5 277 16 号 = 士 4BCD | G-—XACD F=+}ABD 
277 8 D=+AB H=ŁABD G=+}ACD 
E=+AC J=+ABCD H=Ł+BCD 
6  2u' 32 F=+ABCDE] 10 217^? 128 H=Ł}ABCG J=Ł}ABCD 
2v. 16 E-—-ABC J—zBCDE| K —-AB 
F-IBCD K=ŁACDF L=ŁAC 
20; 8 D=+AB 20" 64 G—-XBCDF M — AD 
E=+AC H=+ACDF| 13 20" 16 E=+ABC 
F=ŁBC J=+}ABDE F=+ABD 
7 Xu 64 G=+ABCDEF| K=+tABCE| G=Ł+ACD 
2y? 32 F-EABCD HzEzBCD 
G=+ABDE J= 土 ABCD 
2ijv^ 16 E-LrABC K—-AB 
F=+BCD L-—-XAC 
G—-ACD M —tAD 
211, 8 D-—rAB | E=ŁABC NIErBC 
E=ŁAC | F-EtBCD | 14 2i" 16 E-cABC 
F=+BC | G=+ACD | F=+ABD 
G=ŁABC G=+ACD 
8 2v” 64 G-rABCD H=+BCD 
H=+ABEF | J=+ABCD 
27 32 F-rABC | K=+Ł+AB 
G=+ABD | L=Ł}AC 
H=+BCDE | M=Ł+AD 
2%" 16 E=+BCD | N-ErBC 
F-EACD | O=+BD 
G=+ABC 15 20 16 E=Ł+ABC 
H=+tABD | G=+BCD F—XtABD 
9 2X? 128 H=ŁACDFG | H —ctCDE G-XLACD 
J=+BCEFG | J—EACD | H —-BCD 
2980? 64 G=+ABCD K=Ł}ADE | J=+ABCD 
H=ŁACEF L=+BDE K=+AB 
J=4CDEF | 217" 16 E=Ł}ABC L=ŁAC 
24 32 F=4BCDE F=4+BCD M=Ł}AD 
G=+ACDE G-—XACD N—zEBC 
H=+tABDE | H=+ABD | O—EBD 
J= 土 ABCE J=+ABCD | P=+CD 


K=+Ł}AB 


当 n < 64 时 , 表 8.14 的 所 有 设计 的 别名 关系 列 于 附录 的 表 X (a — w)， 此 表 中 列 出 的 别 
名 关系 着 重 于 主 效应 、 二 因子 交互 作用 , 以 及 三 因子 交互 作用 . 对 于 每 一 设计 给 出 了 完全 定义 关 
R. 此 附录 表 使 我 们 非常 容易 选 出 一 个 有 足够 分 辨 度 的 设计 , 以 确保 任意 一 个 可 能 感 兴趣 的 交互 


作用 能 够 估计 出 来 . 
例 8.5 为 了 说 明 表 8.14 的 用 法 , 假定 我 们 有 7 个 因子 , 并 感 兴趣 于 7 个 主 效应 的 估计 以 及 关于 二 因 
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子 交 互 作用 的 某 些 信息 . 假定 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 这 些 信 息 提 示 分 辨 度 为 以 的 设 
计 会 是 合适 的 . 

x 8.14 表明 有 两 个 可 用 的 分 辨 度 为 以 的 分 式 设计 : 有 32 个 试验 的 21, 和 有 16 个 试验 的 ^ Li 
附录 的 表 中 有 这 两 个 设计 的 完全 别名 关系 . 有 16 个 试验 的 9i" 设计 的 别名 列 于 附录 的 表 X (i). 所 有 7 
个 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 .二 因子 交互 作用 的 别名 还 是 二 因子 交互 作用 , 它们 3 个 一 组 . 因此 , 此 
设计 符合 我 们 的 目标 , 也 就 是 说 , 可 以 估计 主 效 应 , 并 且 给 出 一 些 二 因子 交互 作用 的 信息 . 没有 必要 再 进行 有 
32 个 试验 的 2l 设计 了 . 从 附录 的 表 X 0) 看 到 , 此 设计 可 以 估计 出 所 有 7 个 主 效应 , H 21 个 二 因子 交 
互 作用 中 的 15 个 可 单独 地 估计 出 来 (三 因子 及 更 高 阶 的 交互 作用 被 忽略 了 )， 这 比 所 需要 的 关于 交互 作用 
的 信息 更 多 . 完整 的 设计 见 表 8.15. 构造 方法 是 , 先 写 出 A, B,C, D 的 有 16 iUe PIE E, 然后 加 上 
三 列 E = ABC, F = BCD,G = ACD. 生成 元 是 了 = ABCE,I = BCDF,I = ACDG ( 表 8.14). 完 
全 定义 关系 是 了 = ABCOE = BODF = ADEF = ACDG = BDEG = CEFG = ABFG. 


X 835 2" AAH IE 


试验 基本 设计 E — ABC F = BCD G= ACD 
A B e D 

1 x E — — = 
2 + - - - 十 - 4 
3 - 十 - + + - 
4 + + E : - + + 
5 : - + - + + + 
6 ^ - 十 - - + 
z - + + - 十 
8 十 十 十 = + - - 
9 - - - 十 - 

10 十 - E 十 十 

11 - 十 - 十 十 

12 十 十 - 十 - - - 

13 - - E 十 十 - - 

14 4 - 十 十 - - 十 

15 E 十 十 十 十 - 

16 4 t 十 十 十 十 


8.4.3 2k-P 分 式 析 因 设 计 的 分 析 


有 许多 计算 程序 可 用 来 分 析 25-9 分 式 析 因 设计 . 例如 , 第 6 章 所 说 的 Design-Expert 就 有 
这 种 功能 . 
该 设计 也 可 以 根据 第 一 原则 来 分 析 , 第 i 个 效应 可 用 
u) = ZOIR :) WR: 
4. N (Nm 
其 中 对 照 ; 是 用 第 i 列 的 加 号 与 减 号 得 到 , N = 2*-? 是 观测 的 总 个 数 ， 257? 分 式 设计 允许 估 
计 2*7? 一 1 个 效应 (以 及 它们 的 别名 ). 
2k-P 分 式 析 因 设 计 的 投影 
2k-» 设计 可 压缩 为 由 原来 因子 的 任意 > «x k— p 个 子 集 构成 的 完全 析 因 设计 或 分 式 析 因 设 
计 . 那些 构成 分 式 析 因 设 计 的 因子 子 集 应 是 完全 定义 关系 的 词 中 字母 的 子 集 , 在 筛选 实验 中 , 当 
我 们 在 进行 实验 之 初 就 推测 原来 的 多 数 因子 只 有 较 小 的 效应 时 , 这 类 设计 特别 有 用 . 这 样 , 原来 
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的 25 7 分 式 析 因 设计 就 可 在 最 感 兴趣 的 因子 上 投影 为 完全 析 因 设计 . 此 类 设计 所 得 的 结论 应 认 
为 是 暂时 的 , 须 再 进一步 分 析 . 有 可 能 得 出 涉及 更 高 阶 交互 作用 的 数据 的 其 他 解释 . 

作为 例子 , 考虑 例 8.5 的 21? 设计 . 这 是 涉及 7 个 因子 有 16 个 试验 的 设计 . 它 可 以 在 原来 
7 个 因子 的 任意 4 个 因子 上 投影 为 完全 析 因 设计 , RER 4 个 因子 不 是 定义 关系 的 词 就 行 . 有 
35 个 四 因子 的 子 集 , 其 中 有 7 个 出 现在 完全 定义 关系 中 (ME 8.15). 这 样 一 来 , 还 有 28 个 四 
四 于 子 集 可 构成 2* 设计 . 审查 一 下 表 8.15, 易 见 一 种 组 合 就 是 A, B CD. 

为 说 明 此 投影 性 质 的 用 途 , 假定 我 们 进行 一 个 实验 来 改善 球磨 机 的 效率 , 7 个 因子 是 ， (1) 电 
动机 速度 ; (2) 增益 (gain); (3) 进 料 方式 ; (4) 进 料 尺寸 ; (5) 材料 类 型 ; (6) 第 网 角 ; (7) 第 网 振动 
水 平 . 我 们 相当 肯定 电动 机 速度 、 进 料 方式 、 进 料 尺寸 、 材料 类 型 会 影响 效率 而 且 这 些 因 子 有 交 
HEH. 其 他 3 个 因子 的 作用 知道 的 很 少 , 但 很 可 能 是 可 忽略 的 . 一 个 合理 的 策略 是 , 在 表 8.15 
中 分 别 指定 电动 机 速度 、 进 料 方式 、 进 料 尺寸 和 材料 类 型 为 列 A, B, C, D. 增益 、 筛 网 角 、 得 网 
振动 水 平分 别 安排 在 列 E, FG. 如 果 我 们 是 对 的 , 并 且 “小 变量 " ,FG 可 被 忽略 , 我 们 就 会 
留 下 一 个 关键 过 程 变量 中 的 完全 24 设计 . 

8.4.3 ”分 式 析 因 设 计 的 区 组 化 


有 时, 分 式 析 因 设 计 需 要 做 很 多 试验 ， 这 上 毕 试 验 又 不 能 在 相同 的 条 件 下 做 . 此 时 , 分 式 析 因 
可 能 和 区 组 相 混 . 对 于 表 8.14 中 的 许多 分 式 析 因 设 计 , 在 附录 的 表 X 中 都 有 推荐 的 区 组 化 安排 . 
对 这 些 设计 的 最 小 区 组 大 小 是 8. 

为 说 明 一 般 方 法 ,考虑 2A? 分 式 析 因 设计 , 其 定义 关系 为 : I= ABCE 二 BCDF — 
ADEF, 见 表 8.10. 此 分 式 设计 含有 16 个 处 理 组 合 . 假定 我 们 想 把 设计 的 试验 分 为 两 个 区 组 ， 
每 个 区 组 有 8 种 处 理 组 合 . 在 选取 与 区 组 相 混 的 交互 作用 时 ， 便 一 下 附录 表 X (f) 的 别名 结构 ， 
注意 到 仅 涉 及 三 因子 交互 作用 的 有 两 个 别名 组 ， 表 中 建议 取 ABD (及 其 别名 ) 与 区 组 相 混 .这 
就 得 出 如 图 8.18 所 示 的 两 个 区 组 . 主 区 组 包含 的 处 理 组 合 有 偶数 个 字母 与 ABD HIR]. 这些 也 
就 是 使 上 =x 十 zo 十 T4 = 0(mod 2) 的 处 理 组 合 . 

例 8.6 一 台 五 轴 数控 机 床 用 来 生产 用 于 喷气 涡轮 机 的 叶轮 . 叶 


Em ps 片 的 外 形 是 一 项 重要 的 质量 指标 . 特别 地 ， 叶 片 外 形 和 设计 外 形 的 信 
(1) 差 倍 受 注意 . 做 个 实验 来 确定 哪些 加 工 参 数 会 影响 外 形 偏差 设计 选 
abf ac 取 的 8 个 因子 如 下 : 
| H T 低 水 平 (—) ”高 水 平 (+) 
2s A= x HRE (0.001 Æ) 0 15 
B = y HE (0.001 英寸 ) 0 15 

C = z fiit (0.001 英寸 ) 0 15 

acd ii D = 刀具 卖主 1 i 

war ope E = a Sifmit* (0.001 BE) 0 30 

F = 主轴 速度 (90) 90 110 

图 8.18 ABD 被 混杂 的 二 区 G — 夹具 高 度 (0.001 英寸 ) 0 15 
组 2r? 设计 H = 进 料 速度 (90) 90 110 


在 每 个 零件 上 选 一 叶片 用 来 检查 .剖面 偏差 用 坐标 测量 仪 测量 ， 实 际 前 面 和 指定 剖面 之 差 的 标准 差 为 
响应 变量 . 
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机 床 有 4 根 主 轴 . 因为 主轴 间 可 能 会 有 差异 ,工程师 把 主轴 作为 区 组 来 处 理 . 

工程 师 相 信 , 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 不 太 重 要 , 但 他 们 不 愿意 忽略 二 因子 交互 作用 . fU 
8.14, 有 两 种 初 看 合适 的 设计 : 有 16 个 试验 的 29, 设计 和 有 32 个 试验 的 27” 设 计 . 附录 的 表 X (1) 表 
明 , 如 果 用 有 16 个 试验 的 设计 ， 有 许多 二 因子 交互 作用 互 为 别名 ,还 有 , 这 个 设计 不 可 能 实施 在 这 样 4 个 


交互 作用 别名 链 与 一 个 二 因子 交互 作用 (EH) 及 其 三 因子 交互 作用 别名 与 区 组 相 混 ,EH 交互 作用 是 a 轴 
偏 称 和 进 料 速度 之 间 的 交互 作用 , 工程 师 认为 , 这 两 个 变量 之 间 不 会 有 交互 作用 (WR E 与 H 在 这 种 安排 
下 并 不 满意 ， 人们 常常 安排 其 他 的 不 会 有 交互 作用 的 两 个 因子 作为 这 里 的 E 与 H). 

表 8.16 列 出 了 此 设计 以 及 用 标准 差 x10” 英寸 表示 的 响应 变量 .因为 响应 变量 是 标准 差 ， 进行 分 
析 时 最 好 使 用 对 数 变 换 . 效应 估计 显示 在 表 8.17 中 . 图 8.19 是 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 . 用 ln( 标 准 差 
x103) 作为 响应 变量 , 较 大 的 效应 只 有 A = r 轴 偏 移 , B = y 轴 偏 移 , 以 及 别名 链 AD--BG. AD Æ rtia 


表 8.16 例 8.6 的 四 区 组 28-3 设计 


试验 基本 设计 F=ABC G-ABD H-BCDE 区 组 ^A bnz 
ABCDE 验 顺 序 (x10in) 
1 e ES E 一 c à 18 2.76 
U. uU v : 4 i 4 2 16 6.18 
3 E. uS ux = — 十 十 一 4 29 2.43 
4. XE ou ER ox E > - 1 4 4.01 
5 he um oie omo wu EN 一 1 6 2.48 
6 dE. a. sah. x = 十 € 4 26 9.91 
T d de ds x S " i: 2 14 2.39 
8 He. dde. Ee a uem 4 = + 3 22 3.35 
Hi x ES Li. die xe B 十 1 8 4.40 
10 To le. G e ww 4 一 - 4 32 4.10 
11 = ak oom e en + - T 2 15 3.22 
12 deo G du XE x 一 十 十 3 19 3.78 
ld - - 4 4 e + + + 3 24 5.32 
lá o - e 4 - 一 一 十 2 11 3.8T 
15 cO we b we xm - 一 一 1 27 3.03 
l6 + + + + - + 1 3 2.95 
17 el Ee den ime E — = 2 10 2.64 
18 十 - - 十 十 十 - 3 21 5.50 
19 — LR o- - e 十 4 T i T 2.24 
20. gk Some o 过 一 一 十 4 28 4.28 
Ül- mo m ode. x5 dE 十 一 十 4 30 2.57 
22 + ~ + - + + + 1 2 9.37 
23 = Ee. SEEDO wee on - 4 一 3 17 2.11 
24 + + + 一 c + a ; 2 13 4.18 
25 Ss = ah 十 4 25 3.96 
26 十 - + + t = 十 1 1 3.27 
27 - + 一 十 ++ + - — 3 23 3.41 
28 十 十 一 + 十 十 2 12 4.30 
29 - - + + + + + = 2 9 4.44 
30 + + + + — 一 一 3 20 3.65 
dl. S ER E ae xk - 十 1 5 4.41 
32 十 十 十 十 + t t 4 3l 3.40 


十 
一 


* 从 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 . 
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表 8.17 例 8.6 的 效应 估计 、 回归 系数 以 及 平方 和 
A r H 0 15 
B y 轴 偏 移 0 15 
C z 轴 偏 移 0 15 
D 刀具 卖主 1 2 
E a fimt 0 30 
F 主轴 速度 90 110 
E 夹具 高 度 0 15 
H 进 料 速度 90 110 
变量 * 回归 系数 效应 估计 平方 和 
总 平均 1.280 07 
A 0.145 13 0.290 26 0.674 020 
B -0.100 27 —0.200 54 0.321 729 
6 -0.012 88 -0.025 76 0.005 310 
D 0.054 07 0.108 13 0.093 540 
E -2.531E-04 —5.063E-04 2.050E-06 
F -0.019 36 -0.038 71 0.011 988 
G 0.058 04 0.116 08 0.107 799 
H 0.007 08 0.014 17 0.001 606 
AB -- CF + DG -0.002 94 0.005 88 2.76TE-04 
AC + BF -0.031 03 -0.062 06 0.030 815 
AD + BG -0.187 06 -0.374 12 1.119 705 
AE 0.004 02 0.008 04 5.170E-04 
AF + BC -0.022 51 —0.045 02 0.016 214 
AG + BD 0.026 44 0.052 88 0.022 370 
AH -0.025 21 -0.050 42 0.020 339 
BE 0.049 25 0.098 51 0.077 627 
BH 0.006 54 0.013 09 0.001 371 
CD + FG 0.017 26 0.034 52 0.009 535 
CE 0.019 91 0.039 82 0.012 685 
CG+ DF -0.007 33 -0.014 67 0.001 721 
CH 0.030 40 0.060 80 0.029 568 
DE 0.008 54 0.017 08 0.002 334 
DH 0.007 84 0.015 69 0.001 969 
EF -0.009 04 0.018 08 0.002 616 
EG —0.026 85 -0.053 71 0.023 078 
EH -0.017 67 —0.035 34 0.009 993 
FH -0.014 04 -0.028 08 0.006 308 
GH 0.002 45 0.004 89 1.914E-04 
ABE 0.016 65 0.033 31 0.008 874 
ABH -0.006 31 -0.012 61 0.001 273 
ACD -0.027 17 -0.054 33 0.023 617 
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P x100 


正 态 概率 (1— P) X 100 


-0.40 -030 -0.20 -010 — 0 — 0.10 0.20 0.30 
效应 估计 


图 8.19 例 8.6 效 应 估计 的 正 态 概 率 图 


移 - 刀 具 卖 主 的 交互 作用 ，BG 是 y 轴 偏 移 - 夹 具 高度 的 交互 作用 , 因为 两 个 交互 作用 是 寓 漆 的, 不 可 能 根据 
当前 实验 数据 来 区 分 它们 . 又 因为 两 个 交互 作用 各 自 都 包 售 一 个 大 的 主 效应 ， 也 难以 用 任何 “显然 的 ”简单 
逻辑 来 处 理 这 种 情况 . 若 某 种 工程 知识 或 工序 知识 对 此 有 帮助 , 也 许可 以 在 这 两 个 交互 作用 之 间 进 行 选择 ; 
否则 , 需要 更 多 的 数据 来 区 分 这 两 个 效应 《给 分 式 析 因 设 计 增 加 试验 来 分 离 变 互 作 用 别名 的 问题 将 在 8.5 节 
与 8.6 节 中 讨论 ). 

假定 工序 知识 指出 合适 的 交互 作用 可 能 是 AD. X 8.18 是 这 一 模型 用 因子 A, B, D, AD (包含 因子 D 
是 为 了 遵循 分 层 原则 ) 的 方 着 分析 结果 . 区 组 效应 显得 较 小 , 因此 可 认为 机 床 主轴 没有 大 的 差异 . 


$ 8.18 例 8.6 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 讼 均 方 Fo P 44 

A 0.674 0 1 0.674 0 39.42 « 0.000 1 
B 0.321 7 1 0.321 7 18.81 0.000 2 
D 0.093 5 1 0.093 5 5.47 0.028 0 
AD 1.119 7 1 1.119 7 65.48 < 0.000 1 

区 组 0.020 1 3 0.006 了 

误差 0.409 9 24 0.017 1 

2.638 9 31 


—0.25 0 0.25 
R3: 


图 8.20 例 8.6 残 差 的 正 态 概率 图 
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x : 

i D 

E ” 地 

S a 

R a 
D 

UTS 
图 8.21 fls8.6' AD 交互 作用 的 图 形 8.22 例 8.6 中 的 2r7” 设 计 在 因子 ALB, D 


的 有 4 次 重复 的 23 设计 上 的 投影 


AD SCTLAERIBI. 刀具 卖主 (D) 和 = MRE CA) 量 深刻 地 影响 到 叶片 前 面 与 指定 前 面 之 间 的 变异 性 做 
实验 时 , 令 4 处 于 低 水 平 (FRE) 并 从 卖主 1 处 购买 刀具 , 将 会 得 到 最 好 的 结果 . 图 8.22 是 此 2" 
计 在 因子 A, B, D 的 有 4 次 重复 的 23 设计 中 的 投影 操作 条 件 的 最 好 组 合 是 A 处 于 低 水 平 (0 ME). B 
处 于 高 水 平 (0.015 ERE). D 处 于 低 水 平 (卖主 1 的 刀具 ). 


8.5 分辨 度 为 HI 的 设计 


8.5.1 分辨 度 为 三 的 设计 的 构造 


如 早先 指出 的 , 序 贯 地 使 用 分 式 析 因 设计 非常 有 用 ， 通常 能 够 大 大 节省 实验 费用 和 提高 实验 
乞 尝 分 式 析 因 设计 的 这 种 应 用 在 纯粹 的 因子 筛选 场合 经 常 出 现 , 即 , 有 相对 较 多 因子 但 其 中 只 
有 很 少 一 些 可 能 是 重要 的 . 分 辩 度 为 JI 的 设计 在 这 些 场合 中 非常 有 用 

对 只 有 六 个 试验 和 最 多 可 有 大 = N -1 个 因子 的 情况 ， 有 可 能 构造 分 辨 度 为 HI 的 设计 , 其 
TON 是 4 的 倍数 . 这 些 设计 常用 在 工业 实验 中 .NN 是 2 BRE EIE, 可 以 用 本 章 前 面 介 绍 的 
方法 构造 出 来 , 不 过 , 这 类 方法 是 最 先 介 绍 的 . 特别 重要 的 设计 是 最 多 为 3 个 因子 但 只 要 4 个 试 
验 的 设计 , 最 多 为 了 个 因子 但 只 要 8 个 试验 的 设计 , 最 多 为 15 个 因子 但 只 要 16 个 试验 的 设计 . 
当 上 二 入 一 1 时 , 分 式 析 因 设 计 叫 做 饱和 的 . 

用 于 分 析 至 多 3 个 因子 4 个 试验 的 设计 是 原先 8.2 节 中 介绍 过 的 0971 设计 . 另 一 个 十 分 有 
用 的 饱和 分 式 析 因 设 计 是 研究 有 7 个 因子 8 个 试验 的 设计 , BI 2775 设计 . 此 设计 是 27 的 1/16 分 
X. 其 构造 方法 是 , 作为 基本 设计 , 先 写 A. B,C 完全 2 设计 的 加 号 水 平和 减 号 水 平 ,然后 加 进 4 
个 附加 因子 的 水 平 , 此 4 个 因子 是 原来 3 个 因子 的 交互 作用 , 具体 如 下 : D= AB,E= AC, F= 
ZOG = ABC. 于是, 这 一 设计 的 生成 元 是 7= ABD, I = ACE, I = BCF I = ABCG. 此 
Uv A 8.19. 

忠雄 计 的 完全 定义 关系 , 是 通过 将 4 个 生成 元 ABD. ACE, BCF, ABCG RHR. 
三 相 乘 、 四 四 相 乘 而 求 得 ,具体 是 


[u 
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a 一 -一 -一 -一 一 


I = ABD = ACE = BCF = ABCG = BCDE = ACDF = CDG 
= ABEF=BEG=AFG=DEF=ADEG=CEFG=BDFG=ABCDEFG 


* 8.19. 生成 元 为 I= ABD, I= ACE. I = BCF. I = ABCG 的 2in Wit 


试验 基本 设计 D = AB E = AC F-BC G = ABC 
A B C 
1 = 5 z + + = def 
: B. m ` s - is * afg 
3 一 十 - = T = t beg 
4 c T - 十 - = abd 
5 一 - 十 十 z = T cdg 
6 + è = + E 十 ace 
7 - + + - = + bef 
8 t F + + t 十 十 abcde f g 


为 找 出 任 一 效应 的 别名 , 只 需 将 定义 关系 中 的 每 个 词 乘 该 效应 即 可 . 例如 , B. 的 别名 是 


B = AD = ABCE = CF = ACG = CDE = ABCDF = BCDG = AEF = EG 
= ABFG = BDEF = ABDEG = BCEFG = DFG = ACDEFG 


此 设计 是 1/16 分 式 设 计 , 因为 所 选 的 生成 元 取 正 号 , 所 以 是 主 分 式 . EXEAT BEREITS, 
因为 它 的 定义 关系 中 任 一 词 的 字母 最 小 个 数 是 3， 此 族 16 个 不 同 的 24, 设计 中 的 任 一 设计 ， 
都 可 以 用 生成 元 了 = 土 4BD、 I= ACE. I= BCF. I= +ABCG 中 符号 的 16 种 可 能 的 
排列 之 一 构造 出 来 . 

该 设计 的 7 个 自由 度 可 用 来 估计 7 个 主 效应 . 这 些 效 应 中 的 每 一 个 都 有 15 个 别名 ， 不过， 
如 果 假 定 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 , 则 别名 结构 将 大 大 简化 . 用 此 假定 , 与 
此 设计 的 7 个 主 效应 有 关 的 每 个 线性 组 合 , 实际 上 估计 了 主 效应 和 3 个 二 因子 交互 作用 : 


[A] — A+ BD+CE+FG [E] => E + AC + BG + DF 
[B] > B-- AD-CF + EG [F] — F + BC + AG + DE (8.1) 
[C] —À C+AE+BF+ DG [G] = G-- CD + BE + AF 


[D = D + AB + CG + EF 


这 些 别名 可 在 附录 的 表 X (h) 中 查 得 , 略 去 了 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 ， 

表 8.19 的 饱和 2774 设计 可 用 来 求 出 分 辨 度 为 [I 的 少 于 7 个 因子 的 8 个 试验 的 设计 . 例如 
要 生成 一 个 6 个 因子 8 个 试验 的 设计 , 只 要 简单 地 删 去 表 8.19 中 的 任 一 列 就 行 , 例如 , 列 G. 所 
得 的 设计 见 表 8.20. 

容易 证 明 , 此 设计 也 是 分 辨 度 为 [I 的. 实际 上 , 它 是 一 个 294? Whibkk 2 设计 的 1/8 分 式 
设计 . 2673 设计 的 定义 关系 等 于 从 原来 的 2” 设计 的 定义 关系 中 删 去 那些 含有 字母 G 的 词 后 
留 下 来 的 词 . 这 样 一 来 , 新 设计 的 定义 关系 是 


T= ABD = ACE = BCF = BCDE = ACDF = ABEF = DEF 


一 般 说 来 . 删 去 d 个 因子 后 所 得 的 新 设计 , 其 新 的 定义 关系 只 要 从 原来 的 定义 关系 中 删 去 含有 
被 删 字母 的 那些 词 即 可 求 得 . 在 用 这 一 方法 构造 设计 时 , 要 小 心地 操作 以 求 得 最 好 可 能 的 排列 方 
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X. 如 果 从 表 8.19 中 删 去 列 B,D, F,G 时, 则 会 得 出 一 个 三 因子 8 个 试验 的 设计 . 不 过 , 该 处 
理 组 合 对 应 于 2 设计 的 两 次 重复 . 实验 者 可 能 更 愿意 做 4, C, E 的 完全 23 设计 . 


表 8.20 ERTA I= ABD, I = ACE. I = BCF 的 22;? 设计 


| — m DAB b= AC F = BC 

itis A B C 

1 - z +F T F def 

2 t = = x T af 

3 = T x AE 7 be 

4 T 十 十 s i abd 

9 z * 十 E E cd 

6 t g 2 T üce 

T F + : x 十 bcf 

8 a T F + + T abcde f 
一 一- -~ vv 


也 可 求 得 至 多 15 个 因子 的 16 个 试验 的 分 辨 度 为 贡 的 设计 . 先生 成 饱和 的 2 
法 是 , 先 写 出 有 16 个 处 理 组 合 的 A, B,C, D 的 24 设计, 然后 加 进 11 个 新 的 因子 , 它们 是 原来 
的 4 个 因子 的 二 因子 交互 作用 、 三 因子 交互 作用 、 四 因子 交互 作用 . 在 此 设计 中 , 15 个 主 效应 
的 每 个 的 别名 是 7 个 二 因子 交互 作用 . 用 同样 的 方法 求 得 2o ^ 设计 , 它 允 许 在 32 次 试验 中 
最 多 研究 31 个 因子 . 


8.5.2 ” 折 看 分 辨 度 为 [I 的 分 式 设计 以 分 离别 名 效应 


利用 把 有 某 些 符号 变换 后 的 分 式 析 因 设 计 组 合 起 来 的 方法 ， 可 以 系统 地 把 所 感 兴趣 的 效应 
隅 离开 来 . 这 种 序 贯 实验 称 为 原先 设计 的 折 和 又 (fold over). 在 原来 的 分 式 设计 的 别名 结构 中 , 对 
某 一 恰当 的 因子 改变 它 的 符号 ， 束 可 以 求 得 有 一 个 或 多 个 因子 为 反 号 的 分 式 设计 的 别名 结构 . 

FER 8.19 的 211^ 设计 . 在 这 一 主 分 式 设计 中 , 使 因子 D 的 列 取 反 号 , 就 得 出 第 二 个 分 
式 设 计 . 也 就 是 说 , 第 二 个 分 式 结构 的 D 列 是 

一 十 十 一 一 十 十 一 

从 第 一 个 分 式 设计 , 效应 可 用 (8.1) 式 来 估计 . 假定 三 因子 交互 作用 与 更 高 阶 交互 作用 不 显著 ， 
则 由 第 二 个 分 式 设 计 得 


[A] —D— A- BD - CE + FG [- D > -D + AB + CG + EF 
[B] — B— AD + CF + EG [E] — E + AC + BG— DF (8.2) 
[C] ^ C + AE + BF — DG [F] — F + BC + AG- DE i 
[D] — D — AB — CG — EF [G] — G- CD + BE + AF 
现在 , 由 两 个 效应 的 线性 组 合 (fi) + a) 和 a([) — a), 可 以 求 得 
CO 
i 由 5i + (i) 由 i(li- [i] 
A ACE FG BD 
B B-CF-EG AD 
C C+AE + BF DG 
D D AB + CG + EF 
E E + AC + BG DF 
F F+BC+AG DE 
G 


G + BE + AF CD 
— c UUO 
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这 样 一 来 , 我 们 就 把 主 效应 D 以 及 它 的 所 有 二 因子 交互 作用 分 离 出 来 , 一 般 说 来 , 如 果 对 
一 个 分 辨 度 为 II[ 的 分 式 析 因 设计 或 更 高 级 的 分 式 设计 , 加 进 与 它 的 单 因子 符号 相反 的 设计 , 则 组 
合 的 设计 可 求 得 那个 因子 的 主 效应 及 其 二 因子 交互 作用 的 估计 量 . 这 种 设计 有 时 被 称 为 单 因 子 
mai. 

现在 , 假定 我 们 对 一 个 分 辩 度 为 UI 的 分 式 析 因 设 计 加 进 第 二 个 分 式 设计 , 此 设计 的 所 有 因子 
都 取 原 设计 的 相反 符号 . 这 种 折 用 (ANRA RENE, 或 反射 ) 会 打破 主 效 应 和 二 因子 区 互 作 
用 之 间 的 别名 联系 . BD, 我 们 可 以 用 组 合 的 设计 来 估计 与 任何 二 因子 交互 作用 脱离 开 来 的 所 有 主 
效应 . 下 面 的 例子 说 上 明 这 一 完全 折 又 方法 . 

例 8.7 一 位 人 类 行为 分 析 师 进行 一 项 实验 来 研究 眼睛 聚焦 时 间 ， 并 设计 了 一 种 仪器 .在 测试 时 , 有 几 
个 因子 可 以 控制 . 他 原来 认为 重要 的 因子 是 : 分 辨 能 力 或 视觉 敏锐 度 CA), 目标 至 眼 栈 的 距离 (B), 目标 形 
状 (C), 照明 度 水 平 (D), 目标 大 小 (E), 目标 密度 (F) 以 及 试验 对 铺 【G). 每 个 因子 考虑 两 个 水 平 . 他 推 
HE 了 个 因子 中 仅 有 少数 几 个 最 为 重要 ， 并 且 因 子 之 间 的 高 阶 交 互 作 用 可 被 忽略 . 根据 这 一 假定 ,分 析 师 决 
定 进行 筛选 实验 以 便 识 别 出 最 重要 的 因子 , 然后 进一步 集中 研究 这 些 因子 . 为 了 筛选 这 7 个 因子 . 他 用 如 表 
8.19 所 示 的 27, * 设计 , 使 随机 顺序 对 处 理 组 全 进行 试验 ,得 出 以 微 秒 为 单位 的 聚焦 时 间 如 甫 8.21 Br. 

表 8.21 ”眼睛 聚焦 时 间 实 验 的 21.5 设计 


up . 5*8" . p.AB E-AC F-BC G-ABC 时 间 
A B C 
Í - = - 4 4 十 = def 85.5 
» 十 2 " — = 十 十 afg T5.1 
3 - + - - 十 E F beg 93.2 
4 JE 平 -— 4 E = = abd 145.4 
5 = = 十 十 - - 十 cdg 83.7 
6 + 一 c 十 a 5 |. ce 71.6 
T - + 十 | - 十 = bef 95.0 
8 f ode 4 + + + + abcdefg 141.8 


用 这 些 数据 可 估计 了 个 主 效 应 和 它们 的 别名 .由 (8.1) 式 可 知 这 些 效应 及 其 别名 为 : 


[A] = 20.68 一 A + BD - CE + FG [E] = —0.28 — E + AC + BG + DF 
[B] = 38.38 — B + AD +CF + EG [F] 2 —0.63 一 F + BC + AG + DE 
[C] = -0.28 > C + AE + BF + DG [G] = -2.43 —- G + CD + BE + AF 


[D] = 28.88 一 D + AB + CG + EF 
例如 , A 的 主 效应 和 它 的 别名 是 : 


1 
[A] — 1 V 85.8 + 75.1 — 93.2 + 145.4 — 83.7 + 77.6 — 95.0 + 141.8) = 20.63 


3 个 最 大 的 效应 是 [A], [B], [D]. 对 这 些 数据 最 简单 的 解释 是 主 效应 A, B, D 都 是 显著 的 ， 不 过 , 这 一 解释 
并 不 是 唯一 的 , 因为 , POPE TOKUL, 结论 也 可 以 是 A, B, AB 交互 作用 , 或 者 也 许 是 B, D, BD 交互 作用 ， 
或 者 也 许 是 A, D, AD 交互 作用 是 真正 的 效应 . 

ABD 是 此 设计 的 定义 关系 中 的 一 个 词 . 因此 , 这 一 277* 设计 不 能 投影 到 ABD 的 完全 23 析 因 设 计 
中 去 , 而 是 投影 到 有 两 次 重复 的 23-1 设计 中 去 , 如 图 8.23 所 示 的 那样 , 因为 23-1 分 式 设计 是 分 辨 度 为 由 
的 设计 , A 的 别名 是 BD, B 的 别名 是 AD, D 的 别名 是 AB, 所 以 , 交互 作用 不 能 与 主 效 应 分 离 、 此 处, 实 
验 者 并 不 走运 . 如 果 他 分 派 照明 度 水 平 给 C 而 不 是 D 的 话 , 则 设计 可 投影 到 完全 23 设计 中 , 解释 就 可 以 
更 简单 些 . 
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为 把 主 效应 和 二 因子 交互 作用 分 离开 来 ， 可 以 用 完全 折 

登 的 方法 , 做 第 二 个 所 有 符号 都 相反 的 分 式 设计 . 这 一 折 释 设 
计 及 其 响应 变量 观测 值 如 表 8.22 Br. 当 用 这 个 方法 折 答 一 
分 辨 度 为 JI 的 设计 时 ， 我 们 (【 依 效 应 的 意义 ) 改变 了 有 奇数 个 
字母 的 生成 元 的 符号 . 用 此 分 式 设计 估计 的 效应 是 

[Al 2 —17.68  A- BD - CE — FG 

[B] = 37.713 B - AD - CF — EG 

[C] = -3.33 — C — AE - BF — DG 

[D] = 20.88 — D — AB- CG— EF 

[E] = 0.53 — E— AC— BG— DF 
图 8.23 2 WV BEES A B, D [F] = 1.6385 F — BC— AG — DE 

的 21TT ”设计 两 次 重复 中 [G]! = 2.082 G— CD— BE — AF 


表 8.22 ”眼睛 聚焦 实验 的 一 个 2774 Hitit 


试验 基本 设计 D=-AB E--AC F--BC G-ABC 时 间 
A B C 

1 十 十 十 - 一 = + abeg 91.3 
2 - + 二 + + - - bede — 136.7 
d^ e x 十 - 十 - acdf 824 
4 - a x ~ 4- 4- 十 ce fg 73.4 
5 十 + 一 - 十 十 - abef 94.1 
6 i y s 4 十 十 bdfg 143.8 
T T * T = + adeg 87.3 
部 EN - 


将 第 二 个 分 式 设计 和 原来 的 分 式 设计 组 合 起 来 , 就 求 得 下 面 的 效应 估计 量 ， 


i z ([ė] + [i]^) 由 z (li [i 
A A= 1.48 BD -- CE + FG = 19.15 


B B = 38.05 AD + CF + EG = 0.33 
C C = —1.80 AE + BF + DG = 1.53 
D D = 29.38 AB + CG + EF = —0.50 
E E = 0.13 AC + BG + DF = —0.40 
F F = 0.50 BC + AG + DE = —1.53 
G 


G — 0.13 CD + BE + AF = —2.55 
CCC 


两 个 最 大 的 效应 是 B 和 D. 而 第 三 大 效应 是 BD + CE + FG, 因此 把 它 归 之 于 BD 交互 作用 看 来 
是 合理 的 . 在 随后 的 实验 中 , 实验 者 用 距离 (B) 和 照明 水 平 (D) 这 两 个 因子 , 而 将 其 他 因子 A, C, E, F H 
定 在 标准 状态 ， 所 得 的 结果 证 实 了 上 面 的 分 析 . 为 不 忽视 潜在 的 对 象 效应 ， 他 决定 在 新 的 一 轮 实 验 中 把 试验 
对 象 作为 区 组 ,因为 需要 几 个 不 同 的 对 象 来 完成 这 个 实验 . 


l. 折 有 登 设 计 的 定义 关系 


如 例 8.7 所 示 , 通过 折 彼 将 分 式 析 因 设计 组 合 的 方法 是 十 分 有 用 的 . 通常 需要 了 解 组 合 设计 
的 定义 关系 . 这 很 容易 确定 . 各 个 分 式 设计 都 有 工 十 U 个 词 用 作 生成 元 ; L 个 符号 相同 的 词 U 
个 符号 不 同 的 词 . 组 合 起 来 的 设计 将 有 LAU — 1 个 词 作为 生成 元 . 其 中 上 个 词 符号 相同 而 
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为 外 的 U 一 1 个 词 的 构成 方法 是 , 取 符 号 不 相同 的 那些 词 中 的 偶数 个 相 乘 所 得 出 的 独立 词 (188 
数 个 相 乘 的 意思 是 一 次 取 两 个 词 相 乘 , 一 次 取 4 个 词 相 乘 , 等 等 )， 
为 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 8.7 的 设计 . 第 一 个 分 式 设计 的 生成 元 是 


I = ABD,I = ACE,I = BCF, I = ABCG 
第 二 个 分 式 设 计 的 生成 元 是 
I = -ABD,I = -ACE,I = -BCF,I = ABCG 


注意 , 在 第 二 个 分 式 设 计 中 , 已 经 把 奇数 个 字母 的 生成 元 的 符号 转换 了 . 现在 , LAU =143= 4. 
组 合 的 设计 将 有 了 = ABCG (相同 符号 的 词 ) 作为 一 个 生成 元 , 以 及 独立 的 由 不 同 符号 的 偶数 
个 词 相 乘 得 的 两 个 词 , 例如 , WI = ABD 和 了 = ACE, 则 I= (ABD)(ACE) = BCDE 是 
组 合 的 设计 的 一 个 生成 元 . 还 有 , WI = ABD M I= BCF, W I -(ABD)(BCF) = ACDF 
也 是 组 合 的 设计 的 一 个 生成 元 . 组 合 的 设计 的 完全 定义 关系 是 


I = ABCG = BCDE = ACDF = ADEG = BDFG = ABEF = CEFG 


2. Jr dp x46 

通常 折合 设计 在 两 个 不 同 的 时 间 段 实施 . 在 最 初 的 分 式 设计 之 后 , SECHR A HET S EHE: 
发 夺 一 般 会 花费 一 些 时 间 . 然后 才 实 施 第 二 组 试验 , 通常 在 另 一 天 , 或 另 一 班次 , 或 用 不 同 的 操 
EAR, 或 使 用 不 同 来 源 的 材料 . 因此 需要 用 区 组 化 消除 两 个 时 段 间 潜在 的 讨厌 效应 . 幸运 的 是 ， 
组 合 实验 中 的 区 组 化 是 很 容易 完成 的 . 

以 例 8.7 的 折 登 设计 来 说 明 . 在 表 8.21 所 列 的 最 初 8 次 试验 中 , 生成 元 是 万 = AB, E— AC, 
F = BC,G = ABC. ER 822 折 肥 设计 的 试验 安排 中 ,， 有 3 个 生成 元 的 符号 改变 , 使 得 
D = -AB, E = —AC, F = —BC. 这 样 , 最初 的 8 次 试验 中 , 效应 ABD. ACE. BCF 
的 符号 部 是 正 的 ; 而 在 后 面 的 8 次 试验 中 , 效应 ABD. ACE. BOF 的 符号 都 是 负 的 ， 因 
此 , 这 些 效应 与 区 组 混杂 ， 实 际 上 , 这 是 一 个 单 自 由 度 的 别名 链 与 区 组 混杂 (因为 只 有 两 个 区 
组 , 所 以 必须 有 一 个 自由 度 用 于 区 组 ), 且 别 名 链 中 的 效应 , 可 以 根据 设计 的 定义 关系 , 通过 乘 以 
ABD. ACE, BCF 中 的 任意 一 个 来 得 到 . RA: 


ABD = CDG = ACE = BCF = BEG = AFG = DEF = ABCDEFG 


是 所 有 与 区 组 混杂 的 效应 . 一 般 而 言 , 一 个 完全 的 折 登 实验 总 会 形成 两 个 区 组 , 若 有 效应 (以 及 
它们 的 别名 ) 在 一 个 区 组 中 符号 为 正 且 在 另 一 个 区 组 中 符号 为 负 , 则 它们 会 与 区 组 混杂 . 这 些 效 
应 总 可 以 由 那些 改变 符号 而 形成 折 又 的 生成 元 来 确定 . 


8.5.3 了 lackett-Burman 设计 


Plackett and Burman (1946) 提出 的 这 些 设计 , 是 为 在 N 次 试验 中 研究 k= 二 N_1 个 变 
量 的 二 水 平分 式 析 因 设 计 , 其 中 N 是 4 的 倍数 . 如 果 N 是 2 E. 这 些 设 计 就 是 本 节 前 面 出 
现 过 的 设计 . 但 是 , 当 N = 12. 20. 24. 28 和 36 时 , 就 会 对 Plackett-Burman 设计 感 兴趣 了 . 
因为 这 些 设计 不 能 表示 为 立方 体 ， 所 以 它们 有 时 被 称 为 非 几何 设计 (nongeometric design). 
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表 8.23 上 半 部 分 列 出 了 各 加 减 符号 的 行 , 它们 用 于 构造 N = 12. 20. 24 和 36 时 的 
Plackett-Burman 设计 ,而 表 的 下 半 部 分 分 块 列 出 的 加 减 符号 是 为 N = 28 时 构造 设计 用 的 . 
N = 12. 20. 24 和 36 的 设计 的 求法 , 是 将 表 8.23 中 相应 的 一 行 写 为 一 列 (或 行 ), 然后 生成 第 
二 列 (或 行 ), 方法 是 将 第 一 列 ( 行 ) 中 的 元 素 每 个 下 移 (或 右 移 ) 一 个 位 置 , 将 最 后 一 个 元 素 移 至 
第 一 个 位 置 . 第 三 列 (或 行 ) 用 同样 的 方法 由 第 二 列 (或 行 ) 求 得 , AIER ky (或 行 ) 为 止 . 然 
后 加 进 一 行 减 号 , 完成 这 一 设计 . 对 N = 28, 3 个 区 组 X. Y 和 2 写 为 如 下 次 序 ， 


X Y Z 
Z X Y 
Y Z X 


并 在 这 27 行 下 加 进 一 行 减 号 . N = 12 个 试验 和 上 天 = 11 个 因子 的 设计 见 表 8.24. 
表 8.23 Plackett-Burman 设计 的 加 减 符号 


大 = 11, 六 三 12 十 十 一 十 十 十 一 一 一 十 一 

k-19,N =20 十 十 一 一 十 十 十 十 一 十 一 十 一 一 一 一 十 十 一 

下 一 23, 六 一 24 十 十 十 十 十 一 十 一 十 二 一 一 + 一 -二 -二 -一 - 

二 和 二 中 一 十 一 十 十 十 一 一 一 十 十 丫 十 十 一 十 十 十 二 -十 二 一 -十 -十 -下 二 上- 
k= 27, N — 28 

十 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 一 一 一 十 一 一 十 十 十 一 十 一 十 十 一 十 

十 十 一 十 十 十 一 一 一 一 一 十 十 一 一 十 一 一 一 十 十 十 十 一 十 十 一 

一 十 十 十 十 十 一 一 一 十 一 一 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 十 

一 一 一 十 一 十 十 十 十 一 一 十 一 十 一 一 一 十 十 一 十 十 十 一 十 一 十 

一 一 一 十 十 一 十 十 十 + 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 

一 一 一 一 十 十 十 十 十 一 十 一 十 一 一 一 十 一 一 十 十 十 一 十 一 十 十 

十 十 十 一 一 一 十 一 二 一 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 十 十 一 

十 十 十 一 一 一 十 十 一 + 一 一 十 一 一 一 一 十 十 十 一 十 十 一 一 十 十 


十 十 十 一 一 一 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 一 一 一 十 十 一 十 十 十 一 十 
—— T -++-+++-+ | 


X 8.24 XT N—12,k—11 的 Plackett-Burman 设计 


试验 A B C D E F G H I Jd K 
1 T 十 ~- - 一 十 十 十 一 十 
2 十 十 十 - - -= 十 十 十 一 
3 一 十 十 -— + - - T 4 I 
4 十 十 十 一 十 ~ - 一 十 十 
5 十 十 - + + - 十 - - 一 十 
6 十 十 十 - 十 十 一 4. - 一 
7 - 4 十 十 ^ 十 T 一 T - - 
8 - 一 十 十 十 - 十 十 - 4 一 
9 - - 一 十 十 十 - 十 4 Z 

10 4 一 - - 十 十 十 = 十 十 

11 - 一 一 十 十 十 一 十 


to 
i 
bs 
| 

| 

| 
LE 


N = 12, 20. 24. 28 和 36 的 Plackett-Burman 设计 的 别名 结构 十 分 凌乱 . 例如 , 在 12 个 
试验 的 设计 中 , 每 一 个 主 效应 部 分 地 与 每 个 不 涉及 它 本 身 的 二 因子 交互 作用 有 别名 关系 . 例如 
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AB 变 互 作 用 与 9 个 主 效应 C, D, -K 有 部 分 别名 关系 . 而 且 , 每 个 主 效应 与 45 个 二 因子 交 
互 作用 有 部 分 别名 关系 . 在 较 大 的 设计 中 , 情况 更 为 复杂 . 我 们 建议 实验 者 , 用 这 些 设计 时 要 非 
常 小 心 . 

非 几何 Plackett-Burman 设计 的 投影 性 质 是 有 趣 的 , 在 有 些 时 候 也 很 有 用 . 例如 , 考虑 表 
8.24 的 12 个 试验 的 设计 . 此 设计 会 投影 为 原来 11 个 因子 中 任意 两 个 因子 的 有 3 次 重复 的 
完全 2” 设 计 . 但 是 , 在 三 因子 中 , 投影 设计 是 一 完全 23 析 因 设计 加 一 个 23-1 分 式 析 因 设计 
( 见 图 8.24a)， 从 而 , 分 辨 度 为 下 的 Plackett-Burman 设计 有 投影 性 3, 这 是 指 它 能 拆 解 成 任意 
三 因子 的 完全 析 因 设计 . 而 251? 设计 则 只 有 投影 性 2, 4 维 投影 见 图 8.24b. 这 些 四 因子 投影 都 
不 是 平衡 设计 . 


(a) 投影 为 三 因子 (b) 投影 为 四 因子 
8.24 12 个 试验 的 Plackett-Burman 讼 夺 投 影 为 三 因子 设计 和 四 因子 设计 


例 8.8 我 们 用 11 个 变量 12 个 试验 的 设计 以 及 -组 模拟 数据 ,来 说 明 与 Plackett-Burman 设计 有 
关 的 一 些 难点 . 假定 过 程 有 3 个 显著 的 主 效应 (A, B, D) 和 两 个 显著 的 二 因子 交互 作用 (AB 和 AD). E 
定 模型 为 

y = 200 + 8r, + lür 十 12z4 一 12717a 十 Ürir4-4-£ 

其 中 每 个 z; 都 是 定义 在 —1 到 1 区 间 上 的 规范 变量 , e 是 NID(0,9) 的 随机 误差 项 这 样 , k= 11 个 因子 
中 有 3 个 是 大 的 , 二 因子 交互 作用 中 有 两 个 是 大 的 , 这 种 情况 是 合理 的 . 

* 8.25 给 出 12 次 的 Plackett-Burman 设计 和 模拟 响应 值 . 此 设计 看 起 来 与 表 8.24 中 的 12 次 设计 
PA, 是 因为 它 用 表 8.23 中 天 = 11, N = 12 的 行 的 符号 作为 表 8.25 的 一 行 . 表 826 列 出 了 效应 的 估计 . 


表 8.25 例 8.8 的 Plackett-Burman 设计 
C D E F G H Í J K 啊 应 值 


E; 
B 
o. 


UG =q C» Cn & Co r2 em 
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x 8.26 例 8.8 HAE. 回归 系数 以 及 平方 和 
变量 * 回归 系数 效应 估计 平方 和 | 变量 * ”回归 系数 效应 估计 平方 和 


w FA 200.167 F 0.500 1.000 3.000 
A 6.333 12.667 481.333 G —1.167 —2.333 16.333 
B 6.667 13.333 533.333 H 1.500 3.000 27.000 
C 6.833 12.667 560.333 J —6.333 —12.667 481.333 
D 17.000 34.000 — 3 468.000 K —5.833 —11.667 408.333 
E 6.833 13.667 560.333 L —0.167 —0.333 0.333 


* 每 个 主 效应 与 45 个 二 因子 交互 作用 有 部 分 别名 关系 ， 


可 以 看 到 有 7 个 大 的 效应 ; A, B,C, D,E, JK (当然 , 还 要 包括 它们 的 别名 ). 但 不 能 立即 看 出 
其 中 哪些 效应 可 能 是 交互 作用 . 其 中 有 些 混杂 可 以 通过 折 肥 设计 来 区 分 . 这 种 做 法 可 以 区 分 主 
效应 , 但 一 般 实验 者 对 交互 作用 效应 仍 无 法 确定 . 

上 面 例 子 所 指出 的 Plackett-Burman 设计 在 解释 中 的 困难 , 在 实际 中 经 常 出 现 ， 带 有 16 
次 试验 的 几何 的 25; ”设计 与 一 个 12 次 试验 的 可 能 需要 折 和 大 (这 样 就 要 24 次 ) 的 Plackett- 
Burman 设计 相 比 较 , 几何 设计 也 许 是 较 好 的 选择 . 更 多 内 容 见 Montgomery, Brror and Stanley 
(1997-1998). 在 某 些 情况 下 , 可 以 用 回归 建 模 技术 处 理 非 几何 的 Plackett-Burman 设计 中 的 混 
3. Hamada and Wu(1992) 对 此 有 过 讨论 . 


8.6 ”分 辨 度 为 VV 和 V 的 设计 


8.6.1 PAEA IVi it 


当主 效应 和 二 因子 交互 作用 是 纯净 的 , 且 某 些 二 因子 交互 作用 互 为 别名 时 , 2*~r 分 式 析 因 
级 计 的 分 辨 度 为 ,于 是 , 当 删 掉 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 时 , 在 257? 设计 中 就 可 
以 直接 估计 主 效应 . 表 8.10 的 205? 设计 就 是 一 例 . 还 有 , 例 8.7 中 两 个 组 合 的 21.4 分 式 设计 
生成 一 个 207^ 设计. 分 辨 度 为 以 的 设计 常 广 泛 用 于 第 选 实验 . 8 次 试验 的 24-1 设计 , 以 及 有 6 
个 因子 、7 个 因子 或 8 个 因子 的 16 次 试验 的 分 式 设计 最 为 常用 . 

任 一 21;? 设计 至 少 含有 2k 次 试验 . 正好 包含 2k 次 试验 分 辨 度 为 V 的 设计 叫 做 最 小 设计 
(minimal design). 分 辨 度 为 必 的 设计 可 以 由 分 辨 度 为 JI[[ 的 设计 用 折 奏 方法 求 得 Hat 
Bi, 就 是 简单 地 把 取 反 号 的 第 二 个 分 式 设计 和 原来 的 分 式 设计 相 加 . 于 是 , 在 第 一 个 分 式 设计 
中 的 单位 列 工 的 加 号 在 第 二 个 分 式 设计 中 就 变 号 了 , 而 且 第 大 十 1 个 因子 与 此 列 相 联 系 . 这 样 得 
到 一 个 2frV ?了 分 式 析 因 设 计 . 对 2371 设计 , 可 用 表 8.27 说 明 这 一 方法 . 容易 证 明 , 得 出 的 设 
计 是 定义 关系 为 1 = ABCD 的 2471 Wit. 

R 8.28 简要 概括 了 N = 4. 8. 16 和 32 个 试验 的 2*7? 分 式 析 因 设计 . 可 以 看 到 尽管 16 
个 试验 分 辨 度 为 以 的 设计 可 用 于 6 入 < 8 个 因子 , 但 车 有 9 个 或 更 多 的 因子 , 在 29-? 类 型 的 
强 计 中 分 辨 度 为 \ 的 最 小 设计 为 2275, 也 需要 32 个 试验 . 因为 这 试验 次 数 较 多 , 所 以 许多 实验 
者 想 要 更 少 的 设计 . 考虑 到 分 辨 度 为 lV 的 设计 至 少 要 有 2k 个 试验 , 所 以 一 个 九 因子 分 辨 度 为 
的 设计 至 少 有 18 个 试验 . AA N = 18 个 试验 的 设计 可 以 用 构造 最 优 设计 的 算法 来 建立 . xx 
8.29 列 出 的 设计 是 用 这 种 算法 与 D 最 优 设 计 准则 构造 的 ,此 准则 选择 设计 点 使 得 相应 的 回归 
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模型 系数 的 方差 最 小 . (最 优 设 计 与 最 优 设计 标准 将 在 第 11 章 更 详细 地 进行 讨论 .) 表 8.29 中 设 
计 的 别名 关系 (只 和 针对 主 效应 与 二 因子 交互 作用 ) 是 : 


X 8.27 一 个 由 折 友 得 到 的 24;1 设计 


D 
I A B C 
初始 的 27T U = ABC 
十 - - 十 
十 十 - - 
E - + - 
十 十 十 十 
取 反 号 的 第 二 个 zu 设计 
= 十 十 Z 
- - + + 
- t = + 


[4] =A, [B] = B, [C] = C, [D] = D, [E] = E, [F] = F, [G] = G, [H] = H, |J] = J 
[AB] =AB — 0.429BC — 0.429BD — 0.429BE + 0.429BF — 0.143BG + 0.429BH 
— 0.429BJ 十 0.571CG — 0.571CH + 0.571DG + 0.571DJ — 0.571EF. 
+0.571EG — 0.571FG — 0.571GH + 0.571GJ 
[AC] =4C — 0.143BC — 0.143BD — 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG — 0.857BH 
— 0.143BJ — 0.143CG + 0.143CH + DF — 0.143DG — 0.143DJ + 0.143EF 
— 0.143EG — EJ + 0.143FG — 0.857GH — 0.143GJ 
[AD] 2AD — 0.143BC — 0.143BD — 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG + 0.143BH 
+ 0.857BJ + CF — 0.143CG + 0.143CH — 0.143DG —0.143DJ + 0.143EF 
— 0.143EG + EH -- 0.143FG + 0.143GH + 0.857GJ 
[AE] =AE — 0.143BC — 0.143BD — 0.143BE — 0.857BF + 0.286BG + 0.143BH 
— 0.143BJ — 0.143CG + 0.143CH — CJ — 0.143DG + DH —0.143DJ 
+ 0.143E F — 0.143EG — 0.857 FG + 0.143GH — 0.143GJ 
[AF] =AF + 0.143BC + 0.143BD — 0.857BE — 0.143BF — 0.286BG — 0.143BH 
+ 0.143BJ + CD + 0.143CG — 0.143CH + 0.143DG + 0.143DJ — 0.143EF 
— 0.857EG — 0.143FG — 0.143GH + 0.143GJ — HJ 
[AG] «AG + 0.571BC + 0.571BD + 0.571BE — 0.571BF — 0.143BG — O.571BH 
+ 0.571BJ — 0.429CG — 0.571CH — 0.429DG + 0.571DJ — 0.571 EF 
— 0.429EG + 0.429FG + 0.429GH — 0.429GJ 
[AH] —AH — 0.857BC + 0.143BD + 0.143BE — 0.143BF — 0.286BG — 0.143BH 
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+ 0.143B8J — 0.857CG — 0.143CH + DE + 0.143DG + 0.143DJ — 0.143EF 
J-0.143EG — 0.143F'G — FJ — 0.143GH + 0.143GJ 
[AJ] —AJ — 0.143BC 十 0.857 BD — 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG + 0.143BH 
— 0.143BJ — CE — 0.143CG + 0.143CH + 0.857DG — 0.143DJ 十 0.143EF 
— 0.143EG + 0.143FG — FH 4-0.143GH — 0.143GJ 
* 5.28 2^*-P 系统 中 的 实用 析 因 与 分 式 析 因 设 计 ， 表 中 的 数 是 实验 中 的 因子 个 数 


"^ : 验 
设计 类 型 实验 个 数 
4 g 16 32 
l—€——Ó— PCM TENNIS RAE ERR: ERR 
完全 析 因 2 3 4 5 
5 分 式 3 4 5 6 
分 辨 度 为 以 的 分 式 4 6-8 7 — 16 
分 辨 度 为 由 的 分 式 3 57 9 ~ 15 17 — 31 
A 8.20 ”一 个 有 类 = 9 个 因子 18 iE) MUSS IVO RU EHE 
————————Ó—ÉÁÓÓÉÓÉÓÉÓÉÓÉÓÉÉÁÉÉRÉÉÉ 
A B 本 D E F G H- J 
ILES ATE T SOSA) RR 
— — - 十 一 十 一 十 十 
十 十 十 十 -- + 4 z 十 
一 十 十 十 十 十 
十 十 十 十 十 = + -— 
= 十 - E 十 au = Ee 
十 一 - - 4- 十 一 一 十 
十 十 十 - 十 - + - ~ 
十 十 z 一 一 十 -- + - 
- - 十 一 十 4. 十 十 十 
Sa P. — za 十 — iz 十 
- 十 一 十 十 十 十 - ~ 
十 - 一 - 十 十 十 - 
十 -- m ze 十 EA 十 
十 十 - 十 十 - 十 十 十 
- 十 十 十 一 一 十 十 - 
- - 十 十 十 - 十 - 十 
十 ~ = + 一 = = 


可 以 看 出 , 在 任 一 个 分 辨 度 为 以 的 设计 中 ， 可 以 佑 计 出 不 受制 于 任意 二 因子 交互 作用 的 主 效 
I, 且 二 因子 交互 作用 互 为 别名 . 不 过 , 二 因子 交互 作用 效应 有 部 分 混杂 (例如 , BC 在 不 止 一 个 
烈 名 链 中 出 现 ). 18 次 试验 的 设计 中 , 二 因子 交互 作用 间 的 别名 关系 远 比 标准 32 次 试验 的 2974 
惧 计 中 的 别名 关系 复杂 [根据 附录 表 X (p). TA, 主 效应 与 交互 作用 的 回归 模型 系数 的 标准 误 
是 0.240, 而 在 标准 32 次 试验 的 29-4 设计 中 是 0.180, 所 以 在 参数 估计 方面 , 18 次 设计 给 出 的 
精度 不 如 标准 32 次 设计 . 最 后 , 标准 29-4 设计 是 正 交 设计 , 而 18 次 设计 不 是 正 交 设计 . 这 使 
得 18 次 设计 的 模型 系数 间 有 相关 性 , 从 而 增 大 模型 系数 的 标准 误 . 

SATE k=6 或 7 个 时 , 也 想 要 构造 分 辨 度 为 V 的 最 小 设计 来 替代 标准 分 辨 度 为 IV 的 设 
Vr. X 8.30 中 列 出 6 因子 12 个 试验 的 分 辨 度 为 人 V 的 最 小 设计 . 该 设计 的 别名 关系 为 (忽略 三 因 
于 及 更 高 阶 交 互 作用 ): 
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[A-A, [BI=B, [C]-C, [Dl=D, (E]- E, [F|-F 

[AB] AB — 0.2BC + 0.6BD —0.2BE — 0.6BF -- (4C D — 0.8CE — 0.4CF 
+0.4DE —0.ADF — 0.4EF 

[AC] =AC + 0.2BC + (ABD — 0.8BE — 0.4BF + 0.6CD — 0.2CE — 0.6CF 
—0A4DE +0.4DF +0.4EF 

[AD] =AD +0.4BC ~ 0.2BD + ABE — 0.8BF + 0.2CD — 0.4CE + 0.8C F 
+0.2DE — 0.2DF + 0.8EF 

[AE] =AE — 0.8BC +0.4BD + 0.2BE — 0.4BF — 0.4CD — 0.2CE +0.4CF 
+0.6DE +0.4DF — 0.6EF 

[AF] =AF — 0.4BC — 0.8BD — 0.4BE — 0.2BF + 0.8CD + 0.4CE + 0.2CF 
+ 0.8DE +0.2DF +0.2EF 


X 8.30 一 个 有 k—6 个 因子 12 个 试验 分 辨 度 为 以 的 最 小 设计 


A B e D E F 
^ 十 > E rev e 
: | - z " 
4 十 十 十 - 
4 十 - - - 十 
- - ~ + + 
+ + - - 
- t - + + 
- - 十 + + - 
十 十 - + - 
十 - 十 + + + 
* 十 十 十 - - 
- 4 - + + 


仍 要 注意 , 为 了 将 试验 次 数 从 16 次 降 为 12 次 , 实验 者 要 将 二 因子 交互 作用 的 别名 关系 更 
加 复杂 化 , 相对 于 标准 设计 而 言 , 在 模型 系数 估计 的 精度 方面 也 有 损失 . 

这 些 分 辨 度 让 的 最 小 设计 是 非 正 规 分 式 析 因 设 计 的 一 些 例子 .Design-Expert 包含 了 因子 
个 数 5 < 上 30 的 一 系列 这 类 设计 . 在 主 效应 最 受 关 注 而 二 因子 交互 作用 不 能 完全 忽略 的 筛选 
问题 中 , 这 些 设 计 是 标准 2rv? 析 因 设计 的 非常 有 用 的 替代 . 车 二 因子 交互 作用 是 重要 的 , 为 了 
确定 哪些 交互 作用 是 重要 的 , 则 必须 追加 实验 . 


8.6.2 ”分辨 度 为 以 的 设计 的 序 贯 实验 


因为 分 辨 度 为 IV 的 设计 常用 于 第 选 实验 , 在 实施 与 分 析 了 最 初 的 实验 后 , 经 常 需 要 用 追加 实 
验 来 完全 分 辨 所 有 效应 . 我 们 在 8.5.2 节 中 讨论 了 分 辨 度 为 HI 的 设计 的 情况 , 并 引入 了 折 和 又 作为 
序 贯 实验 的 方案 . 在 分 辨 度 为 I 的 场合 , 主 效 应 与 二 因子 交互 作用 混杂 , 所 以 折 辣 的 目的 是 将 主 
效应 与 二 因子 交互 作用 分 离 ， 也 有 可 能 通过 折 从 分 辨 度 为 I\ 的 设计 来 分 离 相互 混杂 的 二 因子 交 
互 作用 . 
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Montgomery and Runger(1996) 注意 到 实验 者 折 登 分 辨 度 为 以 的 设计 时 的 几 个 目标 , 就 是 

(1) 将 尽 可 能 名 的 二 因子 交互 作用 别名 链 打 破 ; 

(2) 打破 某 个 特殊 的 二 因子 交互 作用 别名 链 , 或 

(3) 打破 与 某 个 特殊 因子 有 关 的 二 因子 交互 作用 别名 链 . 
然而 , 折合 分 辨 度 为 信 的 设计 时 必须 要 小 心 . 我 们 用 于 分 辨 度 开 的 设计 时 的 完全 折 秋 规则 , 即 简 
单 地 实施 全 体 符号 都 取 相反 号 的 另 一 个 分 式 设计 , 对 于 分 辩 度 为 必 的 设计 就 不 奏效 了 . 若 该 规则 
用 于 分 辨 度 为 到 的 设计 , 结果 会 得 到 与 原先 设计 完全 一 样 只 是 试验 排序 不 同 的 设计 . 试 试看 ! 用 
K 8.9 中 的 2v ”设计 , 你 把 试验 矩阵 中 的 符号 取 相 反 号 后 , 看 看 会 发 生 什么 ? 

折 登 分 辩 度 为 内 的 设计 的 最 简单 的 方法 是 转换 原先 设计 中 某 个 变量 的 符号 . 这 种 单 因 子 折 
登 使 得 所 有 包含 该 因子 的 二 因子 交互 作用 的 符号 也 发 生 转 换 ， 从 而 被 分 离 , 这 样 完 成 了 上 述 的 第 
3 个 目标 . 

为 了 说 明 如 何 完成 分 辨 度 为 IV 的 设计 的 单 因 子 折 释 , 考虑 表 8.31 中 的 2 设计 (试验 按 
标准 顺序 排列 , 并 非 按 实施 时 的 顺序 ), 此 实验 用 于 研究 关于 娃 晶 片 光 阻 镀层 厚度 的 6 个 因子 的 
效应 . 设计 因子 是 A= 旋转 速度 , B- 加 速度 , C= 所 用 光 阻 剂 的 体积 , D= 旋转 时 间 , E— 光阴 
剂 黏度 , F=- 排 气 率 . 此 设计 的 别名 关系 见 表 88. 效应 的 半 正 态 概率 图 见 图 8.25. 可 以 看 到 最 大 
的 效应 是 A, B, C, E, 因为 这 些 效应 与 三 因子 交互 作用 或 更 高 阶 的 交互 作用 混杂 , 所 以 假定 这 些 
效应 是 实际 效应 是 合乎 遇 辑 的 . 然而 , 关于 AB 十 CE 别名 链 的 效应 估计 也 偏 大 . 除非 还 有 其 他 
工序 知识 或 工程 信息 可 提供 ， 要 不 然 我 们 不 知道 这 究竟 是 交互 作用 效应 AB,CE 还 是 两 个 都 是 . 


A 8.31 。 奎 晶 片 光 阻 镀层 实验 原先 的 29.7 设计 


A B C D E PF 
速度 (RPM) 加 速度 体积 (cc) 时 间 (Sec) 光 阻 剂 黏度 排 气 率 厚度 (Mil) 
-一 一 一 一 一 -一 人 MD 
- 4 524 


十 - - ~ + - 4 657 
- + - - + 十 4 293 
+ + - 十 4 516 
- - 一 十 十 4 508 
十 E 十 - + 4 432 
- + + - - : 4 197 
4 一 T - 4 - 4 515 
| - - 十 + 4 52] 
+ - + + + 4 610 
- + i + 下 - 4 295 
十 十 - 十 - - 4 560 
: : 十 十 十 - 4 487 
十 - 4 十 4 485 
+ + + - 十 4 195 
十 十 十 E 十 十 4 510 
—— + + + 48580 -— 


通过 建立 一 个 新 的 2rv ”分 式 析 因 设 计 , 并 改变 因子 A 的 符号 ， 可 构造 出 一 个 折 又 设计 . 加 
上 了 折 登 试验 后 的 完全 设计 被 列 在 ( 按 标准 顺序 ) 表 8.32 rh. 可 以 看 到 试验 分 成 两 个 区 组 , 来 自 
原先 表 8.31 2rv” 设 计 的 试验 在 区 组 1 中 , 折 登 试验 在 区 组 2 rb 从 组 合 试验 得 到 的 效应 估计 
(忽略 三 因子 交互 作用 或 更 多 因子 的 交互 作用 ): 


5 E 
|| 


E SO 
l 
3y 


mm r 1 r 1 pe—— F * 
Lá 


F 


[AB] - AB 
[AC] AC 
[AD| - AD 


8.6 4 PLE ANEW iE dT 


[BC] = BC + DF 
[BD] - BD 4 CF 
[BE] = BE 
[BF] = BF +CD 
[CE] =CE 
[DE] = DE 
[EF] = EF 


2iT 


可 以 看 到 , 现在 所 有 包含 因子 4 的 二 因子 交互 作用 与 其 他 二 因子 交互 作用 分 离 了 . 而 且 , AB 也 
不 再 与 CE RRT. 从 组 合 的 设计 得 到 的 效应 的 半 正 态 概率 图 画 在 图 8.26 中 . 显然 交互 作用 


CE 是 显著 的 . 


区 组 混杂 


ERRE) 


0.00 


38., 20 


76.41 114.61 152.81 
1 效应 | 


图 8.25 3X 8.31 中 硅 而 片 光 阻 镀层 实验 原先 的 效应 的 半 正 坊 概 率 图 


容易 证 明 , 表 8.32 中 的 完全 折 秋 设计 可 以 估计 前 面 列 出 的 6 个 主 效应 和 12 个 二 因子 交互 
作用 别名 链 , 以 及 其 他 12 个 包括 高 阶 交互 作用 与 区 组 效应 的 别名 链 . 原先 分 式 设计 的 生成 元 是 
E = ABC Ñ F = BCD, 因为 我 们 改变 了 A 列 的 符号 来 建立 折 秋 设计 , 所 以 关于 第 二 组 16 个 
试验 生成 元 是 E — -ABC 和 F= BOD. 因为 只 有 一 个 单词 是 一 样 的 (L =1,U = 1), 所 以 
组 合 的 设计 只 有 一 个 生成 元 ( 它 是 一 个 1/2 分 式 设计 ), 组 合 的 设计 的 生成 元 是 F= BCD. 而 
且 , 因为 ABCE 在 区 组 1 中 为 正 , 在 区 组 2 中 为 负 , 所 以 ABCE 加 上 它 的 别名 ADEF 都 与 
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XX 8.32 ERKMEN EEUU 


A B C D E F 
mc o- oW ao a a a a un O 
9 1 djs 三 E 十 - 4 657 
3 1 E L " 一 一 十 4 203 
d 1 4- 1 一 一 十 4 516 
5 1 . - 十 = 十 十 4 508 
6 1 十 - 十 z | 十 4 432 
7 1 十 十 = E 4 197 
8 1 4 十 十 - 十 4 515 
9 1 - - - 十 十 4 521 
10 1 十 = + + =z- 4 610 
11 1 一 十 - 十 十 - 4 295 
12 1 十 十 - T - 4 560 
13 1 - + 二 十 4 487 
14 1 十 十 十 - 4 485 
15 1 十 十 T - T 4 195 
16 1 + + + + -+ + 4 510 
17 2 十 - = = " | 4 615 
18 2 - 一 一 e 十 4 445 
19 2 4 十 - 一 十 十 4 475 
20 . 2 - T - - 十 4 285 
21 2 十 一 十 - 十 十 4 610 
22 2 - - 十 - 十 4 325 
23 2 十 十 十 - e = 4 330 
24 2 - 十 4 - 4 - 4 425 
25 2 十 - 十 一 十 4 655 
26 2 - - 十 十 十 4 525 
27 2 十 十 十 十 - 4 485 
28 2 十 十 一 - 4 310 
29 2 4 - 十 十 十 - 4 620 
30 2 - - 十 十 - - 4 335 
31 2 十 十 T 4 - 十 4 345 
32 2 - 十 十 十 十 十 4 305 
一 一 - ~ 4300 


检查 包含 原先 16 个 试验 的 设计 中 二 因子 交互 作用 的 别名 链 , 以 及 整个 折 炙 设计 的 二 因子 交 
互 作用 的 别名 链 , 可 以 发 现 一 些 麻烦 的 信息 . 在 原先 分 辨 度 为 I 的 分 式 设计 中 , 6 个 别名 链 中 每 
个 二 因子 交互 作用 都 与 其 他 二 因子 交互 作用 混杂 , 且 其 中 的 一 个 别名 链 中 有 3 个 二 因子 交互 作 
用 (根据 表 8.8). 因此 , 7 个 自由 度 可 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 在 完全 折 益 设计 中 , 有 9 个 二 
因子 交互 作用 估计 时 与 其 他 二 因子 交互 作用 独立 , 而 且 有 三 个 包含 两 个 二 因子 交互 作用 的 别名 
链 , 这 使 得 12 个 自由 度 可 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 换 种 说 法 , 我 们 增加 了 16 次 试验 , 却 只 增 
加 了 5 个 自由 度 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 这 样 就 没有 充分 利用 实验 资源 . 

FERNE, 还 有 不 同 于 完全 折 香 的 其 他 方案 . 采用 部 分 折 倒 (或 半 折 秋 ), 我 们 只 采用 完全 折 
登 的 一 半 试 验 次 数 , 对 于 旋转 镀层 实验 来 讲 只 需要 8 个 试验 . 进行 部 分 折 倒 设计 的 步骤 如 下 . 

(1) 用 通常 的 办 法 根据 原 设计 构造 一 个 单 因子 折 释 设计 , 即 改 变 感 兴趣 的 二 因子 交互 作用 的 
任 一 因子 的 符号 . 

(2) 选取 被 选 因子 取 高 水 平 或 低 水 平 的 那些 试验 , 选 出 折 登 设计 的 一 半 试 验 . 选择 你 认为 能 
得 到 最 理想 响应 值 的 那个 水 平 , 通常 是 个 好 主意 . 
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«EE CC) 


0.00 38.20 76.4] — 11461 15281 
| 效应 | 


图 8.26 表 8.32 中 硅 帅 片 光 阻 镀层 实验 的 部 分 折 志 设计 效应 的 半 正 态 概率 图 
表 8.33 是 关于 旋转 镀层 实验 的 部 分 折 登 设计 , 注意 我 们 选择 4 是 低 水 平 的 那些 试验 , 这 是 
表 8.33 ” 诗 晶 片 光 阻 镀层 实验 的 部 分 折 和 又 设 计 


A B C D E F 
标准 顺序 ”区 组 速度 ( 转 /分 } 加 速度 ”体积 (cc) 时 间 (sec) WEAR Ha ”厚度 (mil) 
1 1 ~ - 一 - - 4 524 
9 1 Z z = a 2 4 657 
3 1 十 = — + + 4 293 
4 1 十 十 一 一 一 十 4 516 
5 1 à + E 十 十 4 508 
6 1 十 z T x + 4 432 
T 1 x T F * | - 4 197 
8 1 4 十 十 = + E 4 515 
0 1 2 a 一 a l 十 4 521 
10 1 十 - 十 十 十 4 610 
11 1 一 十 十 十 4 295 
19 1 十 十 - 4 一 4 560 
13 1 - e 十 + + 4 ART 
14 1 十 一 十 十 - ~ 4 485 
15 1 - 4- 十 十 一 十 4 195 
16 1 + + + + + -+ 4 510 
17 2 = E ~ 十 - 4 445 
18 2 4- 一 一 十 4 285 
19 2 = = + - 十 4 325 
20 2 - 十 十 - 十 一 4 425 
21 2 - - - 十 十 十 4 525 
22 2 一 十 一 十 - 一 4310 
23 2 -- ~ 十 十 一 一 4 335 
24 2 一 十 十 十 十 4 305 
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因为 在 原先 的 16 次 试验 中 ( 表 8.31), 4 取 低 水 平时 得 到 了 较 薄 的 光 阻 镀层 (这 是 该 实验 需要 
的 ). (在 对 原先 16 次 试验 的 分 析 中 , 4 的 效应 估计 是 正 的 , 这 也 表明 A 取 低 水 平时 产生 所 需要 


的 结果 .) 


部 分 折合 产生 的 别名 关系 (忽略 三 因子 交互 作用 或 更 多 因子 的 交互 作用 ) 是 ; 


[A] 2 A 
[B]|- B 
[C]2c 
[D] = D 
[E] =E 
[F] = F 
[AB] AB 
[AC] = AC 
[AD] = AD 


[AE] = AE 
[AF] = AF 
[BC] = BC + DF 


可 以 看 到 , 有 12 个 自由 度 能 用 于 估计 二 因子 交互 作用 , 5AB. mE, AB 不 再 与 
CE 混杂 . 通过 部 分 折 奏 得 到 的 效应 的 半 正 态 概率 图 见 图 8.27. 和 完全 折 生 设计 一 样 , 认为 CE 


是 显著 的 二 因子 交互 作用 ， 


FE S REGIE / (Z) 


0.00 


38.53 


T9.06 115.59 158.13 


| 效应 | 


图 8.27 X 8.32 中 硅 晶片 光 阻 镀层 实验 的 效应 的 半 正 态 概率 图 


部 分 折 和 登 技 术 对 分 辩 度 为 以 的 设计 非常 有 用 , 通常 能 够 有 效 使 用 实验 资源 . 分 辨 度 为 [V 的 设 
夺 总 是 可 以 给 出 主 效 应 好 的 估计 (假定 三 因子 交互 作用 被 忽略 ), 而 且 需 要 分 离 的 二 因子 交互 作 
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用 的 个 数 并 不 很 大 . 对 分 辨 度 为 以 的 设计 的 部 分 折 生 能 够 估计 二 因子 交互 作用 的 个 数 与 完全 折 
至 时 相等 . 部 分 折 友 的 一 个 缺点 在 于 它 是 非 正规 的 分 式 设计 , 因此 不 是 正 交 设计 . 这 导致 参数 佑 
计 是 相关 的 , 并 使 得 效应 或 回归 模型 系数 的 标准 误 增 大 . 例如 , 在 旋转 镀层 实验 的 部 分 折 有 个 设计 
rh. 回归 模型 系数 的 标准 误 从 0.200. 增加 到 0.250, 而 采用 完全 折合 设计 , 它 是 正 交 的 , 模型 系 
数 的 标准 误 为 0.180. 关于 部 分 折 登 的 更 多 内 容 , 参见 Mee and Peralta(2000) 以 及 本 章 的 补充 
材料 ， 


8.6.3 ”分 辨 度 为 V 的 设计 


分 辨 度 为 V 的 设计 是 这 样 的 分 式 析 因 设 计 , 它 的 主 效应 与 二 因子 交互 作用 不 能 以 另外 的 主 
效应 和 二 因子 交互 作用 作为 它 的 别名 . 因此 , 这 些 设计 是 非常 强 的 设计 , 当 三 因子 交互 作用 和 更 
高 阶 的 交互 作用 被 忽略 时 , 这 些 设计 可 以 单独 地 估计 出 所 有 的 主 效应 与 二 因子 交互 作用 , 一 个 分 
辨 度 为 V 的 设计 的 定义 关系 中 最 短 的 词 必须 有 5 个 字母 生成 关系 为 了 = ABCDE 的 277 à 
计 可 能 是 应 用 最 广 的 分 辨 度 为 V 的 设计 . GRA 16 次 试验 , 就 能 研究 5 个 因子 , 并 估计 所 有 5 
个 主 效应 和 10 个 二 因子 交互 作用 . 我 们 在 例 8.2 中 曾 说 明 过 这 种 设计 的 使 用 . 

当 因子 个 数 上 = 6 时 , 分 辨 度 至 少 为 V 的 最 小 设计 是 有 32 次 试验 的 2%7 设计 , e PAR 
EAV. 当 因 子 个 数 大 = 7 时 , 最 小 设计 则 是 64 次 试验 的 217 设计 , CRDA. AF 
个 数 ko = 8 时 , 最 小 设计 则 是 64 次 试验 的 2$ ^ 设计 . 对 于 因子 个 数 玉 > 9 时 , 所 有 这 类 设 
计 都 至 少 需 要 128 次 试验 . 这 些 都 是 非常 大 的 设计 , 所 以 统计 学 家 一 直 想 要 找 出 能 达到 所 需 分 
辨 度 较 小 的 替代 设计 . Mee(2004) 给 出 这 个 课题 的 综述 . 非 正 规 分 式 设计 非常 有 用 . 表 8.34 是 
因子 个 数 k— 6 且 试 验 次 数 N = 22 的 非 正 规 二 水 平分 式 设计 . 此 设计 与 267! 设计 一 样 能 估 


表 8.34 ”因子 个 数 kk 二 6 分 辨 度 为 号 的 二 水 平分 式 设 计 


A B C D E F 
十 E: - E: T -: 
T : T T T 
ET 十 十 三 : = = 
= - T 十 
is T - 十 T + 
+ T T S T 
+ E T z F 
T T E = - 十 
二 = 十 十 
十 - T T T 
= 十 = ud 十 - 
十 十 T T 一 
T = A- 一 " 
Æ m 十 = 
T T es 十 = E 
= = 十 T T t 
em Et. -十 十 -— 
: 十 十 一 JE 
s 十 十 = T 3 
= + + + + 一 
= F + E T 十 
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计 所 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 , 但 减少 了 10 次 试验 ， 然 而 表 8.34 中 的 设计 不 是 正 交 的 , 而 
且 这 也 影响 了 对 效应 与 回归 系数 估计 的 精度 . 对 于 表 8.34 中 的 设计 , 回归 模型 系数 的 标准 误 从 
0.260 增加 到 0.290, 而 在 2871 设计 中 , 相应 的 标准 误 为 0.18c. 

作为 最 后 的 例子 , 表 8.35 给 出 了 因子 个 数 大 = 8 且 试 验 次 数 N = 38 的 非 正 规 二 水 平分 式 
EVE. 此 设计 与 2y“ 设计 一 样 能 估计 所 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 , 但 少 了 26 次 试验 . 然而 此 
区 计 的 非 正 交 性 影响 了 对 效应 与 回归 系数 估计 的 精度 , 对 于 表 8.35 中 的 设计 , 回归 模型 系数 的 
标准 误 从 0.180 增加 到 0.260, 而 在 22-? 设计 中 , 相应 的 标准 误 为 0.130. 


* 8.35 ”因子 个 数 k=8 分 辨 度 为 V 的 二 水 平分 式 设计 


4 B e D E F G H 
: 4 - 十 - + - 
十 十 - 4 + - + 
- 十 十 十 "- : — 
Z ES = ^ = - 十 
十 十 十 - + 
+ + + + + 十 - 
- - + + + - - 
E - 十 十 - 
十 4 + - 十 - 十 
十 十 十 - - 十 - + 
+ + - + - - 十 十 
- i - t + - 十 - 
十 - E ] we 十 十 
十 十 - * + + + - 
- 十 E - - 4 T 十 
十 - 十 一 - 十 - - 
+ - 十 - * 一 - - 
. ; T" - = + us 一 
- 十 十 十 - 十 十 十 
: -+ + - - - 十 十 
: 十 十 十 一 
二 + + + - - 十 E 
- - 十 十 - 十 十 
十 - 十 十 - 十 -+ 
+ - 十 = - - E 
十 - 十 - 十 十 + 
+ + - - t 十 - + 
+ a + - 4 十 -H 
+ + - - - - - 
- + + I 二 十 - 
- - - 十 十 十 - 
- - 4 - - - 十 
一 - 十 十 + + - 十 
十 十 十 十 十 十 - - 
- - 十 十 十 - - 十 
- - 十 - - 十 
- + - + - 十 - - 


仿 宰 损失 了 估计 的 精度 , 当 实 验资 源 非常 缺乏 的 时 候 ， 这 些 非 正 规 设计 仍然 非常 有 用 . Design- 
Expert 包含 了 因子 个 数 6 < k < 30 的 一 系列 这 类 设计 这 些 设计 是 采用 前 面 讨论 过 的 关于 最 
小 分 辨 度 为 的 最 小 设计 的 相同 方法 构造 的 . 
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8.7 ” 超 饱 和 人 设计 


饱和 设计 的 定义 是 : 试验 次 数 为 N, 且 因 子 或 实验 变量 的 个 数 为 大 = N 一 1 的 分 式 析 因 设 
iW. 最 近 几 年 , 有 相当 多 的 兴趣 是 关注 于 超 饱 和 设计 的 构造 及 其 在 筛选 实验 中 的 应 用 . 在 超 饱和 
设计 中 , 变量 个 数 k > N-1, 而 且 这 些 设计 一 般 包含 了 比试 验 次 数 多 得 多 的 变量 . 应 用 超 饱 
和 设计 的 想法 最 初 是 由 Satterthwaite(19591 提出 的 . fiU BREL E BOX «ETE. 在 对 此 文 的 广 
Zihet, 当时 实验 设计 方面 的 一 些 权威 , 包括 Jack Youden, George Box, J. Stuart Hunter, 
William Cochran, John Tukey, Oscar Kempthorne 和 Frank Anscombe， 都 批评 了 随机 平衡 
设计 . 结果 , 超 饱和 设计 在 随后 30 年 里 很 少 受 到 注意 . 有 一 个 例外 是 Booth and Cox(1962) 提 
出 的 系统 超 饱 和 设计 . 他 们 的 设计 不 是 随机 生成 的 , 这 一 点 明显 不 同 于 Satterthwaite(1959) 所 
提出 的 . Booth 和 Cox 用 基本 的 计算 机 搜索 方法 产生 他 们 的 设计 . 他 们 还 建立 了 评价 超 饱 和 设 
计 的 基本 原则 . 

Lin(1993) 再 次 研究 了 超 饱 和 设计 概念 , 引发 了 关于 此 课题 的 更 多 研究 . 许多 作者 也 提出 了 
构造 超 饱 和 设计 的 方法 . Lin(2000) 中 有 很 好 的 综述 . 大 多 数 构 造 设计 的 方法 局 限于 简单 的 计算 
机 搜索 程序 [ 见 Lin(1995), Li and Wu(1995), Holcomb, and Carlyle(2002)]. 其 他 人 还 提出 了 
基于 最 优 设计 构造 技术 的 方法 (在 第 11 章 我 们 将 讨论 最 优 设计 ). 

男 一 种 构造 超 饱 和 设计 的 方法 是 基于 现 有 的 正 交 设计 的 框架 . 包括 采用 1/2 的 Hadamard 
矩阵 [Lin(1993)], 以 及 计算 某 些 Hadamard 矩阵 的 二 因子 交互 作用 [Wu(1995)]. Hadamard 5& 
阵 是 一 种 元 素 为 —1 或 1 的 正 变 方 阵 . 当 实 验 中 因子 的 个 数 超过 了 试验 次 数 , 设计 和 矩阵 就 不 可 
能 是 正 交 的 . 因此 , 因子 效应 的 估计 就 不 独立 . 具有 支配 性 因子 的 实验 可 能 会 影响 或 焉 曲 另 一 个 
因子 的 作用 . 构造 超 饱 和 设计 是 为 了 最 小 化 因子 间 的 非 正 交 性 . 

基于 Hadamard ÆR 1/2 分 式 的 超 饱和 设计 很 容易 构造 . 表 8.36 是 有 11 个 因子 和 12 次 
试验 的 Plackett-Burman 设计 . 它 也 是 一 个 Hadamard 矩阵 设计 . 该 表 中 , 设计 已 按 最 后 一 列 
(因子 11 或 因子 L) 排序 . 有 时 称 此 列 为 分 支 列 . 现 只 保留 该 设计 中 工 列 取 正 号 的 那些 试验 , 并 
在 这 些 试验 中 删 去 L 列 ， 得 到 的 设计 是 有 天 = 10 个 因子 和 6 次 试验 的 超 饱 和 设计 . 我 们 也 可 
以 用 工 列 取 负 号 的 那些 试验 . 这 种 方法 总 可 以 得 到 有 = N 一 2 个 因子 和 N/2 次 试验 的 超 饱 


表 8.36 ”由 12 次 试验 的 Hadamard 和 矩阵 (Plackett-Burman) 设计 得 到 的 超 饱 和 设计 
BT 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 


试验 1(4) 2(B) 3(C) 4(D) 5(E) 6(F) 7G) 8(H) 9(J) 10(K) 11(L) 
] 入 i s F z T T T " = 
2 ^ wp S a S = - z E 5 
Js z " » $ T t T T e 
4 + | E T SE | 十 十 e t = 
9 ww F t s $ A s t = - 
6 + 十 T E t " 了 * "m 中 - 
了 F 全 je 十 - k - E F T + 
8 + + + + + + - - - 十 
9 - - : E e = + ii + = T 
l0 + 十 5 E 十 一 + - - T 4 
ll + - - i + + + = 十 F + 
12 + - 十 一 十 十 十 - T 
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ARH. 者 感 兴趣 的 因子 不 足 N — 2 个 , 则 可 从 完全 设计 中 去 掉 一 些 列 ， 

超人 饱和 设计 通常 用 回归 模型 拟 合 的 方法 进行 分 析 , 例如 向 前 选择 ( 见 第 10 3€). 这 种 方法 中 ， 
变量 一 次 一 个 地 被 选 入 模型 直到 没有 其 他 变量 对 解释 响应 有 明显 作用 为 止 . Abraham Chipman 
and Vijayan(1999) 以 及 Holcomb, Montgomery, and Carlyle(2003) 已 研究 了 超 饱 和 设计 的 分 
析 方 法 . 一 般 来 讲 , 这 些 设计 可 以 经 受 大 的 第 [ 类 和 第 1 类 错误 ， 但 有 些 分 析 方 法 主要 强调 第 | 
类 错误 , 从 而 第 呆 类 错误 率 会 是 中 等 的 . 在 因子 筛选 时 ， 比 起 把 不 积极 的 因子 误 认 为 是 积极 因子 
来 讲 , 不 漏 掉 积极 的 因子 通常 更 为 重要 . 所 以 第 [ 类 错误 不 如 第 I| 类 错误 更 关键 , 然而 , 因为 两 
种 错误 率 可 能 都 比较 大 ， 应 用 超 饱 和 设计 的 原则 应 该 是 剔除 大 部 分 的 不 积极 的 因子 ， 而 并 不 需要 
清楚 识别 出 那些 少数 重要 的 或 积极 的 因子 . Holcomb, Montgomery, and Carlyle(2003) 发 现 某 
些 超 饱和 设计 在 第 类 和 第 呈 | 类 错误 方面 比 其 他 超 饮 和 设计 有 更 好 的 表现 . 一 般 地 , 由 搜索 算法 
得 到 的 超 饱 和 设计 要 优 于 那些 由 标准 正 交 设计 构造 的 超 饱和 设计 . 

超 饱和 设计 还 没有 被 广泛 使 用 . 不 过 ， 当 实 验 所 研究 的 系统 有 很 多 变量 但 其 中 只 有 极 少 数 会 
有 大 的 效应 时 , 超 饱和 设计 是 有 趣 而 且 有 用 的 方法 . 


8.8 小 2 


本 章 引进 了 257 分 式 析 因 设计 . 我 们 已 经 强调 了 正 筛 选 实验 中 使 用 这 些 设计 , 以 便 快 速 而 
有 效 地 识别 出 积极 的 因子 子 集 , 并 且 提 供 关于 交互 作用 的 一 些 信 息 . 这 些 设计 的 投影 性 质 , 在 大 
多 数 情况 下 使 得 它 能 够 更 为 详尽 地 检测 那些 积极 因子 . 对 在 实验 中 识别 为 可 能 重要 的 交互 作用 ， 
可 通过 非常 有 效 的 折 和 又 法 把 设计 序 吐 地 组 装 起 来 ， 以 求 得 关于 交互 作用 的 附加 信息 . 

在 实践 中 , N = 4. 8. 16 和 32 个 试验 的 2*-? 分 式 析 因 设计 有 很 高 的 使 用 价值 . 表 8.28 列 
出 了 这 些 设 计 , 指出 了 : 做 各 类 筛选 实验 时 ， 按照 有 多 少 个 因子 应 使 用 哪 一 个 设计 . 例如 做 16 
个 试验 的 设计 ， 四 因子 的 应 是 完全 析 因 设计 , 五 因子 的 是 1/2 分 式 设 计 , 68 个 因子 的 是 分 辨 度 
为 以 的 分 式 设计 , 9 ~ 15 因子 的 是 分 辩 度 为 [的 设计 . 所 有 这 些 设 计 都 可 以 用 本 章 讨论 的 方法 
来 构造 ， 而 且 其 中 许多 设计 的 别名 结构 已 列 在 附录 的 表 X n. 


8.9 HB E E 


8.1 ERAH 6.7 记述 的 化 学 过 程 生产 改进 实验 中 . 假设 只 能 做 24 设计 的 1/2 分 武 设计 . 构造 这 一 设计 ， 
并 用 重复 1 的 数据 进行 统计 分 析 . 

8.2 假设 在 思考 题 6.15 中 , 只 能 做 24 设计 的 1/2 分 式 设计 . 构造 这 一 设计 , 并 用 重复 1 的 数据 进行 统计 
art. 

8.3 ”考虑 例 6.1 所 述 的 等 离子 蚀刻 实验 ， 假定 只 可 以 做 1 /2 分 式 设 计 . 建立 此 设计 并 分 析 数 据 . 

8.4 思考 题 6.24 提 到 一 个 关于 集成 电路 生产 过 程 的 过 程 改进 研究 . 假定 只 可 以 做 8 次 试验 ， 建 立 一 怡 当 
的 295-7? 设计 , 并 求 出 别名 结构 . 用 思考 题 6.21 的 数据 作为 此 设计 的 观测 值 ,估计 因子 效应 . 你 能 得 
出 什么 结论 ? 

8.5 (SPA 8.4) 假 设 你 已 做 完了 思考 题 8.4 中 的 25-2 设计 的 8 个 试验 . 为 了 识别 出 感 兴趣 的 因子 效 
应 , 需 附 加 什么 试验 ?在 组 合 的 设计 中 , 别名 关系 是 什么 ? 

8.6 R. D. Snee (“Experimenting with a Large Number of Variables”, Ezperiment in Industry: Design, 
Analysis and Interpretation of Results, R. D. Snee, L. B. Hare and J. B. Trout, Editors, ASQC, 
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8.7 


8.8 


1985) 描述 了 一 个 实验 , 是 了 = ABCDE 的 257! 设计 , 用 来 研究 5 个 因子 对 一 种 化 学 产品 的 颜色 
的 效应 . 这 5 CATE: A= 溶剂 /反应 物 、 B= 催化 剂 / 反 应 物 、C= 温度 、D= 试剂 纯度、 五 = 试 
mim PH (&. 所 得 结果 如 下 . 

e= —0.63 d —6.79 a-—2.51 ade—5.47 b= —2.68 bde = 3.45 abe = 1.66 

abd = 5.68 c-— 2.06 cde = 5.22 ace = 1.22 acd — 4.38 bece = —2.09 

bcd = 4.30 abc = 1.93 abede = 4.05 
(a) 画 出 效应 的 正 态 概率 图 ,哪些 效应 是 积极 的 ? 
(b) 计算 残 差 . 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 以 及 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 . 评论 这 些 图 形 . 
(c) 如 果 有 因子 可 忽略 , 把 25-1 设计 压缩 成 只 是 关于 积极 因子 的 完全 析 因 设计 . 评论 所 得 的 设计 并 

解释 结果 . 

在 Journal of Quality Technology (Vol. 17, 1985, pp.198—206) E, Pignatiello 和 Ramberg 的 
一 篇 论文 描述 了 有 重复 的 分 式 析 因 设计 , 研究 5 BIETOSHÁACAE E RH E] 3E EI LEE RE REIR RE, 这 些 因子 
为 : A= 炉 温 、 B= 加 热 时 间 、C= 传递 时 间 、 品 = 保持 时 间 、 E= SER. Seg XOU: 


he 


A B C D E 自由 高 度 
— x B =z Z 7.78 7.78 7.81 
EM = 一 十 一 8.15 8.18 7.88 
_ Ea - 下 S 7.50 7.56 7.50 
十 下 z e 7.59 7.56 7.75 
» E E? jr z 7.54 8.00 7.88 
十 十 - 7.69 8.09 8.06 
- 下 + - 7.56 7.52 7.44 
4 十 十 十 = 7.56 7.81 7.69 
_ " 十 7.50 7.25 7.12 
F Z = 4 4 7.88 T.88 7.44 
x 十 - 4 -+ 7.50 7.56 7.50 
4 FD = m $ 7.63 7.75 7.56 
— 4 十 十 7.32 7.44 7.44 
十 E 十 m" d 7.56 7.69 1.62 
B m i e 4 7.18 7.18 7.25 
+ + + + d 7.81 7.50 7.59 


a) 写 出 这 个 设计 的 别名 结构 , 这 个 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 
(b) 分 析 这 些 数据 . 是 什么 因子 影响 了 平均 自由 商 度 ? 
) 对 每 个 试验 计算 自由 高 度 的 极 差 和 标准 差 , 有 迹 银 表 明 这 些 因子 中 的 哪些 因子 影响 自由 高 度 的 变 
异性 吗 ? 
(d) 分 析 此 实验 的 残 差 , 并 评论 你 的 发 现 . 
(e) 这 是 一 个 有 5 个 因子 16 个 试验 的 最 好 设计 吗 ? 具体 说 就 是 , 你 能 否 找 出 一 个 有 5 个 因子 16 个 
试验 的 分 式 设计 比 这 一 设计 具有 更 商 的 分 辨 度 ? 
fEIndustrial and Engineering Chemistry 上 的 一 篇 论文 ("More on Planning Experiments to 
Increase Research Efficiency", 1970, pp. 60-65) 中 , 用 25-2 设计 研究 A= 冷凝 温度 B= 材料 


1 的 量 , C= JOE. D=- 凝结 时 间 以 及 E= 材料 2 的 量 等 因子 对 产量 的 影响 . 结果 如 下 
e = 23.2. ad= 16.9 cd=23.8 bde = 16.8 
ab = 15.5 bc—16.2 ace —23.4 abcde = 18.1 


amm, 


Gm, 


C 


286 


第 8 章 二 水 平分 式 析 因 设计 


8.21 


8.22 


8.23 


(a) 证 实 设 计 所 用 的 生成 元 是 T= ACE M I = BDE. 

(b) 写 出 这 个 设计 的 完全 定义 关系 和 别名 . 

(c) fév ER. 

(d) 写 出 方差 分 析 表 . 证 明 AB 和 AD 交互 作用 可 用 作 误 差 . 

(e) 画 出 残 差 对 拟 合 值 的 图 形 . 并 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 . 评论 这 些 结果 . 

考虑 思考 题 8.7 的 答 片 实验 .假设 在 制造 筑 片 时 因子 E (Hn) 非常 难于 控制 . 为 了 尽量 减少 自 

由 高 度 的 变异 性 , 不 管 使 用 什么 济 火 油 温 ， 你 将 怎样 设置 因子 A, B,C, D 的 水 平 ? 

选取 两 个 四 因子 交互 作用 作为 独立 生成 元 构造 一 个 27-2 设计 . 写 出 此 设计 的 完全 别名 结构 ， 列 出 方 

差分 析 表 . 这 个 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 

考虑 思考 题 6.24 中 的 25 设计 . 假定 只 能 做 1/2 分 式 设计 实验 . 而 且 , 取得 16 个 观测 值 需要 两 天 , 这 

就 需 用 二 区 组 的 25—1 混 区 设计 . 构造 此 设计 并 分 析 这 些 数据 . 

分 析 恩 考题 6.26 中 的 数据 , 把 它 作 为 来 自 一 个 了 = ABCD 的 225! 设计 . 把 此 设计 投影 到 一 个 原先 

四 因子 的 显著 因子 子 集 的 完全 析 因 设计 中 ， 

H I= -ABCD 重 做 思考 题 8.12. 用 备 选 分 式 设计 是 否 改变 了 你 对 数据 的 解释 ? 

将 例 8.1 中 的 21v ”设计 投影 为 因子 A 和 B 的 一 个 有 两 次 重复 的 22 设计 . 分 析 数 据 并 写 出 结论 ， 

构造 一 个 20,7 WW, 如 果实 施 了 此 设计 的 完全 折 秋 设计, 确定 可 被 估计 的 效应 . 

构造 一 个 201^ Wi, 如 果实 施 了 此 设计 的 完全 折 和 设计, 确定 可 被 估计 的 效应 . 

考虑 思考 题 8.15 中 的 2771” 设 计 . 车 此 设计 的 第 二 个 分 式 设计 是 取 因 子 A 的 反 号 试验 DUE RES 

计 的 效应 . 

HER 8.19 中 的 2Ti7” 设 计 得 到 一 个 八 因 子 设计 . 证 实 所 得 设计 是 一 个 2y ”设计 . 这 是 最 小 的 设 

Wm? 

UU 21^ WERBEBITRATST- EG. 证 实 所 得 设计 是 一 个 2v ”设计 . 将 此 设计 和 表 8.10 的 

2v 设计 进行 比较 . 

一 个 工业 工程 师 用 库存 系统 的 蒙特 卡 罗 模 拟 模型 进行 了 一 次 实验 ,她 的 模型 的 独立 恋 量 是 订 货 量 (A). 

再 订购 点 (B). EERE (C)、 预 订货 价 (D), IDERE (E). 为 了 节省 计算 机 的 时 间 ， 她 决定 用 

I = ABD Wi I = BCE 的 271” 设计 来 研究 这 些 因 子 ， 所 得 结果 为 : de = 95, ae = 134, b = 158, 

abd — 190, cd — 92, ac — 187, bce — 155, abcde — 185. 

(a) 证 实 给 出 的 处 理 组 合 是 正确 的 ， 假定 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 , 估计 这 些 效 
应 . 

(bj 假定 和 第 一 个 分 式 设 计 相 加 的 第 二 个 分 式 设计 是 ，ade = 136, e — 93, ab — 187, bd — 153, 

acd = 139, c = 99, abce = 191, bede = 150. 这 第 二 小 分 式 设 计 是 怎样 求 得 的 ? 将 这 些 数 据 添 

加 到 原来 的 分 式 设计 中 , 估计 效应 , 

假定 进行 了 试验 的 分 式 设计 是 abe = 189, ce = 96, bed = 154, acde = 135, abe — 193, 

bde — 152, ad = 137, (1) = 98. 怎样 求 得 这 一 分 式 设计 ? 将 这 些 数据 添加 到 原来 的 分 式 设 计 中 ， 

信 计 效应 . 

构造 一 个 25 1 设计 . 说 明 此 设计 是 怎样 实施 在 两 个 区 组 中 的 , 每 区 组 有 8 小 试验 , 有 主 效应 或 二 因 

子 变 互 作用 与 区 组 相 混杂 吗 ? 

构造 一 个 2 ”设计 , 说 明 此 设计 是 怎样 实施 在 4 个 区 组 中 的 , 每 区 组 有 8 个 试验 , 有 主 效应 或 二 因 

TS B ERI S De HU Aen ? 

2 ”的 非 正规 分 式 设计 [John(1971)]. 考虑 一 个 24 设计 . 必须 估计 4 个 主 效应 和 6 个 二 因子 交互 作 

用 , 但 不 能 进行 完全 24 析 因 设计 实验 ， 最 大 可 能 的 区 组 大 小 含有 12 个 试验 这 19 个 试验 可 以 由 

I = ŁAB = ŁACD = XBCD 定义 的 , 由 4 个 1/4 分 式 设计 中 的 3 个 (去 掉 主 分 式 ) 来 完成 . d 

定 可 忽略 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 ， 为 了 估计 所 需 的 效应 ， 应 该 怎样 把 除去 主 分 式 设计 后 
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8.25 


留 下 的 3 个 24-2 分 式 设 计 组 合 起 来 ? 这 设计 可 看 作为 一 个 3/4 分 式 设计 . 

精炼 过 程 使 用 的 碳 阳 极 在 环形 炉 内 被 殿 烤 . 在 炉 内 进行 一 项 实验 来 确定 哪些 因子 影响 烘 烤 后 粘 在 阳极 
上 的 粘贴 材料 的 重量 ,考虑 6 个 变量 , 每 个 有 两 个 水 平 : A= 树脂 / 细 石 比 (0.45, 0.55), B= 粘贴 材 
料 类 型 (1, 2), C= 粘贴 材料 温度 (Soli, 325), D= PARAE (内 部 , 外 部 ), E= 槽 温 (室温 ，195)， 
F= 粘贴 前 的 搁置 时 间 (0, 24 小 时 ). 做 一 个 2679 设计 , 在 每 一 设计 点 做 3 次 重复 . 粘 在 阳极 的 粘贴 
材料 的 重量 用 克 为 单位 测量 . 依 实 验 顺 序 所 得 的 数据 如 下 . 


abcdef = (1 275,976,1 457); 
def — (1 320,1 156, 913); 


be = (1 217,1 201,890); 
cd — (765, 705, 821); 


abd — (984, 826, 936); 
af — (1 474,1 164, 1 541); 


ace — (1 338,1 254,1 294); 


我 们 希望 粘 附 的 粘贴 材料 重量 最 小 . 

(a) 证 明 此 8 次 试验 对 应 于 一 个 29.9 设计 , 别名 结构 是 什么 ? 

(b) 用 平均 重量 作为 一 个 响应 , 哪些 因子 是 有 影响 的 ? 

(c) 用 重量 的 极 差 作 为 一 个 响应 , 哪些 因子 是 有 影响 的 ? 

(d) 你 会 向 工程 师 建 议 些 什么 ? 

一 半导体 制造 三 进行 有 16 个 试验 的 实验 ,用 来 研究 6 个 因子 对 所 生产 的 基层 设备 查 曲 诬 的 效应 . 这 
6 个 变量 及 其 水 平 如 下 : 


bcf = (1 325,1 299,1 253) 


试验 层 压 温度 层 压 时 间 层 压 压力 燃烧 温度 燃烧 周期 燃烧 露点 
1 55 10 5 1 580 17.5 20 
2 75 10 5 1 580 29 26 
3 55 25 5 1 580 29 20 
4 75 25 5 1 580 17.5 26 
5 55 10 10 1 580 29 26 
6 75 10 10 1 580 17.5 20 
7 55 25 10 1 580 17.5 26 
8 75 25 10 1 580 29 20 
9 55 10 5 1 620 17.5 26 
10 75 10 5 1 620 29 20 
11 55 25 5 1 620 29 26 
12 75 25 5 1 620 17.5 20 
13 55 10 10 1 620 29 20 
14 75 10 10 1 620 17.5 26 
15 55 25 10 1 620 17.5 20 
16 75 25 10 1 620 29 26 


每 个 试验 重复 做 4 次 , 浏 量 基层 的 弯曲 度 . 数据 如 下 : 

(a) 本 实验 用 了 哪 一 类 设计 ? 

(b) 此 设计 的 别名 关系 是 什么 ? 

(c) 哪些 过 程 变量 影响 平均 弯曲 度 ? 

(d) 哪些 过 程 变 量 影响 弯曲 度 的 变异 性 ? 

(e) 如 果 尽 可 能 减 小 弯曲 度 是 重要 的 , 你 会 提出 什么 建议 ? 
ER 


试验 弯曲 度 总 和 均值 . 
1 2 3 4 (107^in/in) — (107^ in/in) 
1 0.01067 0.0128 0.0149 0.0185 629 157.25 24.418 
2 0.006 2 0.006 6 — 0.004 4 0.002 0 192 48.00 20.976 
3 0.0041 0.0043 0.0042 0.0050 176 44.00 4.083 
4 0.007 3 | 0.0081 0.0039 0.0030 223 55.75 25.025 
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( 续 ) 
试验 25 i RE 总 和 均值 | 标准 差 
1 2 3 4 (107?in/in) — (10-^in/in) 
5 | 00047  Á 0.0047 0.0040 0.0089 223 55.75 22.410 
6 |— 00219 0.0258 00147 0.0296 920 230.00 63.639 
7 0.0121 0.0000 0.0092 0.0086 389 97.25 16.029 
8 | 0.0055  Á 0.0050 0.0226 0.0169 900 225.00 39.42 
9 0.0032 0.0023 0.0077 0.006 9 201 50.25 26.725 
10 | 0.0078 0.0158 0.0000 0.0045 341 85.25 50.341 
11 0.0043 0.0027 0.0028 0.0028 126 31.50 7.681 
12 0.0186 — 0.0137 0.0158 0.015 9 640 160.00 20.083 
13 0.010 — 0.0086 0.0101 0.0158 455 113.75 31.12 
14 0.0085 0.0109  À 0.0126 0.0071 371 92.75 29.51 
15 0.055 0.0158 00145 0.0145 603 150.75 6.75 
16 0.00093 0.0124 0.0110 0.0133 460 115.00 17.45 


8.26 HSIREBLCOGAURWREMEE E. Xj fk SUBE S Hob SERE ROC DTE, 平均 涂 层 厚度 和 涂 层 
厚度 的 变异 性 对 下 一 道生 产 工序 有 重要 的 影响 . 该 实验 有 6 个 变量 , 这 些 变量 和 及 其 高 低 水 平 如 下 ， 


B T 低 水 平 高 水 平 


最 终 自 旋 速 度 7 350 转 / 分 6 650 转 / 分 
加 速度 5 20 
所 用 保护 材料 的 体积 3 cc 5 cc 
自 旋 时 间 l4s 65s 
保护 膜 烤 料 的 批 次 批 1 批 2 
排 气压 强 不 盖 mL 


实验 者 决定 用 2971 设计 , 并 在 每 一 片 硅 片上 读 取 3 个 涂 层 厚度 数据 , 这 些 数据 如 表 8.37 Bom. 
(a) 证 实 这 是 一 个 26-1 设计 , 讨论 此 设计 的 别名 关系 . 

(b) 是 什么 因子 影响 平均 涂 层 厚度 ? 

(c) 因为 使 用 保护 材料 的 体积 对 平均 厚度 的 影响 很 小 , 这 对 生产 工程 师 来 说 是 否 有 重要 的 实 威 意义 ? 
(d) 将 该 设计 投影 到 仅 关 于 显著 性 因子 的 较 小 设计 中 , 用 图 形 显示 这 些 结果 , 这 有 助 于 说 明 问题 四 ? 
(e) 用 涂 层 厚 度 的 极 差 作为 响应 变量 . 是否 显 示 出 有 因子 影响 涂 层 厚 度 的 变异 性 ? 

(f) 你 给 工程 师 推荐 什么 条 件 来 进行 生产 ? 


表 8.37 思考 题 8.26 的 数据 
A C D E F 深层 厚度 


名 


试验 量 批 时 间 速度 可 速度 x 左 中 间 右 平均 — HX 
1 5 #2 l4 7350 5 ^ii 4531 4531 4515 4525.7 16 
2 5 diti 6 7 350 5 ^t 4446 4464 14428 4448 36 
3 3 diti 6 6650 5 不 4452 4490 4452 4464.7 38 
4 3 #2 14 7350 20 不 六 4316 4328 4308 43173 20 
5 3 dti 14 7350 5 ^i 4307 4295 4289 4297 18 
6 5 #1 6 6 650 20 Am 4470 4492 4495 4485.7 25 
7 3 diti 6 7 350 5 iiL 4496 4502 4482 44933 20 
8 5 #2 14 86650 20 ^i 4542 4547 4538 45423 9 
9 5 dtl 14 86650 5 ^i 4621 4643 4613 4625.7 30 
10 3 


Jt 1 l4 6 650 5 iL 4653 4670 4645 4656 25 
M MU O00 S 79 


ji 2 14 6 650 5 mE 4653 4685 4665 4667.7 32 


32 jit 2 6 650 5 ^x; 4683 4 712 4677 4690.7 35 
———————————————BMÉÓÉÉÓÉolLs $85 5097 — 35. 


8.27 作者 的 两 个 朋友 Harry 和 Judy Peterson-Nedry 在 俄 勒 网 的 Newberg 有 一 座 葡萄 园 和 一 个 酿酒 厂 . 
他 们 种 植 了 几 种 不 同 的 葡萄 并 酿造 葡萄 酒 . 他 们 在 酿酒 生产 中 将 析 因 设 计 用 于 生产 工艺 和 产品 的 改进 . 
本 问题 描述 了 对 他 们 的 1985 年 黑 比 谱 葡 萄 所 做 的 实验 . 在 这 个 实验 中 最 初 用 到 了 8 个 变量 , 变量 


(&) 

A B C D E F ik ERE 

试验 E — 批 时 间 速度 加 速度 — 0x Ls rH fa] 右 平均 x 
11 3 fdt2 14 6650 20 mL 4480 4486 4470 4478.7 16 
12 3 #1 6 7 350 20 ^uuA4221 4233 4217 4223.7 16 
13 5 dii 6 6 650 5 mE 4620 4641 4619 4626.7 22 
14 3 批 1 6 6 650 20 mE 4455 4480 4466 4467 25 
15 5 #2 14 7350 20 iL 4255 4288 4243 4262 45 
16 5 #2 6 7 350 5 mE 4490 4534 4523 4515.7 44 
17 3 #2 14 7350 5 ml 4514 4551 4540 4535 37 
18 3 #1 14 6650 20 ^H 4494 4 503 4496 4 497.7 9 
19 5 批 2 6 7350 20 ^ii 4293 4306 4302 43003 13 
20 3 #2 6 7 350 5 ^u 4534 4545 4512 4530.3 33 
21 5 #1 14  Á 6650 20 ME 4460 4457 4436 4451 24 
22 3 #2 6 6 650 5 wE 4650 4688 4656 4664.7 38 
23 5 #1 14 7350 20 ^u 4231 4244 4230 4235 14 
24 3 #2 6 7 350 20 iL 4225 4228 4208 42203 20 
25 5 批 1 14 7350 5 E 4381 4391 4376 43827 15 
26 3 #2 6 6 650 20 Am 4533 4521 4511 4521.7 22 
27 3 #1 14 7350 20 mL 4194 4230 4172 41987 58 
28 5 #2 6 6 650 5 ^mm 4666 4695 4072 4677.7 29 
29 5 #1 6 7 350 20 zl. 4180 4213 4197 4196.7 33 
30 5 #2 6 6 650 20 mil 4465 4496 4463 4474.7 33 

5 
3 


如 下 : 
变 量 低 水 平 (—) 高 水 平 (+) 
A= 在 比 诺 无 性 系 W (Pommard) 威 登 斯 维尔 (Wadenswil) 
B= 橡木 类 型 阿里 耶 型 特 朗 赛 型 
C= Hab B 新 
D= 触媒 剂 : 酵母 片 / 皮 酒 砷 香槟 酒 蒙特 拉 酒 类 
E= H 无 全 部 
F= 桶 的 烘 烤 轻 度 HH RE 
G= 整 串 X 10% 
H= 发 酵 温 度 低 (最 高 75°F) 高 (最 高 92°F) 


他 们 决定 用 16 次 试验 的 2T7 ! 设计 . 葡萄 酒 由 一 个 专家 组 在 1986 年 3 月 8 号 进行 品尝 检测 . 
每 位 专家 将 所 品尝 的 16 个 葡萄 酒 样本 排序 , 序号 为 1 的 酒 是 最 好 的 ， 此 设计 和 品尝 专家 小 组 的 结论 
见 表 8.38. 
(a) Harry 和 Judy 选用 的 设计 的 别名 关系 是 什么 ? 
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(b) 


用 平均 序号 (y) 作为 啊 应 变量 , 分 析 这 些 数据 并 得 出 的 结果 . 你 会 发 现 , 检查 效应 估计 量 的 正 态 
慨 率 图 是 有 帮助 的 , 

用 序号 的 标准 差 (或 某 一 恰当 的 变换 , 例如 Ins) 作为 响应 变量 .关于 8 个 变量 对 葡萄 酒 质量 的 
变异 性 的 效应 , 可 以 得 到 什么 结论 ? 

看 过 结果 后 , 他 们 认为 专家 组 中 有 一 成 员 (DCM) 对 啤酒 懂得 的 要 比 葡 萄 酒 多 ,所 以 他 们 决定 去 
掉 他 的 评定 结果 . 这 样 做 会 对 (b) 和 (e) 所 得 的 结果 与 结论 产生 什么 影响 ? 


(e) 假设 在 实验 刚 开 始 前 ，Harry 和 Judy 发 现在 法 国 订购 的 用 来 做 实验 的 8 只 新 桶 没有 按时 到 达 ， 
所 有 16 个 试验 都 只 好 用 旧 桶 做 实验 , 如 果 他 们 就 从 设计 中 去 掉 列 e, 这 一 点 会 对 设计 的 别名 关 
系 有 怎样 影响 ? 他 们 需要 从 头 开始 并 构造 新 的 设计 吗 ? 

(f) Harry 和 Judy 根据 经 验 知道 , 某 些 处 理 组 合 不 可 能 产生 好 的 结果 . 例如 , 让 8 个 变量 都 处 于 高 
水 平 来 做 实验 时 , 一 般 会 得 到 低 度 的 葡萄 酒 , 这 一 点 在 1986 年 3 月 8 日 的 郧 尝 实 验 中 得 到 证 实 . 
他 们 想 用 这 相同 的 8 个 变量 对 1986 的 黑 比 诺 葡萄 做 了 一 个 新 的 设计 , 但 是 他 们 不 想 要 8 个 因 
子 都 处 于 高 水 平 的 那个 试验 . 你 会 建议 用 什么 设计 呢 ? 

表 8.38 葡萄酒 品尝 实验 的 设计 与 数据 
试验 变量 专家 小 组 排序 统计 指标 
A B C D EÉEFGIHH HPN JPN CAL DCM RGB y 8 
1 - 一 一 — 一 >» 12 6 13 10 T 9.6 3.05 
2 二 一 一 一 一 十 十 十 10 7 14 14 9 10.8 3.11 
3 一 十 -一 十 一 十 十 14 13 10 li 15 12.6 2.07 
4 十 十 一 - + +- 9 9 T 9 12 9.2 1.79 
5 十 十 十 十 一 8 8 11 & 10 9.0 1.41 
B + 十 十 一 一 十 16 12 15 16 16 15.0 1.73 
了 一 + - 十 + 6 5 6 5 3 5.0 1.22 
8 + + + e — xe ES sm 15 16 16 15 14 15.2 0.84 
9 一 一 + + + 一 + 1 2 3 3 2 2.2 0.84 
10 + 一 一 十 十 一 十 - T 11 4 7 6 T0 2.55 
ll - + 一 十 一 十 十 一 13 3 8 12 & 8.8 3.96 
12 十 十 十 c = eÈ 3 ] 5 l 4 2.8 1.79 
13 一 - 十 十 一 + 十 2 10 2 4 5 4.6 3.29 
lå + 一 + + + = 4 4 l 2 l 2.4 1.52 
10 一 十 十 十 十 一 一 - 5 15 9 6 11 9.2 4.02 
十 十 


16 + + + + + + 11 l4 12 13 13 12.6 1.14 
——M————————————————ÉÉ—c2 MM T 


(a) 
(b) 
(c) 


(d) 
(e) 


E Quality Engineering 杂志 的 一 篇 论文 ("An Application of Fractional Factorial Experimental 
Designs", 1988, Vol.1, pp. 19-23) 中 , M. B. Kilgo 描述 了 一 个 实验 , 该 实验 用 于 确定 CO», 压强 
(A). CO2 温度 (B). 花生 的 湿度 (C). CO: 的 流速 (D) 和 花生 的 粒度 (E) 对 每 批 花生 中 油 的 总 产 
率 (y) 的 影响 . 她 使 用 的 因子 水 平 列 在 表 8.39 rh. 下 面 是 她 做 的 16 个 试验 的 分 式 析 因 实验 . 


所 用 是 什么 类 型 的 设计 ? 确定 该 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 

信 计 因子 的 效应 , 并 用 正 态 概率 图 初步 识别 出 重要 因子 

用 恰当 的 统计 分 析 方 法 , 对 (b) 中 所 找 出 的 对 花生 油 总 产 率 有 显著 性 影响 的 因子 ， 并 进行 假设 检 
验 . 

以 识别 出 的 重要 因子 为 回归 项 , 拟 合 一 个 可 以 预测 花生 油 总 产 率 的 模型 

分 析 此 实验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 


8,29 


550 
415 
990 
415 
550 


8.9 X 

C D 
5 60 
5 60 
5 60 
60 

15 60 
15 60 
15 60 
15 60 


表 8.30 — LEN 8.28 的 实验 的 因子 水 平 


A B C D E 
415 25 5 40 1.28 
550 25 5 40 405 
415 95 5 40 4.05 
550 95 5 40 1.28 
415 25 15 40 4.05 
550 25 15 40 1.28 
415 9% 15 40 1.28 
550 95 15 40 405 

A B 

规范 水 平 ”压强 (105 帕 ) ”温度 (C) 
| 415 25 
1 550 95 


WEE {重量 百分比 ) 


C 


J 
] 


Cn 


D 


流速 ( 升 / 分 钟 ) 


40 
60 


E y 
4.05 23 
1.28 TÀ 
1.28 80 
4.05 33 
1.28 63 
4.05 2] 
4.05 i4 
1.28 96 

E 
粒度 (mm) 
1.28 
4.05 


TH CES RIBIRGET ETSI BDLRHBERTT —T X MEBBLHEARUS Dg Eu SENS, LAEN 10 
个 因子 16 次 试验 的 分 式 析 因 设 计 . D. Becknell 的 论文 “Evaporative Cast Process 3.0 Liter Intake 
Manifold Poor Sandfill Study" (Fourth Symposium on Taguchi Methods, American Supplier 
Institue, Dearborn, MI, 1986, pp. 120—130) 描述 了 该 实验 . 实验 目的 就 是 确定 10 个 因子 中 哪些 
因子 对 铸件 的 次 品 率 有 影响 . 这 个 设计 和 各 个 试验 观测 到 的 合格 铸件 比例 p 列 在 表 8.40 中 . 这 是 一 个 
分 辩 度 为 ][ 的 分 式 设 计 , ERTA: E = CD, F = BD, G = BC, H = AC, J = AB, K = ABC. 
假设 在 设计 的 每 个 试验 中 生产 的 铸件 数目 都 为 1 000. 


试验 A B C 


1 

2 T 
3 = 
4 F 
5 : 
6 十 
7 Es 
8 T 
9 — 
10 F 
11 -— 
12 十 
13 

l4 + 
15 


16 + 


3X 8.40 MEHELE 
D E F G H J K p 

- -= + + + + + 一 0.958 
- =- — + + + = he 5000 
+ - - + - - + - + 0977 
+ - + 一 - + — OT 
- + -— +4 - + + 0.958 

+ 一 =- + - + - 0958 
+ + - >- du — 0.813 
+ + 一 - + + + + 0.906 
- = + - + + + - 0.679 
E. Es We. ce + 一 + 0.781 
+ + 一 + 一 + + 1000 
+ - + - + — + - 0.896 
- + + + - - - + + 0958 
- + + + 一 + 一 0.818 
+ + + + + + oe - 0.841 
+ + + + + + + + + 0955 


arcsin yọ F&T 的 改进 


1.364 
1.571 
1.419 
1.077 
1.364 
1.364 
1.124 
1.259 
0.969 
1.081 
1.571 
1.241 
1.364 
1.130 
1.161 
1.357 


1.363 
1.555 
1.417 
1.076 
1.363 
1.363 
1.123 
1.259 
0.968 
1.083 
1.556 
1.242 
1.363 
1.130 
1.160 
1.356 


Í6 ese dodge de spe ook ck s085  195f. — 24558 o 
(a) 找 出 这 个 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 


(b) 估计 因子 的 效应 , 并 用 正 态 概 率 图 初步 识别 出 重要 因子 . 
(c) 用 上 面 (b) 中 所 识别 出 的 因子 拟 合 恰当 的 模型 
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8.30 


(d) 画 出 模型 关于 预测 铸件 合格 率 的 残 差 图 ， 并 画 出 残 差 的 正 态 概 率 图 评价 模型 适 人 台 性 . 
(e) Æ (d) 中 你 应 该 注意 到 响应 的 方差 并 非常 数 这 一 信息 . (考虑 到 响应 是 比例 值 , 你 也 应 该 能 估计 到 
这 点 .) 先前 的 表格 也 列 出 了 p 的 一 个 变换 一 一 arcsin 的 平方 根 变 换 , 它 是 一 个 广 活用 于 比例 数 
据 的 稳定 方差 变换 (参见 第 3 章 中 关于 稳定 方差 的 讨论 ), 用 这 种 变换 后 的 响应 , 重 做 上 述 的 (a) 
到 (d), 并 评论 你 得 到 的 结果 . 特别 是 , 残 差 图 被 改进 了 吗 ? 
有 一 种 修改 的 反正 续 平 方 根 变换 , 它 是 由 Freeman 和 Tukey 提出 的 (“Transformations Related 
to the Angular and the Square Root. " Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, 1950, 
pp. 607~611),， 它 改进 了 关于 尾部 的 性 质 ，F&T 的 修改 为 : 

[arcsin Vna/(n + 1) + arcsin y {np + 1)/(n + 1)]/2 
用 这 个 变换 重 做 (a) 到 (d), 并 评论 你 得 到 的 结果 . (要 知 关 于 此 实验 的 一 个 有 趣 的 讨论 与 分 析 ， 
参见 S. Bisgaard 和 H. T. Fuller 的 “Analysis of Factorial Experiments with Defects or 
Defectives as the Response", Quality Engineering, Vol. 7, 1994-1995, pp. 429-443.) 
克莱斯勒 汽车 公司 的 工程 师 进 行 了 一 个 有 9 个 因子 16 次 试验 的 分 式 析 因 实 验 , P. I. Hsieh 和 D. E. 
Goodwin 的 文章 “Sheet Molded Compound Process Improvement" (Fourth Symposium on 
Taguchi Methods, American Supplier Institue, Dearborn, MI, 1986, pp. 13-21) 描述 了 这 个 
3E38. SEUG H (LEE RE LP RT TERCER PH BERI DG D f Be. 这 个 设计 ， 以 及 各 次 试验 中 观测 到 
的 缺陷 数 c, 列 在 表 8.41 中 ， 这 是 一 个 分 辨 度 为 [的 分 式 设 计 ， 生 成 元 为 . 万 二 BD, F — BCD, 
G — AC, H — ACD, J — AB. 


(f 


— 


表 8.41 1^ EACUS 


试验 A B C D E F G H J c ve F&T 的 改进 
——————————————ÉÓ—l.t. we  P&ITTMRWXXDO 
- - E + 56 748 7.52 


1 — E 十 一 
2 十 e ka 十 一 - 十 一 17 4.12 4.18 
3 = 十 一 一 十 十 一 h 2 1.41 1.57 
4 十 十 -~ — — + - 十 十 4 2.00 2.12 
9 — — 十 十 十 > 十 十 3 1.73 1.87 
6 十 十 + 十 十 - - 4 2.00 2.12 
了 一 + + = = = - 十 一 5D 7.07 T.12 
8 RE 十 十 d 加 e RE 一 十 P 1.41 1.57 
9 一 - 十 十 十 十 十 1 1.00 1.21 
10 十 -= - 十 = 十 一 - - 0 0.00 0.50 
11 — 十 - 十 十 = + + - 3 1.73 1.87 
12 十 十 一 十 十 -— z — 十 12 3.46 3.54 
13 = — 十 十 = = z: = 十 3 1.73 1.87 
l4 + - + 十 一 一 十 十 - 4 2.00 2.12 
15 十 4 十 十 十 一 - Q 0.00 0.50 
+ + + + 0 0.50 


E 
e 
十 | 
十 
十 
十 
十 og 
d 
S 


(a) 找 出 这 个 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 

(b) 信 计 因子 的 效应 , 并 用 正 态 概率 图 初步 识别 出 重要 因子 . 

(c) HEH (b) 中 所 识别 出 的 因子 拟 合 恰当 的 模型 

(d) 夯 出 关于 模型 预测 缺陷 数 的 残 差 图 并 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 ， 评价 模型 的 适合 性 . 

(e) 在 (d) 中 你 应 该 注意 到 响应 的 方差 并 非常 数 这 一 信息 . (考虑 到 响应 是 计数 型 变量 , 你 也 应 该 能 估 
计 到 这 点 .) 先前 的 表格 也 列 出 了 c 的 一 个 变换 平方 根 变换 , 它 被 广泛 用 于 计数 型 数据 的 
方差 稳定 变换 (参见 第 3 章 中 关于 稳定 方差 的 讨论 ). 用 这 变换 后 的 响应 , 重 做 上 述 的 (a) 到 (d), 
并 评论 你 得 到 的 结果 . 特别 是 , 残 差 图 被 改进 了 吗 ? 

(f) 有 一 种 修改 的 平方 根 变换 , 它 是 由 Freeman 和 Tukey 提出 的 (“Transformations Related to 
the Angular and the Square Root,” Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, 1950, pp. 
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607.611), 它 改进 了 原先 的 性 能 . FET 对 平方 根 变 换 的 修改 为 : 
| Ve - Vc 4-1]/2 


用 这 个 变换 重 做 (a) 到 (dj， 并 评论 你 的 结果 . (要 知 关 于 此 实验 的 一 个 有 趣 的 讨论 与 分 析 ， 请 
参见 5. Bisgaard 和 H. T. Fuller 的 “Analysis of Factorial Experiments with Defects or 
Defectives as the Response", Quality Engineering, Vol. 7, 1994-1995, pp. 429-443.) 
8.31 为 了 研究 6 个 因子 对 于 晶体 管 增益 的 影响 ,一 个 半导体 工厂 进行 了 一 个 实验 . 该 实验 选择 的 设计 是 下 
面 的 297^ Wh: 


标准 序号 试验 序号 A B C D E F 增益 
I 2 : e - - - 1 455 
2 8 F = 7 " 十 - 1511 
4 9 + + = : » F 1 596 
5 3 - - t t T 1 430 
6 14 4 - 十 一 十 1 481 
7 11 - 十 十 - - - 1 458 
8 10 + + + e 十 - 1 549 
9 15 - - - 4 - 4 1 454 
10 13 十 - - 十 十 十 1 517 
11 1 一 4 - 4 4- = 1 487 
12 6 4 十 - 十 一 z 1 596 
13 12 - - 4- 十 十 1 446 
14 4 十 一 十 十 - 1 473 
15 7 - 十 十 十 - 4 1 461 
16 16 4 十 十 十 十 1 563 


(a) 用 效应 的 正 态 概率 图 识别 显著 的 因子 . 
(b) 对 (a) 中 识别 出 的 显著 因子 作 合 适 的 统计 检验 . 
(c) 分 析 残 差 并 评论 你 的 发 现 . 
(d) 你 能 找 出 一 组 使 产品 增益 在 1 5004025 内 的 运行 条 件 吗 ? 

8.32 热处理 常用 于 碳化 金属 零件 ,如 齿轮 . 碳化 层 的 厚度 是 该 工序 的 关键 输出 变量 它 通常 对 齿轮 的 具 距 
(CARRAR) 进行 碳 分 析 来 测量 ， 此 27 ”设计 要 研究 6 个 因子 : A= 炉 温 , B= 循环 时 间 , C= 1X 
WE, D= 碳化 持续 时 间 , E= 扩散 循环 的 碳 浓 度 , F= 扩散 循环 的 持续 时 间 ， 实 验 结果 如 表 中 所 列 


—— e Ar ——MMÓÁ e ħÃõ 
标准 序号 试验 序号 A B C D E F UE 


1 5 i = = = - - 74 
2 7 F ^ E - E - 190 
: 8 E p E z + E 133 
4 2 十 二 Š - + 127 
5 10 » 十 十 十 115 
6 12 十 - 十 - - 十 101 
16 F $ = - - 54 
3 1 F + F = + - 144 
9 6 E - E 十 - -+ 121 
10 9 + - 4 十 十 188 
H 14 T S + + - 135 
外 d * > + - - 170 
13 11 : - 十 十 十 126 
14 3 + - 十 十 - 175 
15 15 - 十 十 十 十 126 
16 4 十 十 十 十 十 十 193 
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(a) 估计 因子 获 应 并 画 出 它们 的 正 态 概率 图 ,选择 一 个 初始 模型 . 
(b) 对 这 个 模型 进行 怡 当 的 统计 检验 . 
(c) 分 析 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 
(d) 解释 该 实验 的 结果 , 假定 需要 的 碳化 层 的 厚度 在 140 至 160 之 间 . 
8.33 L. B. Hare 的 一 篇 文 章 ("In the Soup: A Case Study to Identify Contributors to Filling Vari- 
ability", Journal of Quality Technology, Vol. 20, pp. 3643) 里 描述 了 一 个 用 于 研究 干 汤 料 包 的 
获 填 重量 变异 性 的 析 因 实验 ， 因 子 是 : A= 蔬菜 油 的 加 料 口 个 数 (1,2), B= 混合 物 的 环境 温度 ( 冷 ， 
WA) C= 混合 时 间 (60 $, 80 秒 ), D= 批 的 重量 (1 5001b, 2 000 Ib), E= 混 台 与 包装 的 间 踊 天 
数 (1, 7). 设计 的 每 个 试验 中 , 8 小 时 内 被 抽取 的 汤 料 包 数量 在 125 到 150 之 间 , 汤 料 包 重 量 的 标准 
差 作 为 啊 应 变量 设计 与 所 得 的 结果 见 下 表 . 
标准 序号 n z E D E. E 
混 料 口 温度 时 间 批 的 重量 搁置 时 间 标准 差 
— E 1.13 
2 + ES = E 十 1.25 
3 一 + - 十 0.97 
4 十 十 a - 1.7 
5 _ 十 zx 十 1.47 
6 十 - 十 - - 1.28 
T e F + - 1.18 
8 十 十 T T 0.98 
9 e i : 十 0.78 
10 十 - - 十 一 1.36 
11 e. 4 一 十 - 1.85 
12 十 十 = + + 0.62 
13 Z E: 4 十 1.09 
14 十 一 十 十 十 1.1 
15 十 + + + 0.76 
16 + + + + = 2.1 
C1 
(a) 这 个 估计 的 生成 元 是 什么 ? 
(b) 这 个 设计 的 分 辨 度 是 什么 ? 
(c) 估计 各 因子 效应 , 哪些 效应 是 大 的 ? 
(d) 残 差分 析 是 否 表 明了 采用 的 假定 有 问题 ? 
(e) 对 这 个 装填 工序 能 得 到 什么 结论 ? 
8.34 考虑 2r? 设计 . 
(a) 假设 通过 改变 列 B 的 符号 取代 改变 列 A 的 符号 , 折 杰 了 此 设计 ， 则 该 组 合 的 没 计 估计 的 效应 会 
有 什么 改变 ? 
(b) 假设 通过 改变 列 E 的 符号 取代 改变 列 4 的 符号 , HA TER, 则 该 组 合 的 设计 估计 的 效应 会 
有 什么 改变 ? 
8.35 考虑 2ry” 设 计 . 车 通过 改变 列 4 的 符号 折 又 此 设计 ， 确定 该 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 
8.36 考虑 思考 题 8.34 中 的 2773 设计 . 
(a) 考 通过 改变 列 B 的 符号 折 和 至 此 设计 ,确定 该 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 
(b) 比较 这 个 组 合 的 设计 与 问题 8.35 中 得 到 的 组 合 的 设计 的 别名 ， 改变 不 同 列 的 符号 会 导致 什么 不 
同 的 结果 ? 
8.37 考虑 21v ”设计 . 
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(a) 假设 此 设计 的 部 分 折 生 是 通过 列 4 (RRES) 得 到 , 决定 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 
(b) 取 列 4 的 负 号 来 定义 部 分 折 友 , 重 做 上 述 (a). 用 不 同 符号 定义 部 分 折 秋 是否 有 所 不 同 ? 

8.38 考虑 2D? 的 一 个 部 分 折 释 . 假设 这 个 设计 的 部 分 折 登 是 取 列 4 的 相反 符号 得 到 , 但 保留 的 8 个 试验 
RC 取 正 号 的 那些 试验 , 确定 该 组 合 设 计 别 名 关系 . 

8.89 考虑 2 二 《的 部 分 折 笃 . 假设 这 个 设计 的 部 分 折 委 是 由 列 A (REGIE S) 构造 的 ， 确 定 该 组 合 设计 的 
别名 关系 . 

8.40 考虑 294? BRA UL AR. 假设 这 个 设计 的 部 分 折 释 是 由 列 A (只 取 正 号 ) 构造 的 ， 确 定 该 组 合 设计 的 
别名 关系 . 

8.41 重新 考虑 例 8.1 的 24-1 设计 . 显著 因子 为 : A, OC, D, AC + BD, AD + BC， 找 出 能 使 交互 作用 
AC, BD, AD, BC 可 被 估计 的 部 分 折 得 设计 . 


第 9 章 ”三 水 平和 混合 水 平 析 因 设 计 


与 分 式 析 因 设 计 
本 章 网 要 

9.1 3* 析 因 设计 9.3 3* 析 因 设计 的 分 式 重复 
9.1.1 3* 设计 的 记号 和 引进 动机 9.3.1 3* 析 因 设计 的 i 分 式 设计 
9.1.2 32 设计 9.3.2 ”其 他 的 3*-»P 分 式 析 因 设 计 
9.1.3 33 设计 9.4 ”混合 水 平 的 析 因 设计 
9.1.4 一 般 的 3* 设计 9.4.1 二 水 平和 三 水 平 的 因子 

9.2 3* 析 因 设计 的 混 区 设计 9.4.2 二 水 平和 四 水 平 的 因子 
9.2.1 三 区 组 的 3* 析 因 设计 第 9 章 补 充 材 料 
9.2.20 ” 九 区 组 的 3* 析 因 设计 S9.1 3* 设计 的 Yates 算法 
9.2.3 3? 个 区 组 的 3* 析 因 设计 59.2 三 水 平和 混合 水 平 设计 中 的 别名 


第 6 章 至 第 8 草 讨论 的 二 水 平 析 因 设计 和 分 式 析 因 设 计 系列 广泛 应 用 于 工业 研究 与 开发 
有 时 会 使 用 这 些 设 计 的 某 些 推 广 和 变形 , 例如 所 有 因 于 都 为 三 水 平 的 设计 . 本 章 将 讨论 这 些 3* 
设计 . 我 们 还 将 考虑 某 些 因子 为 二 水 平 ， 为 一 些 因 子 为 三 水 平 或 四 水 平 的 设计 . 

9.1 3* 析 因 设计 
9.1.1 3* 设计 的 记号 和 引进 动机 

现在 讨论 3* 析 因 设计 , 也 就 是 , 有 上 天 个 因子 、 每 个 因子 有 3 个 水 平 的 析 因 设计 . 因子 和 交 
互 作用 将 用 大 写字 母 表示 . 我 们 把 因子 的 3 个 水 平 看 作 低 、 中 、 高 . 这 些 因子 水 平 可 用 几 种 不 同 
的 记号 表达 , 其 中 之 一 是 以 数字 0( 低 )、 (F) AA) 表示 因子 各 水 平 . 3* 设计 的 每 个 处 理 组 合 
H k TTET, 其 中 第 1 个 数字 表示 因子 4 的 水 平 , 第 2 个 数字 表示 因子 B 的 水 平 , .… , 第 
k 个 数字 表示 因子 K 的 水 平 . 例如 , 在 3? 设计 中 , 00 表示 对 应 于 A 和 B 都 处 于 低 水 平 的 处 理 
HE, 01 表示 对 应 于 A TIEKE. B 处 于 中 水 平 的 处 理 组 合 . 图 9.1 和 图 9.2 用 这 种 记号 分 
列 给 出 了 3” 和 33 设计 的 几何 表达 . 

这 一 记号 系统 也 可 用 于 前 面 介 绍 的 2^ 设计 , 只 要 分 别 用 0 和 1 代替 -1 和 十 1 即 可 .在 2 
RHF, 我 们 宁 课 用 士 1 记号 ， 因为 它 使 设计 的 几何 观点 变 得 更 为 方便 ， 而 且 它 可 以 直接 应 用 于 
回归 模型 、 区 组 化 以 及 分 式 析 因 设计 的 建构 . 

在 3^ 设计 系统 中 , 对 于 定量 因子 我 们 常 把 它们 的 低 、 中 、 高 水 平分 别 记 为 —1, 0, +1. 这 
便于 拟 合 响应 关于 因子 水 平 的 回归 模型 (regression model). 例如 , 考虑 图 9.1 中 的 3? 设计 , 设 
zi 表示 因子 A, zz 表示 因子 B. 响应 y RF zl 和 za 的 回归 模型 可 记 为 


y = fo + Bizi + Bara + Bioz ma + Buri + Bari +e (9.1) 
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注意 , 增加 因子 的 第 3 个 水 平 就 容许 响应 和 设计 因子 之 间 的 关系 用 二 次 函数 模拟 . 


2 


Ü 


] 
因子 4 
图 9.1 3? 设计 的 处 理 组 人 台 图 9.2 33 设计 的 处 理 组 合 


3* 设计 的 确 是 关心 响应 函数 弯曲 性 的 实验 者 的 一 个 可 能 选择 . 不 过 , 有 两 点 必须 考虑 : 

(1) 3* 设计 不 是 模拟 二 次 关系 最 有 效 的 方法 . 第 11 章 讨论 的 响应 曲面 设计 是 更 好 的 方法 . 

(2) 如 第 6 章 所 讨论 的 , 添加 中 心 点 的 2* 设计 是 得 到 弯曲 性 特征 的 极 好 方法 ， 它 容许 人 
们 把 设计 的 大 小 和 复杂 性 保持 在 低 的 程度 上 , 并 同时 得 出 一 些 针对 弯曲 性 的 保护 措施 . 因此 ,如 
果 弯 曲 性 很 重要 , 就 可 以 如 图 6.37 Bros, 在 二 水 平 设计 的 基础 上 增加 若干 轴 点 上 的 试验 (axial 
run) 来 获得 中 心 复合 设计 . 这 种 实验 的 序 贯 方法 比 带 有 定量 因子 的 3* 设计 的 效率 高 得 多 


9.1.2 32 设计 


3* 系统 中 最 简单 的 设计 是 3? 设计 , 它 有 两 个 因子 , 每 个 因子 有 3 个 水 平 . 此 设计 的 处 理 组 
合 见 图 9.1. 因为 有 3” — 9 个 处 理 组 合 , 所 以 这 些 处 理 组 合 间 有 8 个 自由 度 . 4 和 B 的 主 效应 
各 有 两 个 自由 度 , AB 交互 作用 有 4 个 自由 度 . 如 果 有 n 次 重复 , 则 有 37n — 1 个 总 的 自由 度 和 
3^(n — 1) 个 误差 自由 度 ， 

A, B, AB 的 平方 和 可 用 第 5 章 讨 论 的 关于 析 因 设计 的 通常 方法 来 计算 . 如 (9.1) 式 所 示 ， 
每 个 主 效应 可 表达 为 一 个 线性 分 量 和 一 个 二 次 分 量 , 每 一 分 量 都 是 单 自由 度 的 . 当然 , 这 只 在 因 
子 是 定量 的 时 候 才 有 意义 . 

一 因子 交互 作用 AB 可 用 两 种 方法 分 解 . 第 一 种 方法 是 把 AB 分 为 4 个 单 自由 度 的 分 量 
ABr», ABLxQ, ABoxr, 4Boxo. 这 些 分 量 分 别 可 通过 拟 合 项 Biaz122, Bia221z2, Durt to, 
Biy222172 得 到 , 并 已 在 例 5.5 中 作 了 具体 说 明 ， 对 于 刀具 寿命 数据 , 可 以 得 出 554Brxr = 8.00, 
SSAB, xo = 42.67, SSABoxr = 2.67, SSAng,g = 8.00. 因为 这 是 AB 的 正 交 分 解 ， 所 以 
SSAp 一 9946 + SSABLxG + SSABoOwxL + SSABoxo = 61.34. 

第 二 种 方法 基于 正 交 拉丁 方 . 考虑 例 5.5 中 各 处 理 组 合 下 数据 的 和 , 这 些 和 列 于 图 9.3 中 ， 
就 古方 形 内 图 起 来 的 数 , 两 个 因子 4 和 B 分 别 对 应 于 某 一 3x3 拉丁 方 的 行 和 列 . 图 9.3 是 两 
个 特定 的 、 又 加 了 单元 和 的 3x3 拉丁 方 . 

这 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 , 也 就 是 说 , 如 果 将 一 个 拉丁 方 看 在 另 一 拉丁 方 之 上 , 则 第 一 个 拉丁 
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方 的 每 一 个 字母 和 第 二 个 拉丁 方 的 每 一 个 字母 在 一 起 只 出 现 一 次 ， 拉丁 方 (a) 的 字母 总 和 是 
Q = 18, R = —2, S = 8, 其 平方 和 是 [18 十 (一 2)? 十 82]/(3)(2) — [24?/(9)(2)] = 33.34, 有 
两 个 自由 度 . 同 理 , ATA (b) 的 字母 总 和 是 Q = 0, R—6, S = 18, 其 平方 和 是 [02 + 6? 十 
187]/(3)(2) 一 [24?/(9)(2)] = 28.00, 有 两 个 自由 度 . 这 两 个 分 量 的 和 是 

33.34 + 28.00 = 61.34 = SSAg 


有 2 十 2 二 4 个 自由 度 . 


(a) (b) 
图 9.3 例 5.5 处 理 组 合 内 的 和 秋 加 在 两 个 正 交 的 拉丁 方 上 


一 般 地 , 由 拉丁 方 (a) 算得 的 平方 和 叫做 交互 作用 的 AB 分 量 , 由 拉丁 方 (b) 算得 的 平方 
和 叫做 交互 作用 的 AB? 分 量 . 分 量 AB 和 AB? 各 有 两 个 自由 度 . 之 所 以 使 用 这 一 专门 名 词 ， 
是 因为 , 如 果 分 别 用 zı 和 z2 记 4 和 B 的 水 平 (0, 1, 2) ， 则 会 发 现 单元 上 的 字母 服从 如 下 
规律 : 


拉丁 方 (a) 拉丁 方 (b) 
Q : zı z2 = 0 (mod 3) Q : zi + 22 = 0 (mod 3) 
It: zı T £2 1 (mod 3) S : z1 + 223 = 1 (mod 3) 
S :z1-- r2 = 2 (mod 3) R: tı + 2r2 = 2 (mod 3) 


例如 , 在 拉丁 方 (b) rh, 中 间 单 元 对 应 于 r = 1 zx。 二 1, FÆ zı +222 = 1+ (2 (1)=3 = 
0(mod 3), 从 而 Q 占据 正中 央 单 元 , 当 考虑 形 如 Ap 的 表达 式 时 , 为 方便 起 见 , 只 允许 第 一 
个 字母 的 指数 是 1. 如 果 第 一 个 字母 的 指数 不 是 1 的 话 , 则 将 整个 表达 式 平 方 , 然后 将 指数 按 模 
数 为 3 化 简 . 例如 , 42B 和 AB? 相同 , 因为 


A* B = (A! By = A* g? = Ag? 


AB 交互 作用 的 分 量 AB 和 分 量 AB? 没有 实际 意义 通 币 也 不 在 方差 分 析 表 中 显示 出 来 . 
不 过 , 在 构造 更 为 复杂 的 设计 时 , AD 交互 作用 分 解 为 两 个 正 交 的 二 自由 度 的 分 量 是 很 有 用 
的 . 还 有 , 交互 作用 的 分 量 AB 和 分 量 AB? 和 ABLxL, ABLxQ, ABQxr, ABoxo 的 平方 和 
之 间 没 有 关系 . 

交互 作用 的 分 量 AB 和 分 量 AB? 可 以 用 另外 的 方法 计算 考虑 图 9.3 拉丁 方 的 各 处 理 组 
合 的 和 . 如 果 把 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 的 数 加 起 来 ， 就 得 到 和 数 -3+4-1=0 -3+10-1= 
6,9-F 112 — 18. 这 些 和 数 之 间 的 平方 和 是 28.00(AB?). HA, 从 右上 到 左下 对 角 线 上 的 和 数 
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是 5 二 4 一 1 = 二 8, 一 3 十 2 一 1 = 二 一 2, 一 3 十 11 十 10 — 18. 这 些 和 数 之 间 的 平方 和 是 33.34(A B). 
Yates 称 交 互 作 用 的 这 些 分 量 为 交互 作用 的 了 分量 和 J 分量 . 交替 使 用 这 两 种 记号 , 也 就 是 ， 


I(AB) = AB*, J(AB) = AB 


9.1.3 3? 设计 

现在 假定 有 3 个 因子 (A, B, C) 要 研究 , 每 个 因子 有 3 个 水 平 , 安排 析 因 设计 实验 . 这 是 
一 个 33 析 因 设计 , 实验 的 安排 和 处 理 组 合 的 记号 见 图 9.2. 27 个 处 理 组 合 有 26 个 自由 度 . 每 个 
主 效应 有 2 个 自由 度 , 每 个 二 因子 交互 作用 有 4 个 自由 度 , 三 因子 变 互 作用 有 8 个 自由 度 . 如 果 
A n KER, 则 有 3n 一 1 个 总 自由 度 和 33(n — 1) 个 误差 自由 度 . 

平方 和 可 用 析 因 设计 的 标准 方法 计算 , 此 外 , 如 果 因 子 是 定量 的 , 则 主 效应 可 分 解 为 单 自 由 
度 的 线性 分 量 和 二 次 分 量 . 二 因子 交互 作用 可 分 解 为 线性 x 线性 、 线 性 x 二 次 、 二 次 x 线性 
以 及 二 次 x 二 次 的 效应 . 最 后 , 三 因子 交互 作用 可 分 解 为 8 个 单 自 由 度 的 分 量 , 对 应 于 线性 x 
线性 x 线性 、 线 性 x 线性 x 二 次 , 等 等 . 三 因子 交互 作用 的 这 种 分 解 一 般 说 来 不 大 有 用 . 

也 可 以 把 二 因子 交互 作用 分 解 为 它 的 工分 量 和 J 分量. 这 些 分 量 记 为 AB, AB?, AC, AC?, 
BC, BC”, 每 个 分 量 有 两 个 自由 度 . 和 32 设计 一 样 , 这 些 分 量 没有 具体 意义 . 

三 因子 交互 作用 ABC 可 分 解 为 4 个 正 交 的 二 自由 度 分 量 , 通常 叫做 交互 作用 的 W, X, Y, 
Z 分 量 , 也 可 以 分 别 记 为 ABC 交互 作用 的 AB?C?, AB?C, 4BC2 ABC 分 量 . 两 种 记号 交 


BER, 也 就 是 ， 
W(ABC) = AB?C*?, X(ABC) = AB?C, 


Y(ABC) — ABC", Z(ABC) = ABC 
注意 第 一 个 字母 的 指数 不 能 异 于 1. 和 了 分量 与 J 分量 相同 , W, X, Y, Z 分 量 没有 实际 意义 . 


不 过 , 它们 可 用 于 构造 更 为 复杂 的 设计 . 

例 9.1 一 人 台 机 器 用 来 把 软饮料 糖浆 灌注 在 5 加 仑 的 金属 容器 内 . 感 兴趣 的 变量 是 由 起 泡沫 引起 的 精 
获 损 失 量 .设想 影响 起 泡沫 的 有 3 个 因子 ; 喷嘴 设计 (A). MERE (B) 和 操作 压强 (C)， 选 取 3 种 喷 
嘴 、3 种 灌注 速度 和 3 种 操作 压强 进行 有 两 次 重复 的 33 析 因 实验 ， 规范 数据 见 表 9.1. 


表 9.1 例 9.1 的 糖浆 损失 数据 (单位 : 立方 厘米 _70) 
ES 


喷嘴 类 型 ( A) 
压强 (psi) 1 2 3 
(C) 速度 (H/B) 
100 120 140 100 120 140 100 120 140 
-35 -45 -40 17 -65 20 -39 -55 15 
j -25 -60 15 24 -58 4 -35 -67 30 
110 — -10 80 55 —55 110 90 28 110 
i 75 30 54 120 -44 44 113 -26 135 
4 -40 31 23 -64 -20 -30 -61 54 


s 5 —30 36 5 

糖浆 损失 数据 的 方差 分 析 见 表 9.2. 用 通常 的 方法 计算 平方 和 . 我 们 看 到 灌注 速度 和 操作 压强 在 统计 意 

义 上 是 显著 的 . 所 有 3 个 二 因子 交互 作用 都 是 显著 的 . 二 因子 交互 作用 的 图 解 分 析 见 图 A. 中 等 水 平 的 速 
度 效果 最 好 , 喷嘴 类 型 2 和 类 型 3. 低压 强 (10 psi) 或 高 压强 (20 psi) 对 减少 糖浆 损失 看 来 最 有 效 . 
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例 9.1 说 明了 三 水 平 设计 经 常 应 用 的 情况 : 一 个 或 多 个 因子 是 定性 的 ,自然 地 取 3 个 水 平 ,其余 因子 
是 定量 的 . 本 例 中 假设 只 对 3 种 喷嘴 设计 有 兴趣 ， 显然 它 是 具有 所 需 的 有 3 个 水 平 的 定性 因子 ,灌注 速 度 
和 操作 压强 都 是 定量 因子 . 因此 , 可 以 在 喷嘴 因子 的 每 个 水 平 上 , 分 别 拟 合 两 个 因子 (速度 和 压强 ), 如 (9.1) 
式 所 示 的 二 次 模型 . 
X 9.2 糖浆 损失 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P fü 
A, 喷嘴 993.77 2 496.89 LIT 0.325 6 
B, 速度 61 190.33 2 30 595.17 71.74 « 0.000 1 
C, 压强 69 105.33 2 34 552.67 81.01 « 0.000 1 
AB 6 300.90 4 1575.22 3.69 0.016 0 
AC 7 513.90 4 I 878.47 4.40 0.007 2 
BC 12 854.34 4 3 213.58 7.53 0.000 3 
ABC 4 628.76 s 578.60 1.36 0.258 0 
误差 11 515.50 27 426.50 
总 和 174 102.83 53 


BX C IB sc iS RT 


AX B 单元 总 和 
A X C En BUR 


100 120 140 


喷嘴 类 型 (4) 速度 ( 转 / 分 儿 (本 
(b) (c) 


图 9.4 例 9.1 的 二 因子 交互 作用 


& 9.3 列 出 了 这 些 二 次 回归 模型 . 在 这 些 模型 中 , 用 标准 线性 回归 的 计算 机 程序 估计 B. (第 
10 章 将 详细 讨论 最 小 二 乘 回归 法 . ) 在 这 些 模型 中 , 变量 z， 和 zs 像 前 面 一 样 被 规范 为 -1, 0, 
+1, 可 以 对 压强 和 速度 的 自然 水 平 指定 下 列 规范 水 平 : 


规范 水 平 速度 { 转 /分 ) 压强 {psi) 


1 100 10 
0 120 15 
+1 140 20 


R 9.3 分 别 以 这 些 规范 水 平和 速度 与 压强 的 自然 水 平 给 出 了 相应 的 模型 
图 9.5 显示 了 在 每 一 种 喷嘴 类 型 下 ， 作为 速度 和 压强 的 函数 的 糖浆 损失 为 常数 时 的 响应 曲 
面 等 高 线 图 .这些 图 揭示 了 此 灌注 系统 性 能 的 大 量 的 有 用 信息 . 由 于 实验 目标 是 最 小 化 糖浆 损 
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A, 而 所 观测 到 的 最 小 的 等 高 线 (-60) 仪 出 现在 喷嘴 类 型 3 Br Sen £x rd P, 所 以 可 以 选用 喷嘴 类 
型 3. 应 该 选 接近 中 间 水 平 120 转 / 分 的 治 注 速度 , 以 及 高 水 平 或 低 水 平 的 压强 . 


X 9.3 0i 9.1 的 回归 模型 
喷嘴 类 型 rl 一 速度 (S), z2= 压强 (P) 的 规范 单位 
ğ = 22.1 十 3.5rl1 + 16.3r2 + 51.772 一 71.872 + 2.91173 
j = 1 217.3 — 31.2565 十 86.017P + 0.129 175? — 2.873 3P2 + 0.028 75S P 
j = 25.6 一 22.871 — 12.322 + 14.12? — 56.92 — 0.7122 


1 


2 
j = 180.1 — 9.4755 + 66.75P + 0.0355? — 2.276 7P2 — 0.007 5SP 
5 j = 15.1 + 20.31 + 5.973 + 75.827 — 94.972 + 10.52122 
ğ = 1 940.1 — 46.0585 + 102.48 P + 0.189 585? — 3.796 7P2 + 0.1055 P 
20.00 


18.33 P 


16.67 


15.00 


压强 


13.33 


11.07 


10.00 ae 14000 0 0 
100.0 106.7 1133 120.0 126.7 133.3 140.0 
速度 速度 
(a) MEE 2IETH ] (b) 喷嘴 类 型 2 


20.00 20.00 


U.C) 


速度 
(c) MIR ISTE : 


图 9.5 $5 9.1 中 对 喷嘴 类 型 1, 2, 3, 作为 速度 和 压强 函数 的 糖 奖 损 失 
(单位 : cc —70) 为 常数 时 的 等 高 线 图 


对 同时 有 具有 定量 和 定性 因子 的 实验 构造 等 高 线 图 时 , 通常 会 发 现 , 在 定性 因子 的 不 同 水 平 下 ， 
定量 因子 的 曲面 形状 有 极 大 的 差异 , 图 9.5 在 某 些 程度 上 有 醒目 的 差异 , 喷嘴 类 型 2 的 曲面 形状 
明显 比 喷嘴 类 型 1 与 类 型 3 的 曲面 狭长 . 此 时 , 这 意味 着 在 定性 因子 的 不 同 水 平 下 , 定量 因子 的 
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最 优 操作 条 件 (和 其 他 重要 结论 ) 有 极 大 的 差异 . 

我 们 用 例 9.1 的 数据 来 具体 说 明 ABC 交互 作用 是 如 何 分 解 为 它 的 4 个 正 交 的 二 自由 度 的 
分 量 的 ， Cochran and Cox (1957) 和 Davies (1956) 描述 了 一 般 的 方法 . 首先 , 选取 3 个 因子 
中 的 任意 两 个 , 比方 说 AB, 计算 AB 交互 作用 在 第 3 个 因子 C. 的 各 水 平 处 的 了 总 和 与 了 总 
和 . 这 些 计 算 如 下 ; 


A 已 和 
E l 2 3 I J 
100 —60 41 T4 -198 -222 
10 120 -105 -123 -122 -106 -T9 
140 -25 24 -15 -155 -158 
100 185 175 203 331 238 
15 120 20 -99 54 250 440 
140 134 154 245 37T 285 
100 g -28 -85 一 59 -144 
20 120 -TO -126 -113 -T4 -40 


140 67 -öl 58 -206 -155 
= 
现在 , I(AB) 与 J(AB) 的 总 和 与 因子 C 一 起 以 双向 表 方式 列 出 , 并 在 这 个 新 显示 方式 表 中 计 
算出 了 和 J 的 对 角 线 总 和 


e I(AB) C J(AB) 
| 了 J I J 
10 198 —106 -155 -149 41 10 一 过 过 过 -T9 -158 63 138 


15 331 255 377 212 19 15 238 440 285 62 4 


20 -59 -T4 206 102 105 20 -144 -40 155 40 23 
—————————————MÀÉÓÉÓÉÉÉmoL:230  -155 40 — 23 d 
上 面 算得 的 了 与 7 的 对 角 和 实际 上 代表 量 I (AB) x C] = AB?C?, JII(AB) x C] = AB?C, 
IJ(AB) x C] = ABC? 以 及 J[J(AB) x C] = ABC, Hl ABC 的 W， X,Y,Z 分 量 . 用 通常 
的 方法 求 平 方 和 , 也 就 是 ， 

I[/(AB)xC|] = AB'C'-w(Age) - C189) + QI + (102? _ Cen)" —3 804.11 
_ (A -(19? (105)? (165)? 


J[I(AB)x C] = AB*C = X(ABOC) = RM IET 
2 2 2 2 
I[J(AB)xC] = ABC? = Y (ABC) = (63). 十 (62) + (40)? Ll NN Dn = 18.77 
j z 2 2 à 
J[J(AB)xC] = ABC = Z(ABC) = GES Qr Qay E s — 584.11 


虽然 这 是 SSAnc 的 一 种 正 交 分 解 , 但 我 们 再 次 指出 ， 习惯 上 不 把 它 显示 在 方差 分 析 表 中 . 在 随 
后 各 节 中 , 我 们 有 机 会 讨论 这 些 分 量 的 一 个 或 多 个 计算 法 . 


9.1.4 一般 的 3^ 设计 
在 3 设计 和 37 设计 中 所 用 的 概念 , 可 以 立即 推广 到 有 个 因子 、 每 个 因子 有 3 个 水 平 的 
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情况 , 即 3* 析 因 设计 中 去 ， 处 理 组 合用 通常 的 记号 , 所 以 0120 表示 3^ 设计 的 一 个 处 理 组 合 ， 
其 4 和 D 处 于 低 水 平 , B 处 于 中 水 平 , C 处 于 高 水 平 . 共有 3* 个 处 理 组 合 , 它们 之 间 有 3^ -1 
个 自由 度 , 这 些 处 理 组 合 可 以 确定 大 个 二 自由 度 的 主 效应 的 平方 和 |， 个 四 自由 度 的 二 因子 


交互 作用 的 平方 和 , ---, 以 及 一 个 2* BER ER] k 因子 交互 作用 的 平方 和 . 一 般 地 , h 个 因子 交 
互 作用 有 2^ 个 自由 度 . WEA n KES, WE 3*n 一 1 个 总 自由 度 和 3*(n — 1) 个 误差 自由 度 . 

用 通常 对 析 因 设计 使 用 的 方法 计算 效应 和 交互 作用 的 平方 和 . 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 
交互 作用 一 般 不 再 进一步 分 解 . 不 过 , 任 一 h 个 因子 的 交互 作用 有 2^7 个 正 交 的 二 自由 度 分 
iE. 例如 ,四 因子 的 交互 作用 ABCD, 有 27! = 8 个 正 交 的 二 自由 度 分 量 , 记 为 ABCD?. 
ABC*D, AB*CD, ABCD, ABC? D?, AB*C?D, AB?CD?, 以 及 AB?C? D?. 在 写 这 些 分 量 
时 , 第 一 个 字母 的 指数 只 能 是 1. 如 果 第 一 个 字母 的 指数 不 是 1, 则 将 整个 式 子平 方 一 下 , 然后 对 
指数 按 模 数 3 简化 . 为 了 表明 这 一 点 , 请 看 


A’ BCD = (A! BCD)? = A! B*C? p? = Ag? c? p? 


这 些 交互 作用 分 量 没有 具体 意义 , 但 在 构造 更 复杂 的 设计 时 会 有 用 . 

设计 的 大 小 随 着 上 的 增加 而 迅速 增加 . 例如 , 3? 设计 每 一 重复 有 27 个 处 理 组 合 , 35 设计 
有 81 个 , 3” 设计 有 243 个 , 等 等 . 因此 , 通常 只 考虑 3* 设计 的 单 次 重复 , 并 把 较 高 阶 的 交互 作 
用 组 合 起 来 作为 误差 的 估计 量 . 作为 说 明 , 如 果 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 
Ju 3 设计 的 单 次 重复 有 8 个 误差 自由 度 , 34 设计 有 48 个 误差 自由 度 . 对 大 >3 个 因子 说 来 , 这 
些 设计 仍 是 较 大 的 设计 , 因而 不 太 有 用 . 
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即使 考虑 3" 设计 的 单 次 重复 , 由 于 设计 需要 做 太 多 的 试验 , 以 至 于 不 大 可 能 使 所 有 的 3^ 
次 试验 都 在 一 致 的 条 件 下 进行 . 这 样 一 来 , 经 常 需要 进行 混 区 设计 . 3* 设计 可 以 被 混杂 在 3? 个 
不 完全 区 组 中 , 其 中 p < k. 于 是 , 这 些 设计 可 以 混杂 在 3 个 区 组 中 , 9 个 区 组 中 等 . 


9.2.1 三 区 组 的 3* 析 因 设计 


假定 我 们 想 把 3% 设计 混杂 在 3 个 不 完全 区 组 中 . 3 个 区 组 有 两 个 自由 度 , 这 样 , 必须 有 两 个 
自由 度 与 区 组 相 混 . 在 3* 析 因 系列 中 , 每 一 主 效应 都 有 两 个 自由 度 . 每 一 个 二 因子 交互 作用 有 
4 个 目 由 度 而 且 可 分 解 为 两 个 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 (例如 , AB 和 AB?), 每 一 个 三 因子 交 
互 作用 有 8 个 自由 度 而 且 可 分 解 为 4 个 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 (例如 , ABC, ABC? AB?C, 
AB*C"^), 等 等 . 因此 , 将 交互 作用 分 量 与 区 组 相 混 是 方便 的 . 

一 般 的 方法 是 , 构造 一 定义 对 照 


L = oauzid-aarade- Ok E (9.2) 


其 中 o; 代表 在 相 混 的 效应 中 第 i 个 因子 的 指数 , zi 是 在 指定 的 处 理 组 合 中 第 i 个 因子 的 水 平 . 
对 于 3* RA, o; = 0, 1,2, 但 第 一 个 非 零 组 合 的 0; 是 1; x —0 ( 低 水 平 ), 1 (中 水 平 ), 2 (高 水 
T). 37 设计 的 处 理 组 合 根据 L (mod 3) 的 值 分 派 至 各 区 组 .因为 L (mod 3) 只 能 取 O, 1, 2, 
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所 以 , 3 个 区 组 被 唯一 确定 . 满足 L= 0 (mod 3) 的 处 理 组 合 组 成 主 区 组 (principal block). 这 
个 区 组 总 是 包含 处 理 组 合 00.… - 0. 
例如 , 假定 我 们 想 构 造 一 个 三 区 组 的 3 析 因 设计 . AB. 交互 作用 的 两 个 分 量 4 或 AB? 
都 可 与 区 组 相 混 . 比如 就 取 AB?, 得 定义 对 照 
L = zı + 2r3 


求 得 每 一 处 理 组 合 的 工 (mod 3) 的 值 如 下 : 
00: L—1(0)-2(0 —0—0(mod3) 11: L— 1(1) - 2(1) 2 3 = 0 (mod 3) 
01: L= 1(0) c 2(1) = 2 = 2 (mod 3) 21: L= 1(2) + 2(1) = 4 = 1 (mod 3) 
02: L= 1(0)+2(2)=4=1 (mod 3) 12: L=1(1) +2(2) = 5 = 2 (mod 3) 
10: L=1(1)+2(0)=1=1 (mod3) 22: L=1(2)+2(2) = 6 = 0 (mod 3) 
20: L= 1(2) + 2(0) = 2 = 2 (mod 3) 
各 区 组 见 图 9.6. 


因子 4 
(a) 分 派 至 各 区 组 的 处 理 组 音 (b) 几何 圳 达 


图 9.6 与 AB? 混杂 的 三 区 组 32 设计 


主 区 组 中 的 元 素 形成 加 法 模 3 的 一 个 群 . 参见 图 9.6, 可 得 114-11—22, 11+22=00. 53 PRA 
区 组 的 处 理 组 合 , 利用 加 法 模 3, 用 新 区 组 的 任 一 元 素 和 主 区 组 的 元 素 相 加 来 生成 这 样 , 对 于 


区 组 2, 使 用 10, 得 
10--00—10 10+11=21 10422—02 


要 生成 区 组 3, FH 01, 得 
01+00=01 01+1I1==12 01-22-90 


例 9.2 使 用 图 9.6 所 示 的 3? 设计 的 单 次 重复 及 所 得 的 下 述 数据 , 说 明 将 32 设计 分 为 3 个 区 组 的 混 
区 设计 的 统计 分 析 法 ， 


区 组 总 和 = 
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用 析 因 设计 的 常规 分 析 方 法 , 求 得 SS4 = 131.56 和 SSg = 0.22. 


还 求 得 2 
SSua = Qr ror x Cr cA 
然而 , SS 实际 上 等 于 交互 作用 的 AB? 4E. 为 解释 这 一 点 ,将 观测 值 写 为 ， 
AF B 
Ü 1 
0 4 5 8 
因子 A 1 一 2 —4 cu 
2 () 1 


根据 9.1.2 35, 将 上 面 的 数 表 按 左 至 右 的 对 角 线 的 数 计算 其 和 的 平方 和 ， 即 可 求 得 AB 交互 作用 的 了 分 量 
或 AB? 分 量 . 这 就 得 出 


U EOT C — 10.89 


2 
SS ap? = (0) 3 
它 与 SS 相同 . 
方差 分 析 见 表 9.4. 因为 仅 有 一 次 重复 , 所 以 不 能 进行 正规 的 检验 . 注意 , 用 交互 作用 的 AB 分 量 作为 
误差 的 估计 量 并 不 是 好 主意 . 


表 9.4 例 9.2 中 数据 的 方差 分 析 
0 


方差 来 源 平方 和 目 由 度 
区 组 (AB?) 10.89 9 
A 131.56 2 
B 0.22 2 
AB 2.89 2 
总 和 145.56 8 


一 一 ~” 


BUE, 看 一 个 稍微 复杂 一 点 的 设计 — 32 析 因 设计 分 为 3 个 区 组 , 每 个 区 组 有 9 个 试验 的 
bx Wy. 三 因子 交互 作用 的 分 量 AB?C? 用 来 与 区 组 相 混 . 该 定义 的 对 照 是 


L = £1 2zrs-- 283 
容易 看 到 , 处 理 组 合 000, 012, 101 属于 主 区 组 . 主 区 组 其 余 的 试验 如 下 生成 :; 


(1)000 (4) 101+101=202 (7) 101 +021 = 122 
(2) 012 (5)012+012=021 (8) 012 + 202—211 
(3) 101 (6) 101+012=110 (9) 021 + 202 = 220 


为 生成 男 一 区 组 的 试验 , 注意 到 200 不 在 主 区 组 内 . 于 是 , 区 组 2 的 元 素 是 


(1) 200+000=200 — (4) 200+202=102 (7) 200 + 122 = 022 
(2)200--012 —212 (5) 200 +021 =221 (8) 200 +211 = 111 
(3) 200 + 101 = 001 (6) 200 +110 =010 (9) 200 + 220 = 120 


所 有 这 些 试验 都 满足 工 = 2 (mod 3). 通过 观察 发 现 100 个 属于 区 组 1 或 2, 可 找 出 最 后 一 个 
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区 组 . 像 上 面 一 样 , 使 用 100 得 
(1) 100+000=100 (4) 100+202=002 (7) 100 + 122 = 222 
(2) 100 + 012 = 112 (5) 100 +021 = 121 (8) 100 + 211 = 011 
(3) 100 + 101 = 201 (6) 100 + 110 = 210 (9) 100 + 220 = 020 


这 些 区 组 如 图 9.7 Brom. 

此 设计 的 方差 分 析 见 表 9.5. 通过 使 用 这 一 混 区 设计 方案 , 可 得 到 关于 所 有 主 效应 和 二 因子 
交互 作用 的 信息 . 三 因子 交互 作用 的 其 余 分 量 (4BC、AB?C 和 ABC?) 组 合成 误差 的 估计 量 . 
这 3 个 分 量 的 平方 和 可 以 用 减法 求 得 . 一 般 来 说 , 对 于 三 区 组 的 3* 混 区 设计 , 总 可 选择 最 高 阶 
交互 作用 的 一 个 分 量 与 区 组 相 混 , 这 一 交互 作用 的 其 余 的 未 相 混 的 分 量 的 平方 和 , 可 用 普通 方法 
计算 出 大 个 因子 的 交互 作用 的 平方 和 , 再 从 中 减 去 区 组 的 平方 和 , 即 可 求 得 . 


因子 4 


图 97 与 4B2C2 混杂 的 三 区 组 33 设计 


* 9.5 5 AB?C? 混杂 的 33 设计 的 方差 分 析 
方差 来 源 自 
区 组 (AB? C?) 
A 
B 
C 
AB 
AC 
BC 
误差 (ABC + AB?C + ABC?) 


He 
ER 


& CÓ 4» b NBN 


9.2.2 ” 九 区 组 的 3* 析 因 设计 

任 有 些 实 验 中 , 必须 进行 9 个 区 组 的 3* 设计 的 混 区 设计 . 这 样 一 来 , 就 有 8 个 自由 度 与 区 
组 相 混 .要 构造 出 这 些 设 计 , 先 选取 交互 作用 的 两 个 分 量 ， 从 而 自动 地 再 得 出 两 个 , 得 出 所 需 的 
8 个 自由 度 . 这 自动 产生 的 两 个 是 原来 所 选 的 两 个 效应 的 广义 交互 作用 . 对 3* 系统 来 说 , 两 个 
效应 (例如 , P 和 Q) 的 广义 交互 作用 定义 为 PQ 和 PQ? (或 P?Q). 
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原先 选取 的 交互 作用 的 两 个 分 量 产生 两 个 定义 对 照 
Li = azl 十 ara 十 .十 ak = u (mod 3) u = 0,1,2 (9.3) 
La = fti + Porat + ktk = h (mod 3) hc 0, 1,2 


其 中 {as} 和 (8;) 分 别 是 这 两 个 分 量 的 指数 , 为 方便 起 见 , 第 一 个 非 零 的 a; 和 8; 是 1. (9.3) 
式 的 定义 对 照 隐 含 了 Li 和 Lo 的 值 所 指定 的 9 个 联 立 方程 . 具有 (Li, L2) 的 同一 对 值 的 处 理 
组 合 被 分 派 在 同一 区 组 中 . 

主 区 组 由 满足 L = La = 0 (mod 3) 的 处 理 组 合 组 成 . 这 个 区 组 的 元 素 关 于 加 法 模 3 构成 
一 群 . 这 样 一 来 , 9.2.1 节 给 出 的 方案 就 可 用 来 生成 这 些 区 组 . 

作为 例子 , 考虑 34 析 因 设计 分 为 9 个 区 组 、 每 区 组 进行 9 次 试验 的 混 区 设计 . 假定 选取 
ABC 和 AB*D? WE, 它们 的 广义 变 互 作用 

(ABC)(AB? D?) = 42B3CD2 = (42B3CD2) = AC?D 
(ABC)(AB? D?y. = 43B5CD4 = B?CD = (B2CD) = BC? D? 

亦 与 区 组 相 混 . ABC 和 AB?^D? 的 定义 对 照 是 


Lı = z1 十 T2 + T3, Lo = t1 + 22 + 2r4 (9.4) 


用 定义 对 照 [(9.4) A] 和 主 区 组 的 群 论 性 质 就 可 构造 出 9 个 区 组 . 此 设计 见 图 9.8. 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 区 组 4 区 组 5 区 组 6 区 组 7 区 组 区 组 9 


OOQU 0001 2000 0200 0020 0010 1000 0100 0002 
0122 0120 2122 0022 0112 0102 1122 0222 0121 
0211 0212 2211 0111 0201 0271 1211 0011 0210 
1021 1022 0021 1221 1011 1001 3021 1121 1020 
1110 1111 0110 1010 1100 1120 2110 1210 1112 


1202 1200 0202 1102 1222 1212 2202 1002 1201 
2012 2010 1012 2212 2002 2022 0012 2112 2011 
2101 2102 1101 2001 2121 2]11 0101 2201 2100 
2220 222] 1220 2120 2210 2200 0220 2020 2222 


{L La) = (0,0) (0,2) (2.2) (2.1) (2,0) (1.8) (1,1) (1.2) (0,1) 
图 9.8 ABC, AB?D?, AC? D, BC? D? 与 混杂 的 九 区 组 34 设计 


对 于 九 区 组 的 3^ 混 区 设计 , 有 4 个 交互 作用 分 量 要 被 混 区 . 其 余 未 混 区 的 交互 作用 分 量 可 
以 由 完整 交互 作用 的 平方 和 减 去 混 区 分 量 的 平方 和 来 确定 . 9.1.3 节 所 述 的 方法 可 以 用 来 计算 交 
互 作用 的 分 量 . 


9.2.3 3P 个 区 组 的 3* 析 因 设计 

3* 析 因 设计 可 以 按 3? 个 区 组 、 每 个 区 组 有 3*-? 个 观测 值 进行 混 区 设计 , 其 中 p ck. Jj 
法 是 , 选取 个 独立 效应 与 区 组 混 区 . 从 而 , (37 一 2p — 0/2 个 其 他 的 效应 即 被 自动 混 区 . 这 些 
效应 是 原来 选取 的 那些 效应 的 广义 交互 作用 . 

作为 说 明 , 考虑 3" 设计 按 27 个 区 组 的 混 区 设计 . 因为 p = 3, 我 们 选取 3 个 独立 的 交互 作 
用 分 量 和 [33 一 2(3) 一 1]/2 = 10 个 其 他 效应 自动 混 区 , 假定 选取 了 ABC?DG、BCE?F?G 和 
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BDEFG. 由 这 些 效应 构造 3 个 定义 对 照 并 用 前 面 所 讲 的 方法 生成 27 个 区 组 . 其 他 10 个 与 区 
组 混 区 的 效应 是 
(ABC"^DG)(BCE?F?G) = AB? DE? F?G? 
(ABC*DG)(BCE? F?°GY = AB*C* DE^ F^G? = ACDEF 
(ABC*DG)(BDEFG) = ABC D EFG? 
(ABC*DG)(BDEFG)! = AB?’C? D? g? FPG? = AC? g2 p? 
(BCE*F*G)(BDEFG) = BCDE? F*G? = BC? D?G 
(BCE*F*G)(BDEFGY = BCDE FtG? = CD EF 
(ABC? DG)(BCE" FG)((BDEFG) = ABC D g3 p? — Ap? 
(4BC DG) (BCE?F?^G)(BDEFG) = A? BIC? D? G^ = ABCO? 
(ABC*DG)(BCE? F?GY'(BDEFG) = ABCD? E? F?G 
(ABC*DG)(BCE? F?G)(BDEFGY = ABC? DP EA F^G^ — ABEFG 


这 是 一 个 庞大 的 设计 , 需要 37 = 2 187 个 观测 值 分 派 在 27 个 区 组 中 , 每 个 区 组 中 有 81 个 观 
测 值 . 


9.3 3" 析 因 设计 的 分 式 重复 


分 式 重 复 的 概念 可 推广 至 3* 析 因 设计 中 , 因为 3* 设计 的 完全 重复 即使 对 中 等 的 值 也 需 
要 做 很 大 数目 的 试验 , 所 以 , 我 们 感 兴趣 于 这 些 设计 的 分 式 重复 ， 然而 , 正如 我 们 将 会 看 到 的 , 某 
些 这 类 设计 具有 讨厌 的 别名 结构 ， 


9.3.1 3& 析 因 设计 的 1/3 分 式 设计 


3* 设计 的 最 大 的 分 式 设计 是 含有 3*~! 个 试验 的 1/3 分 式 设计 . 因此 , 我 们 把 它 称 为 3^7? 
分 式 析 因 设计 . 要 构造 一 个 3*-1 分 式 析 因 设计 , 选择 一 个 2 B 由 度 的 交互 作用 (一 般 说 来 , 是 最 
高 阶 的 交互 作用 ) 的 分 量 , 并 把 完全 3* 设计 分 解 为 3 个 区 组 3 个 区 组 的 每 一 个 都 是 一 个 3r! 
分 式 设计 , 而 且 任 一 区 组 均 可 被 选用 . 如 果 ABC. ... Kak 是 用 来 确定 区 组 的 交互 作用 分 量 ， 
W I = AB?*C?5 ... K^» 叫做 分 式 析 因 设计 的 定义 关系 . 由 34-! 设计 估计 的 每 个 主 效应 或 交 
互 效应 分 量 有 两 个 别名 , 它们 可 以 用 此 效应 乘 以 上 和 1? 指数 模 3 来 求 得 . 

作为 一 个 例子 , 考虑 33 设计 的 1/3 分 式 设计 . 选取 ABC 交互 作用 的 任 一 分 量 来 构造 这 一 
Wb, 也 就 是 选 ABC. AB*C, ABC? 或 4B2C2. 这 样 33 设计 实际 上 有 12 种 不 同 的 1/3 分 
AW, 它们 由 

7i 十 &212 + taza = u (mod 3) 

WE, 其 中 os = 1 或 2,w = 0. 1 或 2. 假定 我 们 选取 分 量 ABC. 所 得 的 每 个 33-1 分 式 设 
夺 将 刚好 含有 3? = 9 个 处 理 组 合 , 它们 必须 满足 


Ii-d-2r2--2:43— u (mod 3) 


其 中 心 = 0、1 或 2. 容易 证 实 , 3 个 1/3 分 式 设计 如 图 9.9 所 示 . 
如 果 进 行 了 图 9.9 中 任 一 种 33-! 设计 的 实验 ， 则 所 得 的 别名 结构 是 
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A = A(AB?C?) = A B^C^ = ABC, A = A(AB?C?y? = A3B*C* = BC 

B = B(AB?C?) = AB?C? = AC?, B = B(AB?C?y? = A? B*C* = ABC? 

C = C(AB?C?) = AB?C? = AB?, C = C(AB? C? y = A? BC? = AB*C 

AB = AB(AB?C?) = A? B?C? = AC, AB = AB(AB*C?y! = A? B*C* = BC? 


因此 , 设计 的 8 个 自由 度 实际 估计 的 4 个 效应 是 A+ BC+ABC, B+AC?+ABC?, C+ 
AB? + AB?C 以 及 AB 4- AC + BC?. 此 设计 仅 当 所 有 的 交互 作用 小 于 主 效 应 时 才 有 实际 价值 . 
由 于 主 效应 的 别名 是 二 因子 交互 作用 , 这 是 一 个 分 辨 度 为 [的 设计 . 注意 , 这 一 设计 的 别名 关系 
很 复杂 . 每 个 主 效应 的 别名 都 是 交互 作用 的 分 量 . 例如 , 如 果 二 因子 交互 作用 BC 较 大 , 就 可 能 
使 4 的 主 效应 的 估计 量 失 真 , 并 使 得 AB 十 AC + BC? 效应 极 难 解 释 . 除非 假定 所 有 交互 作用 
都 可 忽略 , 否则, 我 们 很 难看 出 怎样 应 用 这 一 设计 . 


设计 1 设计 2 设计 3 
u = Ü ucl u—2 


(b) JL ff Ex X 
图 9.9 定义 关系 为 了 = AB?C? 的 33 设计 的 3 个 1/3 分 式 设计 


在 离开 3i 设计 之 前 , 注意 到 对 于 设计 u = 0 ( 见 图 9.9), 如 果 令 A 表示 行 , B 表示 列 , M 
此 设计 可 记 为 
000 012 021 
101 110 122 
202 211 220 


这 是 一 个 3x3 拉 丁 方 .对 3i 设计 作出 唯一 解释 所 需 作 的 忽略 交互 作用 的 假定 与 拉丁 方 设计 
的 假设 是 类 似 的 . 不 过 , 这 两 种 设计 的 目的 不 同 , 一 种 是 作为 分 式 重复 实验 的 推论 , 另 一 种 是 来 
目 随机 化 约束 . 由 表 4.13 看 到 , 怡 有 12 个 3 x 3 拉丁 方 , 而 且 每 一 个 拉丁 方 对 应 于 12 种 不 同 
的 3571 分 式 析 因 设计 之 一 . 
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定义 关系 为 了 二 ABC... Kar 的 3571 设计 的 处 理 组 合 , 可 以 利用 和 2k-> 系统 所 用 
的 类 似 方法 来 构造 . 首先 用 通常 的 0, 1, 2 记号 写 出 上 一 1 个 因子 的 完全 三 水 平 析 因 设计 的 3*-! 
个 试验 . 就 是 第 8 章 所 说 的 基本 设计 . 然后 写 出 第 上 个 因子 , 令 它 的 水 平 zx。 等 于 最 高 阶 交 互 作 
用 的 合适 的 分 量 , 比方 说 ABCs... (K 一 1)**-1, 所 给 出 的 关系 式 
Tk = fiti + ata +--+ Tl (9.5) 
这 里 5, —(3—o&)o; (mod 3) 1i k— LL 这 就 产生 一 个 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 的 设计 . 
作为 说 明 , 我 们 用 这 一 方法 生成 定义 关系 为 了 = 4B2CD 的 3y ”设计 , 如 表 9.6 所 示 . 容 
DEK, 此 表 中 每 一 处 理 组 合 的 前 3 个 数字 就 是 完全 33 设计 的 27 个 试验 Jg AED it. 对 
AB*CD, RITH œ = a —041—1, 03 — 2. 所 以 , 81 = (3 — 1)e1(mod 3) = (3- (1) = 
2, Pa = (3—1)aa2(mod 3) = (3—1)(2) = 4 = 1(mod 3), 83 = (3—1)as(mod 3) = (3—-1)(1) = 2, 


FE, (9.5) 式 变 成 
T4 = 2i + r3 + 273 (9.6) 


第 4 个 因子 的 水 平 满足 (9.6) X. 例如 ， 2(0) 十 1(0) dE 2(0) — Q, 2(0) dis 1(1) 十 2(0) = 1, 
2(1) + 1(1) + 2(0) 2 3 = 0, 等 等 . 
* 9.6 I= AB?CD 的 325! igit 


0000 0012 222] 
0101 0110 0021 
1100 0211 0122 
1002 1011 0220 
0202 1112 1020 
1201 1210 1121 
2001 2010 1222 
2102 2111 2022 
2200 2212 2120 


所 得 的 3rv ”设计 有 26 个 自由 度 , 可 以 用 于 计算 13 个 主 效应 和 交互 作用 分 量 (及 其 别名 ) 
的 平方 和 . 任 一 效应 的 别名 可 以 用 通常 的 方法 求 得 , 例如 A 的 别名 是 4(4B2CD) = ABC? p? 
和 ALAB'CD)? = BC? D?. 可 以 证 实 , 4 个 主 效 应 和 和 任 一 二 因子 交互 作用 分 量 分 离开 来 , 但 某 
些 二 因子 交互 作用 分 量 彼此 互 为 别名 ， 我 们 再 次 看 到 别名 结构 的 复杂 性 . 即使 有 一 个 二 因子 六 
互 作用 较 大 , 也 可 能 很 难 将 它们 从 设计 中 分 离 出 来 

g^ RIAR HET REG 2E BS ETE 3c 06 75 38 4 HT Ro S 交互 作用 分 量 平方 和 的 计算 和 
9.1 HAR. 在 解释 结果 时 , 交互 作用 的 分 量 没有 实际 意义 . 
9.3.2 ”其 他 的 3* 一 P 分 式 析 因 设 计 

对 中 等 大 的 值 , 可 以 考虑 3* 设计 更 小 分 式 的 分 式 设计 一 般 说 来 , 可 以 构造 3* 设计 的 
(3)” 分 式 设计 , p < k, 此 分 式 设计 含有 3*7? 个 试验 这 样 的 设计 叫做 357? 分 式 析 因 设计 . 于 
是 , 3 ”设计 就 是 1/9 分 式 设计 , 3*~3 设计 是 1/27 分 式 设计 , 等 等 . 

构造 357? 分 式 析 因 设 计 的 方法 是 , 选取 交互 作用 的 p 个 分 量 , 用 这 些 效应 将 3* 个 处 理 组 
合 分 解 为 3? 个 区 组 . 于 是 , 每 一 个 区 组 是 一 个 3*-? 分 式 析 因 设 计 . 任 一 分 式 设计 的 定义 关系 I 
古 由 原来 选取 的 p 个 效应 和 它们 的 (3P — 2p — 1)/2 个 广义 交互 作用 所 组 成 . 任 一 主 效应 或 交互 
作用 分 量 的 别名 由 效应 乘 以 了 和 I? 指数 模 为 3 而 求 得 . 
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也 可 以 按 9.3.1 节 那 样 做 , 先 写 出 完全 3^7? 析 因 设计 的 处 理 组 合 , 然后 引进 附加 的 p 个 因 
F, 令 它 们 等 于 交互 作用 的 分 量 , 来 生成 确定 的 3*-? 分 式 析 因 设 计 的 试验 , 

我 们 通过 构造 一 个 3 设计 , 即 3 设计 的 1/9 分 式 设计 , 来 说 明 这 一 方法 . 令 4B2C 和 
BCD 是 用 来 构造 这 一 设计 所 选取 的 两 个 交互 作用 分 量 . 它们 的 广义 交互 作用 是 (AB?C)(BCD) = 
AC*D 和 (AB*C)(BCD)? = ABD?. FE, 此 设计 的 定义 关系 是 了 = AB?C = BOD = 
AC^D = ABD?, 而 且 是 分 辨 度 为 HI 的 . 写 出 因子 A 和 B 的 3? 设计 , 然后 加 上 由 


I3 = 271 + T3, ta = 2r3-4- 2r3 


得 出 的 两 个 新 的 因子 , 就 求 得 此 设计 的 9 个 处 理 组 合 . 这 等 价 于 用 AB?C 和 BCD 把 完全 的 3^ 
设计 分 解 为 9 个 区 组 , 然后 选取 这 些 区 组 之 一 作为 所 要 求 的 分 式 设计 ., 完整 的 设计 如 表 9.7 所 
JR. 

这 一 设计 有 8 个 自由 度 , 可 用 于 估计 4 个 主 效 应 和 它们 的 别名 . 任 一 效应 的 别名 的 求法 , 是 
将 此 效应 乘 以 AB?C, BCD, 4C2D, ABD? 及 它们 的 平方 , 取 指数 模 3 BIT. 此 设计 的 完整 别 
名 结构 见 表 9.8. 


表 9.7 了 =A4B2C 和 了 = BCD 的 313” 设计 


0000 0111 0222 
1021 1102 1210 
2012 2120 2201 


表 9.8 3k 9.7 中 的 3472 设计 的 别名 结构 


I I? 
Á ABC? ABCD ACD? AB?D BC? AB?*C? p? C D? BD? 
B AC BC*D* ABC?D AB?p? ABC CD AB?C?D AD? 
C | AH?C?  BC?D AD ABCD? AB? BD ACD | ABC?D? 
D AB:CD BCD? AC?p? AB AB?*CD*? BC AC? ABD 


由 别名 结构 可 见 , 这 一 设计 仅 当 没有 交互 作用 时 才 有 用 . 还 有 , 如 果 将 4 记 为 行 , B 记 为 列 ， 
则 检查 一 下 表 9.7 即 可 知 , 该 3157? 设计 也 是 一 个 正 交 拉丁 方 . 

对 于 4< k< 10, Connor and Zelen (1959) 中 有 众多 可 供 选择 的 设计 , 这 本 小 册子 是 提供 
给 国家 标准 局 的 , 有 3^7? 设计 最 完全 的 表 . 

在 本 节 中 , 我 们 多 次 指出 过 357? 分 式 析 因 设计 别名 关系 的 复杂 性 . 一 般 说 来 , 当 大 中 等 大 
时 , LT UL k 2 4 或 5 时 , 3* 设计 的 大 小 迫使 大 多 数 实验 者 去 考虑 较 小 的 分 式 设计 . 不 幸 的 是 
这 些 设计 的 别名 关系 涉及 部 分 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 作为 别名 . 设计 中 的 这 一 结果 , 反 过 来 又 
给 分 析 带 来 困难 , 如 果 交 互 作用 不 可 忽略 的 话 , 就 难于 对 数据 作出 解释 . 还 有 , 没有 简单 的 扩编 
方案 AHERE) 能 够 用 来 把 两 个 或 多 个 分 式 设计 组 合 起 来 , 以 便 把 显著 的 交互 作用 分 离开 
来 . 当 出 现 弯曲 时 , 常 认为 3* 设计 是 合适 的 , 不 过 , 可 能 有 更 有 效 的 其 他 方法 (参阅 第 11 X). 
正 因 为 如 此 , 我 们 认为 3*“? 分 式 析 因 设 计 作 为 解决 问题 的 解法 说 来 , 通常 不 是 好 的 设计 . 
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9.4 ”混合 水 平 的 析 因 设计 


我 们 者 重 研究 了 所 有 因子 水 平 数 相同 的 析 因 设计 和 分 式 析 因 设计 . 第 6~8 章 讨论 的 二 水 平 
系统 特别 有 用 . 本 章 前 面 提 到 的 三 水 平 系统 不 太 用 到 ， 因为 即使 是 对 一 般 的 因子 个 数 来 说 , 此 种 
设计 也 相对 较 大 , 而 且 大 多 数 较 小 的 分 式 设计 的 别名 关系 又 很 复杂 ， 责 要 对 交互 作用 作出 严格 的 
假定 才 可 使 用 . 

我 们 相信 ， 二 水 平 的 析 因 设计 和 分 式 设计 将 成 为 工业 实验 的 柱石 ， 用 于 产品 和 工序 的 开发 、 
改进 和 故障 探测 等 . 但 是 ， 有 时 需要 包含 多 于 两 个 水 平 的 一 个 因子 (或 几 个 因子 ). 这 通常 发 生 在 
实验 中 同时 有 定量 因子 和 定性 因子 , 且 定 性 因子 有 3 个 水 平 的 情形 . 若 所 有 因子 都 是 定量 因子 ， 
应 选用 具有 中 心 点 的 二 水 平 设 计 . 本 节 将 指出 ， 怎样 把 一 些 三 水 平和 四 水 平 的 因子 收容 在 2* 设 
计 中 . 

9.4.1 二 水 平和 三 水 平 的 因子 


我 们 偶尔 想 要 研究 有 些 因子 是 二 水 平 .一 些 因子 是 三 水 平 的 设计 . 如 果 这 个 设计 是 完全 析 因 
Bt, 那么 此 设计 的 构造 与 分 析 没 有 任何 新 的 方法 . 然而， 车 我 们 正在 考虑 一 个 分 式 析 因 设 计 ， 
那么 就 会 对 这 些 设 计 感 兴趣 . 如 果 所 有 因子 是 定量 因子 , 则 用 混合 水 平 的 分 式 设计 代替 带 有 中 心 
点 的 2” ?分 式 析 因 设 计 通 常 并 不 好 . 通常 在 考虑 这 些 设计 时 实验 者 需 同时 考虑 定性 因子 和 定 
RAT, 其 中 定性 因子 是 三 水 平 的 . 在 3*~? 设计 中 ， 我 们 看 到 的 定性 因子 的 复杂 别名 问题 大 都 
带 进 了 混合 水 平分 式 系统 中 . 全 部 为 定性 因子 或 定性 因子 与 定量 因子 混合 的 混合 水 平分 式 设计 
部 应 谨慎 使 用 . 本 节 主 要 讨论 这 些 设计 中 的 一 部 分 . 

一 些 因 子 有 2 个 水 平 而 另 一 些 因子 有 3 个 水 平 的 设计 通常 可 以 用 9^ 设计 的 加 减 符号 表 推 
导出 来 , 一 般 方法 最 好 用 例子 来 说 明 . 假定 有 两 个 变量 , 4 有 2 个 水 平 , X 有 3 个 水 平 . 考虑 有 
8 个 试验 的 2” 设计 加 减 符号 表 . 表 9.9 左边 列 出 了 列 B 和 C 的 符号 ， X 的 水 平 表 示 为 x, 
T2, v3. 表 9.9 的 右边 表示 如 何 将 B 和 CcC 的 符号 组 合 起 来 形成 三 水 平 因子 的 水 平 . 


表 9.9 用 二 水 平 因 子 来 构造 三 水 平 因子 


本 
E NENNEN CC MEC GERNE MN MES 
TOUT UTD DUI ccc e ees 

t j T3 

E "n phe 

十 T £3 


现在 , 因子 X 有 两 个 自由 度 , 如 果 该 因子 是 定量 的 ， 则 可 将 其 分 解 为 一 个 线性 分 量 和 一 个 
二 次 分 量 , 每 个 分 量 有 一 个 自由 度 . 表 9.10 表示 了 这 一 23 设计 , 列 的 名 称 表 示 需 估计 的 实际 效 
应 , Xr 和 Xo 分 别 表示 X 的 线性 效应 和 二 次 效应 X 的 线性 效应 是 两 个 效应 估计 量 的 和 , 由 
* BH C 有 关 的 列 算 得 , 4 BAIE X 处 于 低 水 平 或 高 水 平 的 试验 ( 即 试验 1, 2 7. 
8) 来 计算 . 同 理 , 4 x XL 效应 是 两 个 效应 的 和 , 可 由 AB 列 和 AC 列 算得 . 又 , 试验 3 和 试验 
5 是 重复 试验 . 因此 ， 单 自由 度 的 误差 估计 量 可 以 用 这 两 个 试验 求 得 . 同 理 , 试验 4 和 试验 6 是 
重复 试验 , 它 可 导出 第 2 个 单 自由 度 的 误差 估计 量 . 这 两 对 试验 的 平均 方差 可 用 作 二 自由 度 的 
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OO -一 


误差 均 方 . 完整 的 方差 分 析 见 表 9.11. 
X910 ”一 个 二 水 平 因子 和 一 个 三 水 平 因子 的 23 设计 


A XL Xr  AxXyj AxXr: Xo AXXQ 实际 的 处 理 组 合 
试验 A B C AB AC BC ABC A X 
1 E NI 一 十 十 十 E 低 低 
2 十 - - 十 十 高 低 
3 T : s 3E š + 低 中 
4 十 十 - 十 -- - - 高 中 
5 - - 十 十 S + 低 中 
6 十 - 十 - T - Š 高 中 
7 - 十 十 - ~ + — 低 高 
8 十 十 十 十 十 十 十 e 高 


如 颗 能够 假定 二 因子 交互 作用 和 更 高 阶 交 互 作用 可 被 忽略 , 则 可 以 把 表 9.10 的 设计 转换 为 
至 多 有 4 个 二 水 平 因 子 和 1 个 三 水 平 因 子 的 分 辨 度 为 UI 的 分 式 设计 . 这 一 点 可 以 把 二 因子 水 平 
的 列 A. AB. AC 和 ABC 结合 起 来 完成 . 列 BC 不 能 用 于 二 水 平 因子 , 因为 它 含 有 三 水 平 因 
f 站 的 二 次 效应 . 


X 9.11 表 9.10 中 的 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 
A SSA 1 MSA 
X(Xr + XQ) SSx 2 MSx 
AX(A x XL - A x XQ) SSAx 2 MSAx 
误差 (来 自 试验 3 与 试验 5 以 及 试验 4 与 试验 6) SSg 2 MSp 
总 和 SST 7 


同样 的 方法 可 应 用 到 有 16 个 试验 、32 个 试验 和 64 个 试验 的 2* 设计 中 . 对 16 个 试验 说 
来 , 可 以 构造 有 2 个 二 水 平 因子 和 2 个 或 3 个 三 水 平 因 子 的 分 辨 度 为 V 的 分 式 析 因 设 计 . 也 可 
以 得 到 有 3 个 二 水 平 因 子 和 1 个 三 水 平 因子 的 16 个 试验 的 分 辩 度 为 V 的 分 式 设 计 . 如果 16 个 
试验 包含 4 个 二 水 平 因子 和 1 个 三 水 平 因子 , 则 设计 的 分 辨 度 为 TU. 可 用 同样 的 方法 设计 32 个 
试验 和 64 个 试验 的 设计 . 这 些 设计 的 一 些 其 他 方面 的 讨论 , 参阅 Addleman (1962). 


9.4.2 ”二 水 平和 四 水 平 的 因子 


非常 容易 将 四 水 平 因子 安置 在 2* 设计 中 . 方法 就 是 用 2 个 二 水 平 因子 代表 四 水 平 因子 . 例 
如 , 设 4 是 一 个 四 水 平 因子 , 其 水 平 为 al, az a3, as. 考虑 通常 的 加 减 符号 表 中 的 两 列 , 比方 说 
yj PAQ. 这 两 列 的 符号 如 表 9.12 的 左边 所 示 . 此 表 的 右边 表示 怎样 将 这 些 符号 与 因子 4 的 
4 个 水 平 相 对 应 . 由 列 P 和 @ 与 PQ 交互 作用 代表 的 效应 是 相互 正 变 的 , 且 对 应 于 3 个 自由 
度 的 A 效应 . 由 2 个 二 水 平 因子 构造 1 个 四 水 平 因子 的 这 种 方法 称 为 着 换 法 (replacement). 

为 了 更 全 面 地 说 明 这 一 思想 , 假定 有 1 个 四 水 平 的 因子 和 2 个 二 水 平 的 因子 , 并 且 要 估计 
所 有 的 主 效 应 和 涉及 这 些 因子 的 交互 作用 . 使 用 16 个 试验 的 设计 就 能 够 做 到 这 一 点 . X€ 9.13 
是 通常 有 16 个 试验 的 24 设计 加 减 符号 表 , 列 4 和 列 B 用 来 形成 四 水 平 因子 , 比方 说 X, H 
水 平 为 zi, r2. 3, T4. 与 通常 的 2^ 系统 一 样 , 计算 每 一 列 A, B, o, ABCD 的 平方 和 . 因子 
X, C, D 以 及 它们 的 交互 作用 的 平方 和 如 下 : 
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R 9.12 四 水 平 因子 A 表示 为 2 个 二 水 平 因子 


二 水 平 因 子 四 水 平 因子 
试验 0 ERES 
1 — = a1 
3 a + az 
4 十 十 G4 
SSx = SS4 + SSp - SSAn (3 个 自由 度 ) 
§ Sc = SSc (1 个 自由 度 ) 
Sop = Sp (1 B BRE) 
SScp = SScp (1 个 自由 度 ) 
S5xc = SSac + SSpc + SIABC (3 个 自由 度 ) 
S5xp = S Sap + SSnp + SSAnBD (3 个 自由 度 ) 


S5xcp = SSíAcp t SSgop 十 994BcDp (8 个 自由 度 ) 
它 可 称 为 4 x2? 设计 . 如 果 想 要 略 去 二 因子 的 交互 作用 , 则 在 二 因子 交互 作用 (除了 AB 之 外 ) 
列 . 三 因子 的 交互 作用 列 和 四 因子 交互 作用 列 共 可 安排 至 多 9 个 附加 的 二 水 平 因子 . 


X 9.13 1 个 四 水 平 因子 和 2 个 二 水 平 因子 的 16 个 试验 
试验 (A B) —X C D AB AC BC ABC AD BD ABD CD ACD BCD ABCD 
oo 


1 - - mm > 十 十 十 + + 一 + - - 十 
2 + TI2 一 5 =. ue T = g + F + - = 
3 — g y - = wp F To o + F " 十 a 
4 + + oa -- + —- - » = = s T F T F 
5 — - mn +t- + - E E d wk * = T F à; 
6 +- n +t- - + - = NS. T 5 E F ES 
T — + r3 + - - cs — - HE 十 T > + 
8 + + Xa +- + + + + = E - - F 
9 - - m 一 十 十 + + " 5 E 十 十 十 s 
l0 + 一 x2 - + = 让 T T 4 E E + T 
ll -  z3 - 4 toc + =- + - + - 十 
12. 十 十 2 -+ + - E d = t = 5 » = 
3 - - mz ++ + - S 十 = zi t + 5 = T 
l4 + - z2 ++- + - + x5 x - + + = - 
15 - + z3 + + - c oum H i 2s 2 T 一 T S 
16 + + z4 ++ + + + n5 de sp T T F T T 
————————————————— eu To 


二 水 平 因子 与 四 水 平 因子 混合 的 分 式 析 因 设计 有 广泛 的 适用 范围 然而 , 我 们 劝告 大 家 要 慎 
重地 使 用 这 些 设计 . 如 果 所 有 的 因子 是 定量 的 , 带 有 中 心 点 的 27^. 系统 是 更 好 的 选择 . 当 实验 
中 同时 有 定量 因子 与 定性 因子 时 , 如 果 要 求 有 二 水 平 因子 与 四 水 平 因子 的 设计 的 分 辩 度 达到 以 
或 更 高 , 则 设计 通常 会 相当 大 , 多 数 情 况 下 需要 n > 32 次 试验 . 


9.5 思考 题 


“9.1 研究 显影 液 浓 度 (A) 和 冲洗 时 间 (B) 对 底片 密度 的 效应 . 用 3 种 浓度 和 3 种 时 间 , 进行 有 4 次 重复 
的 3” 析 因 设计 . 所 得 的 数据 如 下 . 用 析 因 实验 的 标准 方法 分 析 这 些 数据 . 


冲洗 时 间 【 分 ) 
显影 液 浓 度 T 14 18 

0 2 1 3 2 5 
1 5 4 4 2 4 6 

4 6 6 8 9 10 
2 T 5 7 7 8 5 

10 10 10 12 10 
3 8 7 8 7 9 8 


9.2 计算 思考 题 9.1 的 二 因子 交互 作用 的 了 分量 和 JH. 

*0.3 进行 一 项 实验 , 涉及 3 种 不 同类 型 的 32 AMAT (4) 和 3 种 不 同类 型 的 架子 (B)— — 光滑 固定 
架 、 带 网 格 的 儿 长 陈列 架 以 及 饮料 冷却 器 ， 要 研究 把 10 个 12 瓶装 的 箱子 放 在 架子 上 所 需 的 时 间 ， 3 
名 工人 (因子 C) 在 实验 中 工作 , 用 有 2 AOR M 3 析 因 设计 . 观测 到 的 时 间 数 据 如 下 表 所 示 . 分 析 
这 些 数据 并 写 出 结论 . 


IA 瓶子 类 型 重复 | 重复 Ji 
固定 架 ”网 格 阵 ”冷却 器 EE MPF 冷却 器 

塑料 3.45 4.14 5.80 3.36 4.19 5.23 

1 28 mm 玻璃 4.07 4.38 5.48 3.52 4.26 4.85 
38 mm 玻璃 4.20 4.26 5.67 3.68 4.37 5.58 

塑料 4.80 5.22 6.21 4.40 4.70 5.88 

2 28 mm 玻璃 4.52 5.15 6.25 4.44 4.65 6.20 
38 mm 琉璃 4.96 5.17 6.03 4.39 4.75 6.38 

Lil 4.08 3.94 5.14 3.65 4.08 4.49 

3 28 mm 玻璃 4.30 4.53 4.99 4.04 4.08 4.59 
38 mm 玻璃 4.17 4.86 4.85 3.88 4.48 4.90 


9.4 AAAA ETUR] EE DDR COMPREREI. 使 用 3 种 不 同 商标 的 利多 卡 因 (A). 3 种 
剂量 水 平 (B) 和 3 只 警犬 (C) 做 实验 , 进行 有 2 次 重复 的 33 析 因 设计 . 观测 到 的 酶 水 平 如 下 表 . 分 
析 此 实验 所 得 的 这 些 数据 . 


MI XM II 

利多 卡 因 商 标 剂量 浓度 ER ER 
1 2 3 1 2 3 
1 96 84 85 84 85 86 
1 2 94 99 98 95 97 90 
3 101 106 98 105 104 103 
1 85 84 86 80 82 84 
2 2 95 98 97 93 99 95 
3 108 114 109 110 102 100 
1 84 83 8l 83 80 79 
3 2 95 97 93 92 96 93 
3 105 100 106 102 111 108 


9.5 计算 例 9.1 中 二 因子 交互 作用 的 I 分 量 和 .J 分量 . 
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9.6 在 某 一 化 工 工艺 中 , 用 3 析 因 设计 做 一 个 实验 ， 设 计 的 两 个 困 子 分 别 是 温度 和 压力 , 响应 变量 是 产 


9.7 


9.8 
9.9 


9.10 
9.11 
9.12 


9.13 
9.14 
9.15 
9.16 
9.17 
9.18 


9.19 
9.20 


9.2 


L—: 


X, 实验 数据 如 下 ， 
一 Io 
温度 (C) 压力 (psig) 
100 120 140 
80 47.58, 48.77 64.97, 69.22 80.92, 72.60 
90 51.86, 82.43 88.47, 84.23 93.95, 88.54 
100 71.18, 92.77 96.57, 88.72 76.58, 83.04 


(a) 用 导出 方差 分 析 表 的 方式 分 析 这 个 实验 的 数据 ， 可 以 得 到 什么 结论 . 
(b) 用 图 形 方 法 分 析 残 差 . 模型 潜在 的 假定 或 模型 合适 性 有 什么 问题 吗 ? 
(c) 正 两 个 因子 的 高 、 中、 低 水 平 为 -1, 0, +1, 证 明 用 最 小 二 乘法 求 得 的 产 率 的 二 阶 模型 是 


j = 86.81 + 10.4zl + 8.4222 — 7.1722 — 7.84z2 — T.69x1z2 
(d) 证 明 (c) 中 的 模型 用 自然 变量 温度 (T) 和 压力 (P) 表示 是 
j = —1 335.63 + 18.56T + 8.59P — 0.072T? — 0.019 6P? — 0.038 ATP 

(e) 构造 作为 压力 和 温度 的 函数 的 产 率 的 等 高 线 图 ， 根 据 图 形 ， 你 可 以 推荐 该 化 工 工艺 的 好 的 生产 条 
件 吗 ? 

(a) HII TA RÍEH ABC? 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 混 区 设计 . 将 你 的 结果 与 图 
9.7 的 设计 进行 比较 . 

(b) 用 三 因子 交互 作用 的 AB?C 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 温 区 设计 . 将 你 的 结果 与 图 
9.7 的 设计 进行 比较 . 


(c) 用 三 因子 交互 作用 的 ABC 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 混 区 设计 . 将 你 的 结果 与 图 9.7 


的 设计 进行 比较 . 
(d) LE (a). (b). (c) 及 图 9.7 的 结果 , 可 以 得 出 什么 结论 ? 
用 四 因子 交互 作用 的 AB?CD 分 量 , 分 为 3 个 区 组 ,对 34 设计 进行 混 区 设计 . 
考虑 思考 题 9.3 第 一 个 重复 的 数据 ,假定 不 能 在 同一 天 内 做 完 所 有 27 个 观测 值 , 建立 一 个 以 AB?C 
EX, 分 为 3 天 进行 的 实验 设计 . 分 析 这 些 数据 . 
写 出 分 为 9 个 区 组 的 34 设计 的 方差 分 析 表 . 这 是 实用 的 设计 吗 ? 
考虑 思考 题 9.3 的 数据 . 如果 在 重复 1 中 ABC 泥 区 而 和 且 在 重复 11 中 ABC? 混 区 , 请 进行 方差 分 析 . 
考虑 思考 题 9.3 重复 I 的 数据 , 假定 只 进行 此 设计 的 以 T — ABC 的 1/3 分 式 设计 实验 ， 构 造 这 一 
WW, 确定 别名 结构 , 并 分 析 这 些 数据 . 
观察 图 9.9, 如 果 完 成 了 前 9 个 试验 , 并 删除 3 个 因子 中 的 一 个 因子 , 那么 会 留 下 哪 种 类 型 的 设计 ? 
移 造 一 个 1= ABCD 的 3t! 设计 . 写 出 此 设计 的 别名 结构 . 
证 明 思 考题 9.14 的 设计 是 分 辨 度 为 IV 的 设计 . 
构造 一 个 了 = ABC 和 了 = CDE 的 35-2 Wit. 写 出 此 设计 的 别 儿 结构 . 此 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 
构造 一 个 39—6 设计 , 并 证 明 它 是 分 辨 度 为 [[I 的 设计 . 
构造 一 个 分 为 两 个 区 组 , 每 个 区 组 有 16 个 观测 值 的 4x 23 设计 的 混 区 设计 . 对 此 设计 写 出 方差 分 析 
表 . 
写 出 273? 析 因 设计 的 方差 分 析 表 . 讨论 怎样 将 这 一 设计 进行 混 区 设计 . 
从 16 个 试验 的 24 设计 出 发 , 指出 在 此 实验 中 怎样 将 2 个 三 水 平 因子 安排 进去 ， 如 果 需 要 一 些 二 因 
子 交互 作用 的 信息 , 那么 能 够 安排 几 个 二 水 平 因子 ? 
从 16 个 试验 的 24 设计 出 发 , 指出 怎样 安排 1 个 三 水 平 因子 和 3 个 二 水 平 因子 , 使 人 人 们 仍然 可 以 估 
计 二 因子 交互 作用 . 
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9.20 在 思考 题 8.27 中 , 你 遇 到 作者 的 两 位 朋友 Harry 和 Judy, 44127385 X] M] Newberg 有 家 葡萄 酒 
厂 和 一 座 葡萄 园 . 那个 问题 描述 了 如 何 对 他 们 的 1985 年 黑 比 诺 葡萄 酒 产品 应 用 二 水 平分 式 析 因 设 计 . 
在 1987 年 , 他 们 需要 进行 另 一 种 黑 比 诺 葡萄 酒 实验 . 此 实验 的 变量 是 


9.23 


变 d 


黑 比 诺 无 性 系 


浆果 大 小 
A ERE E 
ERRE 
i ORC [8] 
酵母 类 型 
橡木 类 型 


水 平 
威 登 斯 维尔 , 玻 玛 
小 , 大 
80°F, 85°F, 90/80°F, 90°F 
Æ, 10% 
10 X, 21 天 
阿 斯 曼 型 , 香槟 型 
特 朗 赛 型 , 阿里 耶 型 


Harry 和 Judy 决定 用 16 个 试验 的 二 水 平分 式 析 因 设 计 , 把 四 水 平 的 发 醇 温度 作为 2 个 二 水 平 
TE, 他 们 用 品 党 小 组 评 出 的 名 次 作为 响应 变量 . 设计 以 及 所 得 的 平均 名 


变量 来 处 理 . 与 思考 题 8.27 


次 如 下 : 
试验 无 性 系 

1 

2 十 
3 = 
4 + 
5 m 
6 + 
T - 
8 十 
9 

10 十 
11 

12 十 
13 - 
14 十 


16 十 
(a) 描述 此 设计 的 别名 . 


AK OK ANM 

大 小 温度 
j E 
十 c 二 
- + : 
D Ñ " 
十 十 - 
十 十 - 
- d 
- 十 
十 - E 
十 - 十 
- E 十 
- 十 十 
+ + E 
十 B 二 


(b) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 

(c) 志 于 这 个 实验 和 思考 题 8.27 的 1985 年 黑 比 诺 葡萄 酒 实验 ， 你 能 做 什么 比较 ? 

在 W. D. Baten 发 表 在 Industrial Quality Control (1956 年 着 ) 的 一 篇 文章 中 , 介绍 了 3 个 因子 

对 钢 盘 长 度 的 效应 的 一 个 实验 的 研究 结果 . 每 根 钢 入 要 经 过 两 个 热处理 过 程 ， 并 在 一 天 中 3 个 时 间 点 

(上 午 8 58, 上午 11 点 , 下 午 3 点 ) 的 某 一 时 间 点 , 被 4 台 机 器 中 的 一 台 切 割 . 长 度 的 规范 数据 如 下 ， 

(a) 假定 每 一 单元 格 中 的 4 个 数据 是 重复 数据 , 分 析 这 个 实验 的 数据 . 

(b) 分 析 这 个 实验 的 残 差 ， 有 和 迹 鱼 表明 在 某 个 单元 中 存在 异常 点 吗 ? 如 果 找 到 异常 点 ,删除 异常 点 后 
重复 (a) 的 分 析 . 你 得 到 什么 结论 ? 

(c) 假说 各 个 单元 中 的 观测 值 是 在 4 台 机 器 上 一 起 进行 热处理 的 钢筋 依次 被 切割 的 (规范 ) 长 度 . 分 


mm 
浆果 


十 十 十 十 


isti» 酵母 橡木 平均 
时 间 类 型 类 型 名 次 
= - A 

+ 10 
+ + 6 
十 - - 9 


十 


十 
I 十 
| 
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析 这 些 数据 并 确定 3 个 因子 对 平均 长 度 的 效应 . 

(d) 计算 每 一 单元 格 中 4 个 观测 值 方差 的 对 数 . 分 析 这 个 响应 . 可 以 得 到 什么 结论 ? 

(e) 假设 钢筋 被 切割 的 时 间 在 日常 生产 过 程 中 是 不 受 控制 的 ， 分 析 在 每 个 机 器 /热处理 过 程 中 12 个 
钢筋 长 度数 据 的 平均 值 和 方差 的 对 数 . 可 以 得 到 什么 结论 ? 


ES 
过 程 l 2 3 4 

ee 

上 午 8 点 1 3 5 5 0 4 7 3 
Cua 

0 1 3 4 0 1 5 4 
DOTUTUUTM 4 ECCO NB OO 9 S 

E^F 11 点 1 -1 4 8 1 0 11 6 
TUN 0H a "Ue E a 97039 

1 -2 1 3 -1 1 6 
7 

下 午 3 点 9 6 6 4 6 1 4 8 
UUm 0 a a oa 

T 0 4 
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本 章 纲要 

10.1 引言 10.7.1 REREN PRESS 

10.2 ”线性 回归 模型 10.7.2 ”影响 诊断 

10.3 ”线性 回归 模型 的 参数 估计 10.8 WETER 

10.4 ”名 元 回归 的 假设 检验 第 10 章 补充 材料 
10.4.1 回归 的 显著 性 检验 810.1 回归 系数 的 协 方差 矩阵 
10.4.2 ”回归 系数 的 个 别 检验 和 分 组 检验 810.2. 回归 模型 与 所 设计 的 实验 

10.5 名 元 回归 的 置信 区 间 S10.3 ”调整 的 R? 
10.5.1. 单个 回归 系数 的 置信 区 间 510.4 逐步 回归 和 其 他 回归 模型 变量 选择 法 
10.5.2 平均 响应 的 置信 区 间 510.5 ”预测 响应 的 方差 

10.6 ”新 响应 观测 的 预测 S10.6 ”预测 误差 的 方差 

10.7 回归 模型 的 诊断 510.7 回归 模型 的 杠杆 慎 


10.1 引 E 


很 多 问题 中 , 有 两 个 或 多 个 变量 是 相关 的 , 我 们 想 要 建立 模型 并 探索 这 些 关 系 . 例如 , 在 化 
工 工艺 中 , 产品 的 产 率 和 运行 温度 有 关 . 化 学 工程 师 想 要 建立 产 率 和 温度 的 模型 , 并 用 这 一 模型 
进行 预测 、 过 程 优 化 和 过 程控 制 . 

一 般 地 , 设 有 一 个 因 变 量 或 响应 y, 它 依赖 于 大 个 自 变 量 或 回归 变量 , 例如 ri, za, .…, Ep. 
这 些 变量 之 间 的 关系 可 以 用 一 个 称 为 回归 模型 的 数学 模型 来 刻画 . 它 拟 合 一 组 样本 数据 . 在 有 
SES, 实验 者 知道 y 和 zi, rz, …，zk 之 间 真 实 函数 关系 的 精确 表达 式 , 比方 说 , y = 由 (zl， 
Ta o , Zk) . 但 是 , 大 多 数 情况 下 , 真实 的 函数 关系 是 未 知 的 , 实验 者 要 选取 一 个 合适 的 函数 
JEXOROBUR o . 低 阶 的 多 项 式 模 型 是 广 为 应 用 的 逼近 函数 . 

在 实验 设计 与 回归 分 析 之 间 有 强烈 的 相互 影响 . 本 书 始终 强调 以 经 验 模型 定量 地 表示 实验 
结果 的 重要 性 , 这 将 使 模型 易于 理解 、 解 释 和 实现 .回归 模型 是 它 的 基础 .在 许多 场合 , 我 们 已 
经 给 出 了 描述 实验 结果 的 回归 模型 . 本 章 将 介绍 有 关 拟 合 这 些 模型 的 一 些 内 容 . 关于 回归 的 更 完 
整 的 叙述 见 Montgomery, Peck, and Vining (2001) 以 及 Myers (1990). 

回归 分 析 常 用 于 分 析 无 计划 实验 所 得 的 数据 , 例如 , 观测 不 可 控 现象 所 得 的 数据 或 历史 记录 . 
回归 分 析 在 出 现 某 些 问 题 的 设计 过 的 实验 中 也 是 很 有 用 的 . 本 章 将 阅 述 这 些 情形 . 


10.2 ”线性 回归 模型 


我 们 将 主要 拟 合 线性 回归 模型 , 例如 , 假定 我 们 想 要 建立 聚合 物 的 秋 度 与 温度 和 催化 剂 进 料 
速率 之 间 的 经 验 模 型 . 可 以 描述 这 个 关系 的 一 个 模型 是 
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y = Bo + Bri + Boza +E (10.1) 


其 中 y EPAR, ci 表示 温度 , ra 表示 催化 剂 进 料 速率 . 这 是 有 两 个 自 变量 的 多 元 线性 回归 模 
W. 目 变 量 也 常 称 为 预测 变量 (predictor varible) 或 回归 变量 (regressor)}. 使 用 术语 线性 是 因 
为 (10.1) 式 是 未 知 参 数 89, 01, 85 的 一 个 线性 函数 ， 模 型 描述 了 在 二 维 ri e 空间 中 的 一 个 
平面 , 参数 8o 定义 为 平面 的 截 距 ， 有 时 也 称 B31, 82 为 偏 回归 系数 , 这 是 因为 01 度量 了 在 r 
每 改变 一 个 单位 而 zz 保持 不 变 时 y 的 期 望 改变 量 , 同 理 , 35 度量 了 在 r 每 改变 一 个 单位 而 
zl 保持 不 变 时 y 的 期 望 改 变量 . 

一 般 地 , 响应 变量 y 与 不 个 回归 变量 相关 . 称 模型 


y = Do + Bizi + Bata +- + Bekte +E (10.2) 


JA k 个 回 妇 变量 的 多 元 线性 回归 模型 称 参 数 8;, 7 = 0, 1, -…,， 为 回归 系数 (regression 
coefficient). 这 个 模型 描述 了 大 维 回归 变量 {z)} 空间 中 的 超 平面 . 参数 B; 表示 在 r; 每 改变 
一 个 单位 而 其 余 自 变量 mi (i 7) 保持 不 变 时 响应 y 的 期 望 改变 量 . 
比 (10.2) 式 看 起 来 更 复杂 的 模型 通常 也 可 以 用 多 元 线性 回归 方法 进行 分 析 . 例如 , 在 含有 
两 个 自 变 量 的 一 阶 模型 中 添加 一 个 交互 作用 项 , 即 
y = Do + Biri + Bara 十 Diarir2 十 < (10.3) 


车 设 zs = zliza 和 p3= B12, 则 (10.3) 式 可 改写 为 
y = Bo + Biti + Bra+ Bara +E (10.4) 
这 是 一 个 有 3 个 回归 变量 的 标准 多 元 线性 回归 模型 . 回忆 第 6-8 E 我 们 为 了 定量 表示 二 水 平 


析 因 设计 , 曾 用 类 似 于 (10.2) 式 与 (10.4) 式 的 式 子 来 表示 经 验 模型 . 再 例如 , 考虑 2 个 变量 的 
二 阶 胸 应 曲面 模型 : 


y = Bo + Bri+ Dra Piri + Baza + Plat1r2 + € {10.5) 


TUR ra = T1， £4 = T3, Ts = I122, 703— n, a= jo2, s= 15, 则 上 式 改 写 为 


y = fo + Aixi + Baza + sms + Dama + srs +e (10.6) 


这 是 一 个 线性 回归 模型 . 在 本 书 前 面 章节 中 , 我 们 已 看 到 过 这 个 模型 一 般 来 说 , 任意 一 个 对 于 
参数 (6) 为 线性 的 回归 模型 就 叫做 线性 回归 模型 不 论 其 生成 的 响应 曲面 形状 如 何 . 

本 章 将 概述 多 元 线性 回归 模型 参数 估计 的 方法 ， 这 通常 称 为 模型 拟 会. 我 们 还 将 对 这 些 模 
型 讨论 假设 检验 和 构造 置信 区 间 的 方法 ， 以 及 检验 模型 拟 合 的 适合 性 . 我 们 主要 关注 在 设计 
过 的 实验 (designed experiment) 中 有 用 的 回归 分 析 方 法 . 关于 回归 的 更 完整 的 论述 ,可 参阅 
Montgomery, Peck, and Vining (2001) 以 及 Myers (1990). 
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多 元 线性 回归 模型 中 , 通常 用 最 小 二 乘法 来 估计 回归 系数 , 设 有 n >k 个 响应 的 观测 值 , 比 
A VS, Visas cs Yn 与 每 一 个 观测 响应 y; 对 应 ， 每 一 个 回归 变量 也 有 相应 的 观测 值 , 记 x;; 表 
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示 变 量 zj 的 第 i 个 观测 值 或 水 平 . 数据 如 表 10.1 所 示 , 假定 模型 中 误差 项 < 满足 E(e) = 0, 
V(c) = o^, 且 {ei;} 是 不 相关 的 随机 变量 . 


X 10.1 多 元 线性 回归 的 数据 


y I] T2 s Tk 
Yl XII 12 Tik 
ys I2] T22 Tok 
Yn Trl Trn2 iid Znk 


可 以 用 表 10.1 中 列 出 的 观测 值 写 出 (10.2) SEES] 模型 
yi = fo + Bitir + Dacia + --- + Derig d- £j = flo + D Biti tEn $-21,2,-,n (10.7) 
一] 


所 谓 最 小 二 乘法 , 就 是 选取 10.7 式 中 的 8 使 得 误差 c; 的 平方 和 最 小 . 最 小 二 乘 函数 是 


2 
T "n k 
L=} s= 2. (x — Bo— 2 m) (10.8) 
i=] i= i= 
将 函数 工 关 于 Bo, 81, Bk 最 小 化 . 最 小 二 乘 估计 量 ( 记 为 Âo, Bo, A) 必须 满足 
Be: ; g EOE Te Een —üÜ (10.9a) 
Oflg Po ms d an j=1 das 
与 
OL n ^ k 、 
9; Poi... zx ur c cB 2- 2) Tij 一 0 j212,.- ,大 (10.9b) 


化 简 (10.9) 式 , 得 


nõo + fi 3 diu +Â: Y ta tet Âk Y Eip = $^ yi 
i=] izl i=l i=] 


Ao $ Til + Bi 3 rÀ +Â 7» Tiiti dece + By y Tiltik = Y Dili 
i=] i=] i=l i=1 i=] 
Êo J Tik + B Y Tikili 十 f s Tikti 十 十 B. 57 Tj, 一 Tiki (10.10) 
i=] t=] i 三] gud 1—I 
称 这 些 方程 为 最 小 二 乘 正规 方程 组 (least squares normal equations). 4# 一 大 十 1 个 正 
规 方程 , 正好 和 未 知 回归 系数 个 数 相对 应 . 正规 方程 组 的 解 就 是 回归 系数 的 最 小 二 乘 估计 量 Po, 
f, HIR. B. 


Un HdRR in S RE, 则 求解 正规 方程 组 更 为 简便 . 现在 给 出 对 应 于 (10.10) 式 的 正规 方程 
组 的 矩阵 表示 形式 . 以 观测 值 表示 的 模型 , 即 (10.7) 式 , 用 矩阵 记号 可 写 为 


y—XB8-c-e 
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其 中 
Vi l zi Ziz Tik Bo El 
y2 l zzi X22 Tok fen £2 
y = X = . E B € E= . 
Un 1 Tri Tn? i Tnk B En 


一 般 地 , y 是 一 个 (nx1) 观测 值 向 量 , X 是 自 变量 水 平 的 一 个 (n x p) 矩阵 , 8 是 一 个 (px1) 
回归 系数 向 量 , s 是 一 个 (nx1) 随机 误差 向 量 . 
要 求 得 最 小 二 先 估 计 向 量 j, 只 要 使 


L= Y d-ee-(y- XBy(y— X8) 


取 极 小 值 . 注意 OL 可 表示 为 
L-yy-B8'X'y-yXg8-«-8'X'XB-yy-28'X'y + 8'X'Xp (10.11) 


这 是 因为 8' X^y 是 一 个 (1x1) ER, 或 标量 , 所 以 它 的 转 置 (8 X'y)' = X 是 同一 个 标量 . 
最 小 二 乘 佑 计量 必须 满足 5: 


gg â ^ 2X v 2X'XB —0 


简写 为 
X'XB-—X'y (10.12) 


(10.12) 式 是 最 小 二 乘 正 规 方程 组 的 矩阵 形式 , 它 等 同 于 (10.10) R. 为 了 求解 正规 方程 组 , 对 
(10.12) ARARA X'X Hu. 于 是 , 8 的 最 小 二 乘 估计 量 是 


B-(X'X)!'X'y (10.13) 


容易 看 出 , 正规 方程 组 的 矩阵 形式 等 同 于 它 的 标量 形式 . 详细 写 出 (10.12) 式 , 得 


TÀ TL TL Të 
ju" 2 Til $» ig ias 2. Tik ^ 2 Ui 
i=] i=l i=] Bo i=l 
TL TL 2 TL TL z TL 
3 Til y Til y Tilti cce 2 TilTik B 2. Tili 
i-1 i=] i=] i= [1 =- i—l 
TL TL TL | Th l 2 B TŁ 
iD Tik » Diklil » i Tik ' y Tiki 
1—1 i1 =] i= 1=]1 


XETTAREEGEA, 就 得 到 正规 方程 组 ( 即 (10.10) R) 的 数量 形式 . 易 见 , X'X 是 一 个 (p x p) 对 
称 和 矩阵 , X'y 是 一 个 (px1) 列 向 量 . 注意 XX 的 特殊 构造 . XX 的 对 角 线 元 素 是 X 列 元 素 
的 平方 和 , 对 角 线 以 外 的 元 素 是 X 列 元 素 的 叉 积 的 和 . 此 外 , X'y 的 元 素 是 X 列 元 素 与 观测 
Biy) RRRA. 
所 拟 合 的 回归 模型 是 
j= XP (10.14) 
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其 标量 形式 为 
ĝi = P+ E Bjza, i-1,2,-..,n 
7 三 1 
实际 观测 值 v; 与 相应 的 拟 合 值 v; 的 差 称 为 残 差 (residual), 记 为 ei = y; — $i. (nx1) RA 
向 量 记 为 
e—-y-Íf (10.15) 
1. tit a? 
我 们 常常 需要 估计 o*. 为 了 得 到 这 个 参数 的 估计 量 , 考虑 残 差 平方 和 


"CM Ru 
SSe = J (WH) =} ei = ee 
和 一 二 


i-i 
KRXe-y-g-—y-XB, 8 
SSg—(y - XB) (y - XB) = y'y - Ü'X'y -y'XB-Ü'X'XB-y'y-20 X'y+Â'X' XÂ 
因为 X'XÂ = X'y, 上 式 化 为 

SSe — y'y — B X'y (10.16) 
称 (10.16) 式 为 误差 平方 和 或 残 差 平方 和 , CA n — p 个 自由 度 . 可 以 证 明 

E(SSE) = 0 (n—p) 
所 以 , o? 的 一 个 无 偏 估计 是 

ó^ = 一 一 (10.17) 
2. 估计 量 的 性 质 


由 最 小 二 乘法 可 以 得 到 线性 回归 模型 中 参数 8 的 无 偏 估计 , 这 只 需 按 下 面 的 方法 对 启 求 期 
望 就 可 以 证 明 : 


E(8) - E((X'X) ! X'y] = E((X'X)^! X'(X8 +e) 
-E[((X'X)'X'X8--(X'X) !X'à—g 
这 是 因为 E(e)=0,(X'XV1X'X =I. 于 是 , ĝ 是 8 的 无 偏 估 计量 . 
B 的 方差 特性 用 协 方差 矩阵 表示 为 : 
Cov(8) = E([B — E(8)][Ó — E(8))') (10.18) 
它 是 一 个 对 称 和 矩阵 , 它 的 第 i 个 主 对 角 线 元 素 是 单个 回归 系数 A 的 方差 , 它 的 第 (ij) cC 
Â 与 房 之 间 的 协 方差 . B 的 协 方差 矩阵 是 

Cov(B) = c?(X' X)^! (10.19) 


例 10.1 ”聚合 物 的 黏度 (y) 和 两 个 过 程 变量 一- 反应 温度 (zi) 与 催化 剂 进 料 速率 (75) —— ff 16 
个 试验 的 观测 值 如 表 10.2 所 示 . 我 们 将 用 这 些 数 据 拟人 台 雪 元 线性 模型 
y = Bo + Bizi + Boxo +E 
X 矩阵 和 y 向 量 分 别 是 
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3€ 10.2 例 10.1 多 元 线性 回归 的 数据 


观测 温度 众 化 剂 进 料 速率 ER | 观测 温度 催化 剂 进 料 速 率 T 
(z1,'C) (z2, Ib/h) | (21, ©) (z2, Ib/h) 
1 80 8 2 256 9 94 12 2 364 
2 93 9 2340 | 10 93 11 2 379 
3 100 10 2426 | 11 97 13 2 440 
4 82 12 2293 | 12 95 11 2 364 
5 90 11 2330 | 13 100 8 2 404 
6 99 8 2368 | 14 85 12 2 317 
7 81 8 2250 | 15 86 9 2 300 
8 96 10 2409 | 16 87 12 2 328 
1 80 8 2 256 
1 93 9 2 340 
1 100 10 2 426 
1 82 12 2 293 
1 90 11 2 330 
1 99 8 2 368 
1] 81 m8 2 250 
1 96 10 2 409 
X= ， =: 
1 94 12 y 2 364 
1 93 1l 2 379 
1 97 13 2 440 
1 95 1i 2 364 
1 100 8 2 404 
1l 85 12 2 317 
1 86 9 2 309 
1 87 12 2 328 
X'X 矩阵 是 
1 80 8 
E de pr 1 1 93 9 16 1 458 164 
X'X—|s80 93 ... g7 .| 三 | 1458 133560 14946 
8 9 xu 12 164 14946 1 T7926 
1 87 12 
X'y 向 量 是 
2 256 
I. 3. e 1 2 340 37 577 
XY=| 80 93 ... 87 | = | 3 429 550 
8 9 12 385 562 
2 328 
B B3 ^ — 38 ed d 
B= (X'X)^! X'y 
或 
14.176 004  —0.129 746 —0.223 453 37 577 
d= | —0.129 746 1.429 184 x 10-3 —4.763 947 x 10-5 3 429 550 


—0.223 453  —4.763 947 x 10-5 2.222 381 x 10-? 385 562 
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1 566.077 77 
= 7.621 29 
8.584 85 


回归 系数 保留 两 位 小 数 时 的 最 小 二 乘 拟 合 是 
jg = 1566.08 十 了 .6271 + 8.58x5$ 
表 10.3 的 前 3 列 分 别 表示 实际 观测 值 y;、 预 测 值 或 拟 合 值 dp 和 残 差 值 . 图 10.1 是 残 差 的 正 态 概率 
图 . 残 差 与 预测 值 办 的 关系 图 和 残 差 与 两 个 变量 mi 和 za 的 关系 图 分 别 显示 在 图 10.2. 图 10.3 和 图 10.4 
中 . 正如 在 设计 过 的 实验 中 一 样 ， 残 差 图 是 回归 模型 中 不 可 或 缺 的 部 分 ， 这 些 图 形 表明 观测 到 的 黏度 值 的 方 
差 随 着 笃 度 的 增 大 而 增加 .图 10.3 表明 黏度 的 变异 性 随 着 温度 的 增加 而 增加 . 


$ 10.3 10.1 的 预测 值 , 残 差 值 及 其 他 诊断 值 


观测 项 测 值 RA E 学 生化 - 学 生化 
i di di ei ü Rž ; BERE 
1 2 256 2 244.5 11.5 0.350 0.87 0.137 0.87 
2 2 340 2 352.1 —12.1 0.102 —0.78 0.023 zT 
3 2 426 2 414.1 11.9 0.177 Q. 80 0.046 0.79 
4 2 293 2 294.0 —1.0 0.251 —0.07 0.001 —0.07 
5 2 330 2 346.4 —16.4 0.077 —1.05 0.030 —1.05 
6 2 368 2 389.3 cop 0.265 —1.52 0.277 —1.61 
7 2 250 2252.1 -21 0.319 —0.15 0.004 —0.15 
8 2 409 2 383.6 25.4 0.098 1.64 0.097 1.76 
9 2 364 2 385.5 —21.5 0.142 —1.42 0.111 —1.48 
10 2 379 2 369.3 9.7 0.080 0.62 0.011 0.60 
11 2 440 2 416.9 23.1 0.278 1.66 0.354 1.80 
12 2 364 2 384.5 —20.5 0.096 —1.32 0.062 一 1.36 
13 2 404 2 396.9 7.1 0.289 0.52 0.036 0.50 
14 2 317 2 316.9 0.1 0.185 0.01 0.000 «0.01 
15 2 309 2 298.8 10.2 0.134 0.67 0.023 0.66 
16 2 328 2 332.1 43 0.156 —0.28 0.005 —0.27 
99 H 
un^ 
Ud 
&0 
Wr 70 
T 5 R 
s $ 
p" 30 
H 20 —5 Rh 
10 
5 一 13.68 
1H — -231.50 上 a 
—21.50 —13.68 —5.85 1.97 9.79 17.61 2543 2 44 2 273 2 302 2 3312 359 2 A88 3 417 
jx FM Bi BE OE) 


图 10.1 4j 10.1 中 残 差 的 正 态 概率 图 图 10.2 4| 10.1 中 残 差 与 预测 黏 庆 的 关系 图 
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25.43 H 
17.61 
9,79 
e. 1.97 
—5.85 
—13.68 
—21.50 H TE] 
SÜ.0 N33 86.7 900 933 967 100.0 
T 温度 
图 10.3 f| 10.1 中 残 差 与 x1 (温度 ) 
的 关系 图 
3. 使 用 计算 机 


9.85 


13.65 


—21.50 O C 
BO KBF 9,67 10.50 11.33 12.17 13.00 


zy, 慌 化 剂 进 料 速 率 


图 10.4 £i 10.1 中 残 差 与 za 催化 剂 进 料 
速率 ) 的 关系 图 


几乎 所 有 统计 软件 包 都 可 以 进行 回归 模型 拟 合 . 表 10.4 列 出 了 用 Minitab 软件 拟 合 例 10.1 
中 黏度 回归 模型 时 所 获得 的 部 分 输出 结果 . 在 这 个 输出 中 有 许多 量 我 们 已 经 熟悉 了 因为 它们 的 
会 义 类 似 于 在 设计 过 的 实验 中 计算 机 输出 的 分 析 结 果 . 在 本 书 前 面 的 章节 中 , 我 们 已 看 到 许多 计 
算 机 输出 结果 , 在 后 面 的 章节 中 我 们 将 详细 讨论 表 10.4 中 方差 分 析 和 t 检验 的 信息 , 并 将 指出 


如 何 正确 计算 这 些 量 . 
34€ 10.4 
回归 分 析 


The regression equation is 


Viscosity -1566 *7.62Temp-* 8.58 Feed Rate 


例 10.1 黏度 回归 模型 的 Minitab 输出 


Predictor Coef StDev T P 

Constant 1566.08 61.59 25.43 0.000 

Temp 7.6213 0.6184 12.32 0.000 

Feed Rat 8.585 2.439 3.52 0.004 

S=16.36 R-8q-92.74 R-Sq(adj)s91.6* 

Ánalysis of Variance 

Source DF SS MS F P 
Regression 2 44157 22079 82.50 0.000 
Residual Error 13 3479 268 

Total 15 47636 

Source DF Seq SS 

Temp 1 40841 


Faed Rat 1 
Å— ————————————————————— 


4. 在 设计 过 的 实验 中 拟 合 模型 


我 们 常常 用 回归 模型 以 定量 的 方式 表示 设计 过 的 实验 的 结果 . 下 和 面 我 们 给 出 一 个 完整 的 例 
于 以 说 明 如 何 来 做 . 在 这 个 例子 后 面 还 有 3 个 简单 的 例子 ， 用 于 说 明 在 设计 过 的 实验 中 回归 分 析 


的 其 他 用 途 ， 
例 10.2 2? 析 因 设计 的 回归 分 析 


一 位 化 学 工程 师 研究 一 个 过 程 的 产 率 . 考察 3 个 过 程 变 量 ; 温度. 压强 以 及 催化 剂 浓度 . 每 个 变量 取 低 
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与 高 两 个 水 平 ， 工 程 师 决 定 进行 有 4 个 中 心 点 的 23 设计 的 实验 .设计 与 所 得 的 产 率 如 图 10.5 所 示 , 这 里 
我 们 同时 列 出 了 设计 因子 的 自然 水 平 ， 以 及 常 在 2* 析 因 设计 中 表示 因子 本 平 的 十 1, —1 规范 变量 , 
设 工程 师 决 定 拟 合 只 有 主 效应 的 模型 ， 即 
y = Bo + ĝiri + Hra+i+ Baza +E 


对 此 模型 ,XX 矩阵 和 y 向 量 是 


=i e o 32 
1 ECC -l 46 
j^ tal 1 =l 9T 
l 1 i | 65 
D ub zi 1 n 
x-l|1 ] =l 1 | ， - 
1 —1 1i 1 9T 
1 1 1 1 68 
1 0 0 0 50 
1 0 0 0 44 
1 0 0 0 93 
1 0 0 0 56 
过 程 变量 规范 变量 
试验 温度 压力 浓度 产 率 , y 
(C) (psig) (g/l) 
1 120 40 15 el xb 32 
2 160 40 15 i si -=i 46 
3 120 80 15 ES i wd 57 
4 160 80 — 15 1 1 c 65 
5 120 40 30 d: 2 1 36 
6 160 40 30 1 -1 1 48 
7 120 80 30 ES 1 1 57 
8 160 80 30 1 1 1 68 
9 140 60 22.5 ü 0 0 50 
10 140 60 22.5 Ü 0 0 44 
ll 140 60 22.5 0 0 0 53 
12 140 60 22.5 0 Ü Ü 56 
z;,— 7140, 5, = Eoo gs M L-22.5 
图 10.5 例 10.2 的 实验 设计 
易 得 
12 0 0 0 612 
X'X = 0 8 0 0 X'y- 45 
0 0 8 0 85 
0 0 0 8 9 
因为 XX 是 对 角 和 矩 阵 , 其 逆 也 是 对 角 的 , 回归 系数 的 最 小 二 冬 估 计 是 
1/12 ü 0 0 612 51.000 
B-(X'Xy!X'y- 0 1/8 0 0 45 | = | 5.625 
0 D 1/8 0 85 10.625 
D 0 0 1/8 9 1.125 


拟 合 的 回归 模型 是 
j = 51.000 + 5.6252, 十 10.62572 + 1.125z3 
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与 我 们 在 许多 场 台 已 使 用 过 的 相同 , 这 些 回 归 系 数 和 通常 的 23 设计 分 析 法 求 得 的 效应 估计 量 有 密切 
的 关系 , 例如 , 温度 的 效应 (参阅 图 10.5) 是 


T = ja — jp- = 56.75 — 45.50 = 11.25 


注意 x. 的 回归 系数 是 
(11.25)/2 — 5.625 

也 就 是 说 , 回归 系数 正好 是 通常 效应 估计 的 1/2. 这 一 点 对 于 25 设计 总 是 正确 的 如 上 所 述 , 在 第 6 章 至 
第 8 章 中 , 对 好 几 个 二 水 平实 验 , 我 们 都 用 了 这 一 结果 来 得 到 回归 模型 、 拟 合 值 以 及 残 差 .此 例 表明 , 由 2 
设计 所 得 的 效应 估计 量 是 最 小 二 乘 估计 . 

在 例 10.2 中 , 因为 X" X. 是 对 角 和 矩阵, 逆 矩 阵容 易 求 得 . 这 一 点 从 直观 上 看 有 优越 性 不 仅 
四 为 计算 简单 , 而 且 因为 所 有 回归 系数 的 估计 量 是 不 相关 的 , BI, Cov (9, B;) = 0. 在 收集 数据 
BU, 如 果 能 够 选择 c 变量 的 水 平 的 话 , 我 们 就 会 设计 实验 使 得 XX ARTAR. 

在 实践 中 , 这 一 点 相对 容易 做 到 , 我 们 知道 , X'X 的 对 角 线 之 外 的 元 素 是 区 列 的 义 积 之 
和 . 因此 , 必须 使 X 的 列 间 的 内 积 等 于 零 , 也 就 是 说 , 这 些 列 必须 是 正 交 的 (orthogonal). 为 拟 
合 回归 模型 而 进行 的 实验 设计 , 车 具 正 交 性 , 则 称 它 为 正 交 设计 . 一 般 说 来 , 2 析 因 设计 是 拟 合 
多 元 线性 回归 模型 的 正 交 设计 . 

在 设计 过 的 实验 中 出 现 某 些 问 题 时 , 回归 方法 也 是 十 分 有 用 的 . 这 将 在 下 面 两 个 例子 中 给 予 
说 明 . 

例 10.3 ”有 缺失 观测 值 的 23 析 固 设计 

考虑 例 10.2 的 有 4 个 中 心 点 的 23 析 因 设计 . 假设 完成 实验 后 缺失 了 各 变量 都 是 高 水 平 的 那个 试验 
(图 10.5 中 的 第 8 号 试验 )， 这 可 能 由 多 种 原因 造成 ， 比 如 测量 系统 产生 一 个 错误 的 读数 因子 水 平 组 合 是 
不 可 能 的 搭配 , 实验 单元 可 能 有 和 危险 性 , 等 等 . 

我 们 将 用 其 余 的 11 个 数据 拟 合 主 效应 模型 


y = Do + Biri + Pozo + Baza +e 
此 时 X ERER y 向 量 是 


1 -1 -1 -1 32 

1 1 -1 -1 46 

l -1 l -1 57 

1 1 1] -1 65 

l -i1 -1 1 36 

从 一 | 1 1 一 1 1-4 y= | 48 

1 一 1 l 1 57 

1 0 0 0 50 

1 0 ü 0 44 

1 0 0 Ü 53 

1 ü 0 Ü 56 

为 估计 模型 参数 , 计算 

ll -1 -1 -1 544 
P —1 7 =l -1 ; —23 
| ud 4 XY=| 17 
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e —— MÀ ML ——— M —— a ———————— —O—————— 


得 


B-(X'X) ! X'y 
9.615 38 x 107? 1.923 07 x 107? 1.923 07 x 107? 1.923 07 x 107? 544 
1.923 07 x 107? 0.153 85 2.884 62 x 107? 2.884 62 x 107? —23 
1.923 07 x 107? 2.884 62 x 1077 0.153 85 2.884 62 x 107? 17 


1.923 07 x 107? 2.884 62 x 107? 2.884 62 x 107? 0.153 85 一 59 
51.25 


5.75 
10.75 
1.25 


因此 , 拟 合 的 模型 是 
j = 51.25 + 5.75x1 + 10.7522 + 1.25r3 
将 此 模型 与 例 10.2 中 由 所 有 12 个 数据 所 得 的 模型 比较 .回归 系数 非常 相似 ， 因 为 回 妇 系数 与 因子 效应 有 


密切 的 关系 , 我 们 的 结论 并 未 受到 缺失 观测 值 的 严重 影响 , 但 是 , 由 于 (XIX) 与 其 逆 不 再 是 对 角 阵 , 效应 的 
估计 量 也 不 再 正 区 . 


例 10.4 设计 因子 水 平 不 够 精确 


在 进行 一 个 惧 计 过 的 实验 时 ， 有 时 难以 达到 或 保持 设计 所 第 的 精确 因子 水 平 ， 小 的 偏差 并 不 重要 , 但 对 
大 的 偏差 要 多 加 关注 . 在 实验 者 不 能 得 到 所 需 因 子 水 平 的 设计 过 的 实验 中 , 回归 方法 很 有 用 . 


为 了 说 明 这 个 问题 , 表 10.5 中 的 实验 是 例 10.2 的 2? 设计 的 一 个 变形 , 这 里 , 许多 试验 组 合并 不 是 设 
计 所 指定 的 真正 水 平 的 组 合 . 温度 变量 的 控制 似乎 最 为 困难 . 


$ 10.5 例 10.4 的 实验 设计 


过 程 变 量 规范 变量 
1 2 T3 
CC) (psig) (g/1) 

l 125 41 14 —0.75 —0.95 —1.133 32 
2 158 40 15 0.90 —1 —1 46 
3 121 82 15 —0.95 1.1 —1 9T 
d 160 80 15 1 1 —1 65 
5 118 30 33 —1.10 —1.05 1.14 36 
6 163 40 30 1.15 —1 l 48 
Y 122 80 30 —0.90 l 1 57 
8 165 83 30 1.25 1.15 , 1 68 
9 140 60 22.5 0 0 0 50 
10 140 60 22.5 0 0 Ü 44 
11 14D 60 22.0 ü 0 Ü a3 
12 140 60 22.5 0 ü 0 56 
我 们 将 拟 合 主 效应 模型 


y = Bo + Bizi + Bata + Bara +E 


330  * 103 拟 合 回归 模型 


一 -一 


X EEN y 向 量 是 


1 —0.75 —0.95 -1.133 32 
1 0.90 —1 —]1 46 
1 —0.95 1.1 一 1 57 
1 1 0 E 65 
1 —LI0 -—1.05 1.4 36 
1 1.15 =f 1 48 
X= ; = 
1 —090  ] 1 Y 57 
1 1.25 1.15 1 68 
1 0 0 0 50 
1 0 0 0 44 
1 0 0 0 53 
1 0 0 0 56 
为 估计 模型 参数 , 计算 
12 0.60 0.25 0.267 0 612 
0.60 8.18 0.31 —0.140 3 71.55 
"X = X'y = 
vx 0.25 0.31 8.5375  —0.343 7 y 100.7 
0.2670 | —0.1403 . —0.343 7 9.243 7 19.144 
得 
月 = (XX)-1X'y 
8.374 47 x 107? —6.098 71 x 10-3 —2.335 42 x 10-3 —2.598 33 x 10-3 
— | -6.008 71x 107? 0.122 89 —4.207 66 x 107? — 1.884 90 x 10-3 " 
—2.335 42 x 107? —4.207 66 x 10-3 0.117 53 4.378 51 x 107? 
—2.598 33 x 10-3 1.884 90 x 10-3 4.378 51 x 10-3 0.108 45 
612 50.493 91 
77.55 E 5.409 96 
100.7 — ] 10.163 16 
19.144 1.072 45 


回归 系数 保留 两 位 小 数 , 拟 合 的 模型 是 
ğ = 50.49 + 5.41z1 + 10.1622 + 1.0723 


将 此 模型 与 例 10.2 中 的 原 模型 比较 ， 原 模型 中 因子 水 平 是 设计 指定 的 真正 水 平 ， 两 者 之 间 只 有 非常 小 的 差 
F. 这 个 实验 结果 的 实际 解释 不 会 因为 实验 者 不 能 精确 达到 所 要 的 因子 水 平 而 受到 严重 影响 

例 10.5 在 分 式 析 因 设 计 中 , 分离 有 别名 的 交互 作用 

从 第 8 章 中 可 以 看 到 ， 用 折 到 法 可 以 在 一 个 分 式 析 因 设 计 中 分 离 有 别名 的 交互 作用 . 对 一 个 分 辨 度 为 
III 的 设计 , 可 以 构造 一 个 完全 折 春 设计 ， 其 第 二 个 分 式 设计 是 对 原 分 式 设计 取 反 . 这 个 组 合 的 设计 可 用 于 分 
离 所 有 与 两 因子 交互 作用 有 别名 的 主 效应 . 

使 用 完全 折 释 的 难点 在 于 ， 它 要 求 第 二 组 试验 的 个 数 与 原来 的 分 式 设计 完全 相同 . 为 了 分 离 某 些 有 别名 
HEHEA, 可 以 在 原 分 式 设计 的 基础 上 增加 几 个 试验 ， 增加 试验 的 个 数 少 于 全 折 番 所 要 求 的 ， 部 分 折 状 技 
术 可 以 用 于 解决 这 个 问题 . 利用 回归 方法 可 以 方便 地 看 到 部 分 折 肥 技术 是 如 何 起 作用 的 ， 有 时 甚至 可 以 找到 
更 有 效 的 折 有 登 设 计 . 

例如 , 假设 我 们 要 进行 21021 设计 . 表 8-3 列 出 了 这 个 设计 的 主 分 式 设计 , 在 这 个 设计 中 , I = ABCD. 
假设 在 获得 前 8 个 试验 数据 后 , 最 大 的 效应 是 A. B, C,，D( 忽 略 别名 是 这 些 主 效应 的 3 因子 交互 作用 ) 和 
AB + CD 别名 链 . 虽然 可 以 忽略 另 两 个 别名 链 , 但 显然 AB 与 CD 中 至 少 有 一 个 偏 大 . 为 发 现 哪 个 交互 
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作用 是 重要 的 ， 我 们 当然 可 以 做 男 一 组 替补 的 分 式 设 计 , 这 和 需 再 做 8 个 试验 . 于 是 ,可 用 所 有 16 个 试验 佑 
计 主 效应 和 2 因子 交互 作用 . 另 一 种 方法 是 进行 包 揪 4 个 附加 试验 的 部 分 折合 设计 . 
可 以 用 少 于 4 个 试验 来 分 离别 名 AB 和 CD. 假设 我 们 希望 拟 合 模 型 


y = Bo + Bizi + Aara + sra + Daza + BorT172 + Baarar4i € 
其 中 z1, z2, z3, t4 是 表示 A, B, C, D 的 规范 变量 . 用 表 8-3 中 的 设计 , 此 模型 的 X pd 


Ij] I2 I3 Id TIT? C374 
l -—-1 -1 -1 一 1 1 
1 1 —1 -1 l —1 一 
l 一 1 l 一 1 i 一 一 
A-—l1 l 1 一 -1 1 1 
1 -1 -1 1 1 1 l 
1 1 -1 1 
] —1 1 1 —-1 -1 -1 
l 1 


为 了 便于 理解 ,我 们 在 各 列 的 上 方 写 出 了 变量 名 .注意 到 rir: 列 与 saza 列 相同 (如 所 预期 的 , 因为 AB 
或 ciro 是 CD 或 rar, 的 别名 ), 这 意味 着 X 的 各 列 之 间 不 独立 . 因此 , 我 们 不 能 同时 估计 模型 中 的 B12 
和 Ba4. 然而 , 假设 在 替补 的 分 式 设 计 中 把 zl = —1, za = —1, z3 = —1, z4 = 1 这 个 试验 加 入 到 原来 的 
8 个 试验 中 , 则 模型 中 的 X 矩阵 变 为 
T1 TI t3 X4 Tl1T IACTA 
一 -1 -1 -1 1 1 
1 -1 -1 1] 一 人 -1 


= = j= d je RO qe BREL 
rm 
| 
j= 
m 
E 
n 
- 


注意 到 , 现在 列 172 与 z3x4 不 再 相同 , 这 样 我 们 就 能 够 拟 合 同时 含有 交互 作用 mim2(AB) 与 z3r4(CD) 
的 回归 模型 . 回归 系数 的 大 小 给 出 了 交互 作用 重要 性 的 信息 . 

尽管 添加 一 个 试验 就 可 以 分 离 交 互 作用 AB 和 CD, 但 这 种 方法 有 一 个 缺点 ， 假设 在 前 8 个 试验 与 稍 
后 添加 的 试验 之 间 存 在 一 个 时 间 效 应 (或 一 个 区 组 效应 ). 在 X 矩阵 中 加 上 区 组 列 , 得 


ti Z2 I3 I4 Ta r3r4 区 组 


= pe de d Rm j je RA d 

l 

E 
| 

j| 

[=i 

i 

E 

E 

n 
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我 们 已 假定 在 前 8 个 试验 中 区 组 因子 取 低 水 平 “”, 在 第 9 个 试验 中 区 组 因子 取 高 水 平 “+”. 可 以 看 到 , 每 
一 列 与 区 组 列 的 叉 积 之 和 不 等 于 零 ， 这 意味 着 区 组 对 处 理 不 再 是 正 交 的 , 或 者 说 , 现在 区 组 效应 影响 模型 回 . 
归 系 数 的 估计 . 为 使 区 组 正 交 化 , 必须 添加 侦 数 次 试验 ， 比 如 , 4 个 试验 


可 以 分 离 AB 和 CD, 并 得 到 正 交 区 组 (用 与 前 面 类 似 的 方法 写 出 X 矩阵 就 可 以 看 到 此 结论 ). 由 试验 所 
mU, 这 等 价 于 部 分 折 竹 . 

通常 直接 检查 由 分 式 析 因 设 计 得 到 的 简化 模型 的 XC 矩阵 ， 并 决定 为 了 分 离 我 们 感 兴趣 的 有 别名 的 交互 
TERI, 在 原 设计 中 应 该 增加 哪些 试验 ， 此 外 , 可 以 用 本 章 稍 后 给 出 的 回归 模型 的 结果 来 评估 特殊 增 大 策略 的 
Em. 还 可 以 用 基于 计算 机 的 方法 构造 用 于 分 离 有 别名 的 效应 的 增 大 设计 (参见 第 8 章 的 补充 材料 ) 第 11 
章 将 讨论 计算 机 生成 的 设计 . 
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在 多 元 线性 回归 问题 中 ， 对 模型 参数 的 假设 检验 有 助 于 度量 模型 的 有 效 性 . 本 节 将 介绍 几 种 
重要 的 假设 检验 方法 . 这 些 方法 要 求 模型 误差 e, 服从 均值 为 零 , 方差 为 o? 的 独立 的 正 态 分 布 ， 
k 
简 记 为 = ~ NID( 0, o?). 由 此 可 知 , 观测 yi 服从 均值 为 o + E Bjzij, 方差 为 o? 的 独立 的 正 
j=i 
态 分 布 . 


10.4.1 回归 的 显著 性 检验 


回归 方程 的 显著 性 检验 用 于 判断 响应 变量 y 与 回归 变量 r. 22, 5 ,Zk 的 子 集 之 间 是 否 
存在 线性 关系 . 相应 的 假设 是 


Ho: 0 = 85 —...— 8, —0 (10.20) 
Hi:8; £0, 至 少 有 一 个 ; 


拒绝 (10.20) 式 中 的 Ho 意味 着 , 回归 变量 r1, xo, ..， r 中 至 少 有 一 个 变量 对 模型 有 显著 的 
影响 . 检验 方法 是 方差 分 析 法 , 先 将 总 平方 和 .597 分 解 为 模型 (或 回归 ) 引起 的 平方 和 与 残 差 
(或 误差 ) 平方 和 , 即 

SSr = SSR + SSE (10.21) 


车 零 假 设 Ho: Bi Bs=... = 8,— 0 AE, 则 SSu /o? 服从 xk 2f, xi 的 自由 度 等 于 
模型 中 回归 变量 个 数 ， 可 以 证 明 SSe /o? 服从 xri 分 布 且 SSe 与 SSR 相互 独立 ， 对 
Ho: B1— Do=… = By— 0 的 检验 方法 是 计算 


SSn/k || MSn 


Fi = ————————— o LO 
" SSs/(n—k-1)  MSg 


(10.22) 
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E Fo 超过 Fak,n-_n-1, 则 拒绝 Ho. 也 可 以 用 P 值 法 进行 假设 检验 , 者 统计 量 Fo 的 P 值 小 于 
o, 则 拒绝 Ho. 通常 将 检验 过 程 汇 总 到 如 表 10.6 所 示 的 方差 分 析 表 中 . 


3X 10.6 ”多 元 回归 的 回归 显著 性 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
回归 SSRn k MSp MS n/ MSE 
误差 或 残 差 SSE n—k—l MSE 

总 和 SST n-—1l 


容易 得 到 SS a 的 计算 公式 . 我 们 已 在 (10.16) 式 推出 了 SSe 的 计算 公式 , BD 
SSg = y'y — Ó'X'y 


n Tl 2 n 2 
用 SSr= È y? - (Ew) neas (Ew) /n BUS Ext, 有 


TL 2 7n 2 
r ( s) ( x) 
= LM /i= /. 
E O'X y E 


S5g-—yy 

又 有 

SSg-—SSpT-— SSR 
因此 , 回归 平方 和 为 

" 2 
Vu Ev) 
SSg = ' X'y — (10.23) 

误差 平方 和 为 

SSe = y'y — B' X'y (10.24) 
总 平方 和 为 


" 2 
Í (È w) 
SSr =y y -— E (10.25) 


几乎 所 有 回归 软件 包 都 可 以 完成 这 些 计 算 . 例如 , 表 10.4 就 列 出 了 用 Mintab 计算 例 10.1 
竺 度 回归 模型 记得 的 部 分 输出 结果 . 输出 的 上 面部 分 是 模型 的 方差 分 析 表 . 此 例 中 回归 的 显著 性 
检验 的 假设 是 
Ho : fy — B3 — 0, Hi:8; £0, 至少 有 一 个 j 
3& 10.4 中 , F 统计 量 [(10.22) 式 ] 的 P 值 非常 小 , 所 以 可 以 得 到 结论 , 两 个 变量 一 一 温度 
(zi) 和 进 料 速率 (72) 中 至 少 有 一 个 变量 的 回归 系数 不 为 零 ， 
表 10.4 也 列 出 了 复 决 定 系数 R 的 值 , 这 里 的 


E = Te 一 1 一 二 (10.26) 
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ee 
与 设计 过 的 实验 中 相同 , R^ 用 于 度量 由 于 在 模型 中 使 用 回归 变量 ri, z2,.…, ee 而 造成 的 yy AE 
并 性 的 减少 量 . 然而 , 正如 我 们 前 面 已 注意 到 的 , 具有 大 的 R? 值 的 回归 模型 并 不 意味 着 它 一 定 
是 好 的 模型 . 在 模型 中 增加 一 个 变量 , 不 管 它 是 否 统计 显著 , 总 会 增加 RO 的 值 . 于 是 , 可 能 会 发 
生 这 样 的 情况 , 一 个 模型 有 大 的 R? 值 , 而 用 它 对 新 的 观测 进行 预测 或 求 响 应 期 望 的 估计 时 效果 
ARE. 

因为 向 模型 中 添加 新 的 项 时 R? 总 是 增加 的 , 有 些 建 立 回归 模型 的 人 更 愿意 用 调整 的 已 2 统 
计量 , 其 定义 为 


_1_ SSg/(n-p) , (n-1|, o 


一 般 而 言 , 当 模 型 中 增加 变量 时 , 调整 的 R 统计 量 并 不 总 是 增加 的 . 实际 上 , 如 果 增加 了 不 必 
要 的 项 , R2, 的 值 就 会 减少 
以 噩 度 回归 模型 为 例 . 模型 的 调整 R 在 表 10.4 中 已 列 出 , 其 计算 过 程 为 


TL — 


Radj 一 工 一 (z 
它 非常 接近 普通 的 R. 如 果 R? 与 R2, 有 极 大 的 不 同 , 模型 中 很 可 能 含有 不 显著 的 项 


10.4.2 ”回归 系数 的 个 别 检验 和 分 组 检验 


我 们 经 常 感 兴趣 于 检验 各 回归 系数 的 假设 . 这 类 检验 可 用 于 判定 回归 模型 中 每 个 回归 变量 
的 重要 性 . 例如 ， 在 模型 中 添加 一 些 变量 或 者 删 去 模型 的 一 个 或 多 个 变量 ， 模型 可 能 会 更 为 有 效 . 

向 回归 模型 添加 变量 总 会 导致 回归 平方 和 增加 与 误差 平方 和 减少 我 们 必须 确定 , 用 增加 模 
苷 变量 的 方法 使 回归 平方 和 增加 是 否 值得 , 此 外 ， 向 模型 中 添加 一 个 不 重要 的 变量 , 实际 上 会 增 
大 误差 的 均 方 , 因而 会 使 模型 的 效用 下 降 . 

和 检验 任意 一 个 回归 系数 的 显著 性 , 比如 g, 假设 是 


2) (1— R')21- (55) (1 — 0.926 97) = 0.915 735 


Ho : B, — 0, H3 : f; +0 


右 不 拒绝 Ho: 8;— 0, 则 表示 可 以 从 模型 中 删 去 变量 r. 这 个 假设 的 检验 统计 量 是 


B; 


这 里 , Cj; 是 (X'X) 对 应 于 记 的 对 角 元 素 . 当 |to| > taj2,n-k-1 则 拒绝 原 假 设 Ho:8;— 0. 
注意 , 这 实际 上 是 偏 检验 或 边缘 检验 , 因为 回归 系数 Â; 依赖 于 模型 中 所 有 其 他 变量 rili x j). 
通常 称 (10.28) 式 中 的 分 母 V55C77 为 回归 系数 房 的 标准 误 , 即 


se(8;) = v 82 C; (10.29) 
因此 , (10.28) 式 中 的 检验 统计 量 可 等 价 地 写 为 


(10.28) 


B; 
se(ĝ;) 


to = (10.30) 


10.4 多 元 回归 的 假设 检验 335 


大 多 数 回 归 的 计算 机 程序 对 每 个 模型 参数 给 出 t 检验 . 例如 , 考虑 表 10.4, 它 是 例 10.1 的 
Mintab 输出 . 输出 的 上 面部 分 给 出 了 每 个 参数 的 最 小 二 乘 估 计 、 标 准 误 、t 统计 量 以 及 对 应 的 
P (B. 对 此 模型 , 我 们 的 结论 是 两 个 变量 (温度 和 进 料 速率 ) 都 是 显著 的 . 

也 可 以 直接 检验 某 个 特殊 变量 , 如 zj, 在 给 定 模型 中 的 其 他 变量 ri (ij) 时 , 对 于 回归 平 
方 和 的 页 献 . 检验 方法 就 是 普通 的 回归 显著 性 检验 , 被 称 为 附加 平方 和 法 , 这 种 方法 也 用 于 研究 
回归 变量 的 子 集 对 模型 的 贡献 . 考虑 用 个 变量 的 回归 模型 : 


y=X B+E 


其 中 y 是 (nx1) 向 量 , X 是 (n x p) PF, 8 是 (px1) 向 量 , e 是 (nx1) 向 量 , Hp=k+1. 
我 们 想 判 断 回归 变量 的 子 集 zi, m2, ,zi (r < k) 是 否 对 回归 模型 有 显著 性 贡献 . 将 回归 系 
数 向 量 划分 为 
B, 
B- 
z 


其 中 8, 是 (rx1) 向 量 , 8, 是 [(p-r)x1] 向 量 . 要 检验 假设 


Fo:B=0，  Hi:f, #0 (10.31) 
模型 可 以 写 为 
y— XB +e = Xi1B, -- Xo8, 十 上 (10.32) 
其 中 X, 表示 X 中 和 B, 有关 的 列 , X2 表示 X 中 和 B。 有 关 的 列 ， 
对 全 模型 (包括 8, 和 8,), 已 知 B = (X'X) X'y, 包含 截 距 在 内 的 所 有 变量 的 回归 平 
方 和 为 
SSa(B)— B'X'y (p 个 自由 度 ) 
H ^ 
MS, = 93 -Ó8X'y 
n— p 
称 SSR(B) 为 B 的 回归 平方 和 . 为 求 出 1 对 回归 的 贡献 , 我 们 在 假定 零 假设 Ho: 有 = 站 为 
真 时 来 拟 合 模型 . 由 (10.32) RẸ 8, = 0 时 的 简化 模型 : 


y — X38, € (10.33) 

B; HRD- Â, = (XX2) Xy, B 
SSg(8,) = Xay (p-r 个 自由 度 ) (10.34) 

在 模型 中 已 有 8, 出 现 的 条 件 下 , 8, 的 回归 平方 和 是 
So5R(Gil92) = SSn(B) — SSn(8,) (10.35) 


此 平方 和 有 r 个 自由 度 , 称 为 9, 的 “附加 平方 和 ”. 注意 53 0(0,|B;) 是 由 模型 增加 了 变量 ri, 
Ta e , Er 而 引起 的 回归 平方 和 的 增加 量 . 
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现在 , 55R(Bi|6a) 与 MSE 相互 独立 , 而 零 假设 6 = 0 可 以 用 统计 量 


m SSn(B,|8 )/r 
Fo 一 — MSr ^ (10.36) 
来 检验 . 当 Fo > Farn-p 时 拒绝 Ho, 结论 为 , 8， 中 至 少 有 一 个 参数 不 为 零 , 从 而 在 Xa 内 的 
变量 ri, r2- ,zr 中 至 少 有 一 个 变量 对 回归 模型 有 显著 影响 . 有 人 称 (10.36) 式 的 检验 为 仿 
Fu. 
偏 I 检验 是 非常 有 用 的 . 可 以 通过 计算 


SS n(B;|Bo, P1, - i Dido im | B) 


来 度量 最 后 一 个 添加 到 模型 中 去 的 变量 r; 的 贡献 ， 这 是 向 包含 了 x, Tj-i, j+; c5, 
zk 的 模型 中 添加 zj "sim; meg n. 注意 对 单一 变量 r; 的 偏 F 检验 等 价 于 
(10.28) 式 中 的 上 检验. 因此, fF 检验 是 我 们 度量 变量 集合 的 效应 的 更 一 般 化 的 方法 . 
例 10.6 ”考虑 例 10.1 中 的 黏度 数据 ， 假 定 要 研究 变量 z2( 进 料 速率 ) 对 模型 的 作用 ， 即 所 要 检验 的 
假设 是 
Ho : 85 = 0, Hi : 83 #0 
这 需要 求 出 65 的 附加 平方 和 


S5n(82|81, Bo) = SSn(8o, f1,82) 一 SSR(Bo, 81) = SSg(51,83]8o0) — SSSRi lo) 
由 检验 了 回归 显著 性 的 表 10.4, 我 们 有 
SSRI, Balo) = 44 157.1 


在 表 中 它 被 称 为 模型 平方 和 . 这 个 平方 和 有 2 个 自由 度 . 
简化 模型 是 
y — Bo t iri te 
此 模型 的 最 小 二 乘 拟 侣 为 
y = 1 652.395 5 十 7.639 Tzi 
其 {自由 度 为 1 的 ) 回归 平方 和 是 
SSr(B1|B0) = 40 840.8 


注意 , 这 个 SSR(01]89) 显示 在 表 10.4 中 Mintab 输出 的 底部 的 “Seq SS" 项 中 . 因此 ， 
SSn(82|Bo, 81) = 44 157.1 — 40 840.8 = 3 316.3 


其 自由 度 为 2-1=1. 这 是 向 已 包含 了 n 的 模型 中 添加 za 而 引起 的 回归 平方 和 的 增加 量 , 已 显示 在 囊 
10.4 中 Mintab 输出 的 底部 . 为 了 检验 Ho: 85— 0, 由 检验 统计 量 可 得 


5 ; 
ins 5R(82]Bo, 1)/1 — 3316.3/1 — 12.392 6 


ams 


MSE 267.604 


注意 ，Fo 的 分 母 为 全 模型 中 的 MSc (X 10.4). 由 .05.1.13 = 4.67, 我 们 拒绝 Ho: 822 0, 并 认为 ma 
( 进 料 速率 ) 对 模型 有 显著 影响 . 

这 个 偏 P 检验 仅 涉 及 单一 回归 变量 , 此 时 它 等 价 于 i 检验 , 因为 自由 度 为 v 的 上 统计 量 的 平方 就 是 自 
由 度 为 1 和 vw 的 F 统计 量 . 为 了 理解 这 一 点 , 查看 表 104 中 对 Ho: 82— 0 检验 的 t 统计 量 如 —3.520 3, 
因此 , t$ = (3.520 3)? = 12.392 5 e Fs. 
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10.5 ”多 元 回归 的 置信 区 间 


我 们 常常 要 对 回归 系数 {8;} 以 及 回归 模型 中 其 他 感 兴趣 的 量 构造 置信 区 间 估 计 . 这 些 置信 
区 间 的 推导 过 程 需要 假定 误差 {ei;} 服从 均值 为 零 、 方 差 为 o” 的 独立 的 正 术 分 布 , 与 10.4 节 的 
假设 检验 中 的 假定 相同 . 


10.5.1 单个 回归 系数 的 置信 区 间 


因为 最 小 二 乘 估计 量 局 是 观测 的 线性 组 合 , 所 以 , 服从 均值 为 0 VITE 3E IE ^ (X" X)! 
的 正 态 分 布 . 故 统计 量 


B-Bi . qi. 
/ 62€; ' Y EE 0, 1, ; (10.37) 
服从 上 自由 度 为 n — p 的 t+ 分布 , 这 里 , C; 是 矩阵 (X X) 7 的 第 05) 个 元 素 , 5? 是 由 (10.17) 


式 得 到 的 误差 方差 的 们 计 . 因此 , 回归 系数 8; (7 = 0, 1, .…, k) 的 100(1 - a ) 叹 置信 区 间 是 
B; — la/2,n-p V 09?C3; & B & B; Fiering 806 (10.38) 
因为 seĝ) = /82C,,, 这 个 置信 区 间 也 可 写成 


B; — ta/2ın-p3e(ĝ;) & Bj < Ê; + taj2ın-pselÂ;) 
例 10.7 RA 10.1 中 B1 的 ARAKA. 现在 Ói— 7.621 29, 由 62 = 267.604, Ci = 
1.429 184x1078, 可 得 
B1 — to.o25 13 V 82Ca1 € 61 € Pi + to.o25 13 VOICI 
7.621 29 — 2.164/(267.604)(1.429 184 x 10-3) < 


£1 «€ 7.621 29 + 2.16,//(267.604)(1.429 184 x 10-3) 


7.621 29 — 2.16(0.618 4) < Bi < 7.621 29 + 2.16(0.618 4) 


E 3i 的 95958 fa P [8] JE 
6.285 5 < B1 < 8.957 0 


10.5.2 平均 响应 的 置信 区 间 
我 们 还 可 以 得 到 在 特定 点 (比如 £o, x02, ---, rox) 上 响应 均值 的 置信 区 间 . 首先 , 设 向 量 


zo = | To2 


在 该 点 的 平均 响应 为 
Hylzo = Bo + Bizo + Bazo: t+ Brexor = zo 
在 该 点 的 平均 响应 的 估计 为 
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j(zo) = zo (10.39) 
因为 E[j(zo)) = E(z98) = z08 = Am， 所 以 这 个 估计 量 是 无 偏 的 . (xo) 的 方差 为 


V[(zo)) = o^zo(X' X) zo (10.40) 


因此 , 在 点 roi, 202, e , rok 处 的 平均 响应 的 100(1 — o)?6 E fA EX [8] Je 


(zo) — ta;2,h pM OT (R'E) -lero € ymo € g(£0) t taj2,n -p/ 92m, (X' X)-1mo (10.41) 
10.6 ”新 响应 观测 的 预测 


回归 模型 可 用 于 预测 响应 y 关于 回归 变量 的 特定 值 (如 to, ro, s, zok) 的 观测 设 
£o = [l,zoi, £02, ::- , fox], 那么 , 在 点 zol zoz, --- ，zok 处 观测 yo 的 点 估计 可 用 (10.39) 式 


(zo) = xod 
计算 出 来 . yo 的 100(1 一 o) AMAK [B]. (prediction interval) 是 


(zo) — ta/an -pV + (X X) Ta) < — 
yo < (£o) + aja. 4 5/6? (1-- zo(.X' X)71zo) l 


FEM zol, Toz, :-- , Tok 处 预测 新 观测 和 估计 平均 响应 时 , 对 于 位 于 包含 原 有 观测 范围 之 外 的 情 
JE, 我 们 必须 小 心 谨慎 地 推断 . 这 是 因为 很 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 模型 在 原 有 的 数据 范围 内 拟 合 
得 很 好 , 但 在 该 范围 之 外 就 不 能 很 好 地 拟 合 了 . 

(10.42) 式 中 的 预测 区 间 有 许多 应 用 . 其 中 之 一 是 用 于 析 因 设计 或 分 式 析 因 设计 中 的 确认 实 
验 . 在 一 个 确认 实验 中 , 我 们 要 检验 从 原 实 验 中 得 到 的 模型 , 以 判断 我 们 的 解释 是 否 正确 . 通常 
先 用 模型 来 预测 设计 空间 内 一 些 感 兴趣 的 点 上 的 响应 , 然后 比较 预测 的 响应 与 在 那些 点 上 另行 
试验 所 获得 的 实际 观测 . 我 们 已 在 第 8 章 中 用 例 8.1 的 24-! 分 式 析 因 设 计 说 明了 这 种 方法 . 确 
认 的 一 种 有 用 的 方法 是 看 新 的 观测 是 否 落 在 该 点 预测 区 间 的 范围 内 

为 了 说 明 这 一 点 , 仍 考虑 例 8.1. 这 个 实验 的 解释 表明 , 4 个 主 效应 中 的 3 个 (A, C, D) 以 
及 2 因子 交互 效应 中 的 2 个 (4C AD) 是 重要 的 效应 . 用 A, B, D 因子 在 高 水 平 .C 因子 在 
低 水 平 的 点 作为 合理 的 确认 试验 的 试验 点 , 该 点 的 响应 的 预测 值 是 100.25， 如 果 分 式 析 因 实验 
已 被 正确 解释 且 响 应 模型 有 效 , 我 们 期 望 该 点 的 观测 值 落 在 由 (10.42) 式 计算 的 预测 区 间 内 . 这 
个 区 间 是 容易 计算 的 . 因为 2 1 是 正 交 设计 且 模型 包含 6 项 (RE, 3 个 主 效应 , 2 个 二 因子 交 
互 效 应 ), 矩阵 (XX) ”有 特别 简单 的 形式 , 即 (XX)! = iHe. 所 考虑 的 点 的 坐标 是 r = 
l, z2 = 1, z3 = —1, z4 = 1, 但 因为 B (Bl r2) 不 在 模型 中 , 而 2 个 交互 效应 AC 和 AD ( ziza 
和 rima) 在 模型 中 , 点 ro 的 坐标 可 记 为 Ty = [1, 21, £3, 74, 7123, 1124] = [1, 1, —1, 1, —1, 1]. 
PARE (A 2 个 自由 度 的 ) o? 的 估计 是 62 — 3:25. 由 (10.42) 式 , 在 此 点 的 观测 的 0595 9 
测 区 间 是 


Ü(2o) —£0.025,24/ 6? (1-- z((U(X" X )-! no) € yo & j(z0) --to.025,2 V 8?(14- m X'X)-12zo) 
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10025 — 430,/325 ( 1+ zoz 12) ) <w< 10025 + 4.304/3.25 ( 1+ mga Tozo) 


100.25 — 4.304/3.25(1 + 0.75) + 0.75) € yo € 100.25 + 4.304/ 3.25(1 + 0.75) 
100.25 — 10.25 € yo & 100.25 + 10.25 


90 € yo € 110.50 


因此 , 我 们 期 望 对 A, B, D 因子 在 高 水 平 、C 因子 在 低 水 平 的 点 上 进行 确认 试验 的 啊 应 变量 渗 
透 率 的 观测 应 落 在 90 至 110.50 之 间 . 实际 观测 值 是 104. 成 功 的 确认 试验 对 正确 解释 分 式 析 
因 实 验 提供 了 一 些 保障 . 
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正如 我 们 所 强调 的 , 在 设计 过 的 实验 中 , 模型 适合 性 检验 是 数据 分 析 过 程 的 一 个 重要 部 分 . 
它 与 建立 回归 模型 同样 重要 , WA 10.1, 我 们 总 是 用 设计 过 的 实验 中 的 残 差 图 来 检查 回归 模型 . 
一 般 需 要 进行 : (1) 检查 所 拟 合 的 模型 , 以 保证 它 对 真实 模型 提供 一 个 足够 精度 的 近似 ; (2) 验证 
所 有 最 小 二 乘 回 归 的 假定 都 满足 . 如 者 回归 模型 不 是 一 个 适当 的 拟 合 , v REB EAE] Sue 
误导 作用 的 结果 . 

除了 残 差 图 , 回归 中 还 常用 其 他 一 些 模 型 诊断 方法 . 本 节 将 简要 地 叙述 这 类 方法 中 的 一 部 
4j. PETEAR Montgomery, Peck, and Vining (2001) 以 及 Myers (1990). 


10.7.1 尺度 残 差 和 PRESS 


l. 标准 化 残 差 与 学 生化 残 差 

许多 建立 模型 的 人 更 愿意 用 对 应 的 尺度 残 差 而 不 愿 用 普通 最 小 二 乘 残 差 . 这 些 尺 度 残 差 常 
常 比 普 通 残 差 表达 更 多 的 信息 . 

一 种 尺度 残 差 是 标准 化 残 差 ; 


di-— i-21,2,.-.,n (10.43) 


其 中 的 5 — fH ô= V/MSz 计算 . 标准 化 残 差 的 均值 为 零 , 方差 近似 为 1, 因此 , 通常 可 用 于 
查找 异常 值 . 大 部 分 的 标准 化 残 差 应 落 在 区 间 —3 < di <3 A, 任意 一 个 标准 化 残 差 在 此 范围 之 
外 的 观测 相对 于 观测 响应 而 言 很 可 能 是 异常 观测 . 应 该 仔细 检查 这 些 异 常 点 , 因为 它们 可 能 表示 
出 现 了 简单 的 数据 录入 错误 , 也 可 能 表示 出 现 了 更 严重 的 问题 , 如 在 回归 变量 所 在 的 区 域 中 , 拟 
合 模型 逼近 真实 响应 曲面 严重 不 足 . 

(10.43) 式 的 标准 化 过 程 就 是 用 残 差 除 以 它 的 近似 平均 标准 差 来 对 残 差 尺度 化 . 在 某 些 数 据 
集合 中 , 各 残 差 之 间 的 标准 差 有 很 大 的 不 同 . 现在 我 们 提出 一 种 考虑 此 问题 的 尺度 化 方法 . 

对 应 于 观测 值 y: 的 拟 合 值 六 的 向 量 是 


—-XB-—X(X'X) X'y-— Hy (10.44) 


nxn EE H — X(X'X) ! X 通常 称 为 “帽子 ”和 矩阵 , 因为 它 在 观测 值 向 量 上 画 出 符号 变 成 
拟 合 值 向 量 . 帽子 矩阵 及 其 性 质 在 回归 分 析 中 扮演 着 重要 的 角色 . 
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拟 合 模型 的 残 差 可 以 用 和 抢 阵 符号 方便 地 写成 
e-y-É 
残 差 的 协 方 差 矩 阵 是 
Cov(e) = o^(I — H) (10.45) 
ABRE T- H 一 般 不 是 对 角 阵 , 所 以 各 残 差 的 方差 不 相等 旦 它们 是 相关 的 . 
TE, 第 i 个 残 差 的 方差 是 
V(ei) = e^(1 — hi) (10.46) 
这 里 ha EH 的 第 i 个 对 角 元 素 . 由 于 0 < hi € 1, 所 以 用 残 差 均 方 和 MSE 来 估计 残 差 的 
方差 实际 上 高 估 了 V(ei). 由 于 ha 是 z 空间 中 第 i 点 位 置 的 度量 , 所 以 e; 的 方差 依赖 于 点 x; 
所 处 的 位 置 , 一 般 地 , zx 空间 中 心 点 附近 残 差 的 方差 比 远离 中 心 点 的 残 差 的 方差 大 . 在 远离 中 心 
点 更 可 能 发 生 违背 模型 假定 的 情况 , 这 些 违背 假定 的 情形 可 能 难 以 用 检测 e; (或 di) 发 现 , 因为 
它们 的 残 差 常常 很 小 . 
我 们 推荐 用 不 相等 的 方差 来 尺度 化 残 差 . 建议 画 出 学 生化 残 差 


TI NN. CM $—1,2,:--,.n (10.47) 


的 图 形 来 代替 e; (或 di) 的 图 形 , 这 里 的 6? = MS. 当 模 型 形式 正确 时 , 不 论 r: 位 于 何 处 , 学 
生化 残 差 的 方差 者 是 常数 V(ri) = 1. 在 许多 情况 下 ， 残 差 的 方差 是 稳定 的 , 特别 是 对 于 大 的 数 
据 集 . 在 这 种 情况 下 , 标准 化 残 差 与 学 生化 残 差 之 间 差 别 很 小 此 时 标准 化 残 差 和 学 生化 残 差 表 
达 了 同样 的 信息 . 然而 , 因为 任 一 残 差 和 ha 部 大 的 点 极 可 能 影响 最 小 二 乘 拟 合 , 所 以 我 们 通常 
建议 察看 一 下 学 生化 残 差 . 表 10.3 列 出 了 例 10.1 黏度 回归 模型 的 帽子 矩阵 对 角 元 hus 和 学 生 
ERE. 


2. PRESS X É 


预测 误差 平方 和 (PRESS) 提供 了 一 种 有 用 的 残 差 尺度 . 为 了 计算 PRESS, 先 选择 一 个 观 
测 , 比如 第 i 个 观测 . 然后 用 其 余 n 一 1 个 观测 拟 合 模型 并 用 这 个 回归 方程 预测 保留 的 观测 
yi. 记 这 个 预测 值 为 jc, 得 到 第 i 点 的 预测 误差 el = yi - ju). 通常 称 此 预测 误差 为 第 ; 个 
PRESS RÆ. 对 每 一 个 观测 i = 1,2, .…, mn 重复 此 过 程 , 可 以 得 到 n 个 PRESS 残 差 ere, 
Us €(0) 的 集合 . 于 是 , 定义 PRESS 统计 量 为 n 个 PRESS 残 差 的 平方 和 ， 


PRESS — 2 ec) — x iyi 一 $c] (10.48) 


PRESS 用 每 一 个 有 n 一 1 个 观测 的 子 集 作为 估计 数据 集 , 又 用 每 个 观测 轮流 作为 预测 数据 集 . 
初 看 起 来 , 计算 PRESS 需要 拟 合 n 个 不 同 的 回归 方程 . 然而 , PRESS 可 以 用 关于 所 有 n 
个 观测 拟 合 的 单一 回归 方程 的 结果 计算 得 到 . 可 以 证 HH, 第 i 个 PRESS 残 差 是 
Ei 
l — hi 
因为 PRESS FÆ PRESS 残 差 的 平方 和 , 所 以 其 计算 公式 可 写 为 


(10.49) 


ei) = 


PRESS = Y (s 5 | (10.50) 
i=l] ELT! 
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由 (10.49) 式 可 以 看 到 , PRESS 残 差 是 对 普通 残 差 按照 帽子 矩阵 对 角 元 hai 加 权 得 出 的 结果 . 
对 ha 较 大 的 数据 点 , PRESS 残 差 就 较 大 . 这 些 观测 一 般 将 成 为 强 影响 点 , 普通 残 差 和 PRESS 
残 差 相差 很 大 的 点 意味 着 , 虽然 模型 对 数据 拟 合 得 很 好 , 但 是 如 果 没 有 该 点 则 所 建 模型 预测 会 很 
差 . 10.7.2 节 将 讨论 影响 的 一 些 其 他 度量 , 

最 后 , 可 以 用 PRESS 近似 计算 预测 R?, 如 


2  , PRESS me 
Ran = 1 — -og (10.51) 


这 个 统 夺 量 给 出 了 回归 方程 预测 能 力 的 一 个 指标 . 例 10.1 黏度 回归 模型 中 , 可 以 用 普通 残 差 以 

RE 10.3 中 给 出 的 h;; 的 值 来 计算 PRESS 残 差 . 相应 的 PRESS 统计 量 的 值 是 PRESS = 
5 207.7, 于 是 

r aj PRESS |, 52077 

TH SSr | 47 635.9 

因此 , 我 们 能 够 期 待 , 在 预测 新 观测 时 , 这 个 模型 可 “解释 ” 约 89% 的 变异 性 , 而 最 小 二 乘 拟 侣 可 


解释 原 数据 的 约 93%% 的 变异 性 . 按 此 标准 , 这 个 模型 总 的 预测 能 力 似乎 是 非常 令 人 满意 的 . 
3. 学 生化 剔除 残 差 (R-Student) 
上 面 讨论 的 学 生化 残 差 ri 常用 于 异常 点 诊断 . 在 计算 r 时 , 习惯 上 以 MS p 作为 e? 的 一 
个 估计 . 因为 MSs 是 用 所 有 n 个 观测 拟 合 模型 而 得 到 的 内 部 产生 的 o? 估计 , 这 意味 着 它 是 残 
差 的 内 部 的 尺度 . 另 一 种 基于 剔除 第 ;个 观测 的 数据 集 的 方法 也 可 以 用 作 o? 的 估计 . 记 这 样 的 
o? 的 估计 为 S2,. 可 以 证 明 


= 0.890 7 


— p)MSg — e2/(1— hi 
52 = PESE LU ed (10.52) 
(10.52) 式 中 的 c? 的 估计 用 于 取代 jMSE, 产生 一 个 外 部 的 学 生化 残 差 , 称 为 学 生化 剔除 残 差 ， 
计算 公式 为 
Es 
t= 一 QQ i=1,2,...,n {10.53) 


n l / 87,1 — hi) 
在 大 多 数 情况 下 , t; 与 学 生化 残 差 7; 只 有 极 小 的 差异 . 然而 , 如 果 第 i 个 观测 影响 较 大 , 3E 
4 St 与 MSE 会 有 显著 不 同 , 则 学 生化 剔除 残 差 对 该 点 更 为 敏感 . 因此 ， 在 通常 的 假定 下 , t 
的 分 布 为 如 -p-1. 故 学 生化 剔除 残 差 为 探测 异常 点 提供 了 一 种 可 由 假设 检验 进行 的 更 正规 的 方 
法 , 表 10.3 列 出 了 例 10.1 黏度 的 回归 模型 的 学 生化 剔除 残 差 的 值 . 这 些 值 都 不 大 . 


10.7.2 ”影响 诊断 


我 们 偶尔 会 发 现 , 数据 的 小 子 集 对 于 拟 合 回归 模型 所 起 的 作用 有 着 与 之 不 成 比例 的 影响 . 即 
参数 估计 或 预测 可 能 对 有 影响 子 集 的 依赖 更 其 于 对 主要 数据 的 依赖 ， 我 们 想 要 找到 这 些 强 影 响 
所 并 信 计 它们 对 模型 的 影响 力 . 如 果 这 些 强 影响 点 起 “ 坏 ” 作 用 , 就 应 该 将 它们 剔除 . 另 一 方面 ， 
这 些 点 也 可 能 没有 错 . 但 如 果 这 些 点 控制 了 主要 模型 特征 , 我 们 还 是 想 知 道 它们 , 因为 它 可 能 影 
响 到 模型 的 使 用 , 本 节 将 简 述 一 些 度量 影响 的 有 用 方法 . 
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1. 杠杆 点 

在 x 空间 中 点 的 分 布 对 决定 模型 特征 是 重要 的 . 特别 是 , 远 端的 观测 很 可 能 对 参数 估计 、 预 
测 值 以 及 常规 统计 量 有 不 成 比例 的 杠杆 作用 . 

帽子 矩阵 H = X(X'X) ! X' 在 识别 有 较 强 影响 的 观测 时 是 非常 有 用 的 . 如 前 面 所 述 ， 
^| V(g) - ^H fl V(e) - c^(I H), k H ERRET 9 A e 的 方差 . H 的 元 素 hi; 可 被 
解释 为 y; 施加 在 六 上 杠杆 作用 的 大 小 . 于 是 , REH 的 元 素 能 够 找 出 凭借 它们 在 x 空间 中 位 
置 的 优势 而 可 能 有 的 较 强 影响 . 主要 考虑 对 角 元 hus 因为 D ha = (CH) S (X) =p, ik 
H 矩阵 对 角 元 的 平均 大 小 是 p/n. 大 体 上 说 , 若 一 个 对 角 元 ha 大 于 2 p/n, 则 第 i 个 观测 就 是 
高 杠杆 作用 点 . 对 例 10.1 黏度 模型 而 言 , 2 p/n = 2(3)/16 = 0.375. 表 10.3 给 出 本 一 阶 模型 的 
帽子 矩阵 对 角 元 hii, 因为 ha 中 没有 一 个 超过 0.375, 所 以 我 们 认为 在 这 些 数据 中 没有 杠杆 点 

2. 对 回归 系数 的 影响 

可 以 用 帽子 算 阵 对 角 元 素 识别 出 可 能 有 强 影响 的 点 , 这 种 影响 是 由 这 些 点 在 z 空间 所 处 的 
位 置 产 生 的 . 在 度量 影响 的 大 小 时 , 应 该 同时 考虑 点 和 响应 变量 的 位 置 . Cook (1977, 1979) 建 
UG HERA n 个 点 得 到 的 最 小 二 乘 估计 B, 与 剔除 了 第 i 点 的 数据 得 到 的 估计 局 ， 之 间距 离 
的 平方 , 作为 第 i 个 点 影响 的 度量 . 这 个 距离 度量 可 写成 


(85 — ÊY X' X (B, — B) 
Di = 一 一 一 一 = ; 
E Dosan (10.54) 


D; 的 一 个 合理 界限 值 是 一 个 单位 . Bp, 我 们 一 般 认为 D; > 1 时 有 较 大 影响 . 

计算 D; 统计 量 时 实际 所 用 的 公式 是 
r? V[g(x; ri hu 
i dU "»ü-A í7bAeon (10.55) 
注意 到 , 除 常数 p 以 外 , D; 是 第 à 个 学 生化 残 差 的 平方 与 /(1 一 hà) 的 乘积 . 可 以 证 明 , 这 
个 比值 是 从 向 量 x; 到 其 余 保 留 下 来 数据 的 中 心 点 的 距离 . TÆ, D: 由 两 个 部 分 构成 , 一 部 分 反 
映 模 型 拟 合 第 i 个 观测 的 程度 , 另 一 部 分 度量 了 第 ; 局 与 其 余 点 的 远离 程度 . 两 部 分 都 可 能 引起 
大 的 D; (E 3E. 

R 10.3 中 列 出 了 拟 合 例 10.1 黏度 数据 的 回归 模型 的 D; 值 OH —T Di 值 超过 1, 所 以 ， 
没有 强烈 证 据 表 明 这 组 数据 中 有 强 影响 的 观测 值 . 


10.8 WATERS 


6.6 节 说 明了 如 何 向 一 个 2* ARGA, 以 使 实验 者 获得 纯 实验 误差 的 估计 . 这 
使 得 残 差 的 平方 和 分 解 成 两 部 分 , 即 
SSg = SImia¥ 十 SSuqu 


这 里 ,SSga¥# 是 纯 误 差 平方 和 , SS 是 失 拟 平方 和 . 

我 们 可 以 给 出 在 回归 模型 中 这 个 平方 和 分 解 式 的 推导 假定 在 回归 变量 s 的 第 i 个 水 平 z; 
处 有 n 个 响应 的 观测 , i = i 2, sa, m. 设 yi; 表示 在 xi 处 的 响应 的 第 4 个 观测 , i — 1, 2, 
UaQm,j4—1,2,---, m. dB 2. nu = n 个 观测 . 记 第 (ij) 个 残 差 为 


D; = 
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yi; — Ñi (yug — Vi) + (Ji — Yi) (10.56) 
这 里 gp 是 在 z; 处 ni 个 观测 的 平均 值 . 对 (10.56) 式 两 边 平方 并 对 i 与 7 求 和 , 得 
» E (yy — pi)? = 3 x (yi — Ji). + Èn nidi — i) (10.57) 


i=] jz1 


(10.57) 式 左边 是 通常 所 指 的 残 差 平方 和 , 右边 两 项 是 对 纯 误差 和 拟 合 不 足 的 度量 纯 误差 平方 
和 Tn Tii 

SSuus = Y, 3 (s - ji (10.58) 
通过 在 r 的 每 一 水 平 上 计算 重复 观测 的 修正 平方 和 , 然后 对 m 的 m 个 水 平 求 和 获得 AE 
方差 为 常数 的 假定 , 因为 在 每 个 x; 的 水 平 上 仅 有 y 的 变异 性 用 于 计算 55max, 故 这 是 纯 误 关 
的 模型 独立 测量 . 因为 在 每 个 水 平 c. 处 , 纯 误 差 的 自由 度 为 ni 1, 所 以 纯 误差 平方 和 的 总 自由 
度 是 


Y (n; —1)—n-m (10.59) 
失 拟 平方 和 | 
Sokn = 2- ni(yi 一 "DR (10.60) 


是 在 每 个 x; 水 平 上 的 响应 均值 g 与 相应 拟 合 值 偏差 平方 的 加 权 和 , 如 果 拟 合 值 pi 靠近 相应 的 
平均 响应 gi, 就 存在 有 力 的 证 据 表明 回归 函数 是 线性 的 . 如 果 条 与 gi 有 很 大 偏离 , 那么 回归 函 
数 很 可 能 不 是 线性 的 , 因为 x 有 om 个 水 平 , 且 模 型 在 估计 p 个 参数 时 损失 了 p 个 自由 度 , 故 
SSag 有 m - p 个 自由 度 . 我 们 一 般 用 从 SS e PRE SSuas 的 方法 计算 SS x 
人 SSxg/(m-—p) _ Mo 
SSuas/(n—m) MSmaaxs 
MS mpe 的 期 望 是 o^, MS y 的 期 望 是 


(10.61) 


Q0 = 


x ni|E(yi) — fo — 2 Bj Tijl“ 


EC(M 5. = 
(M Sry) = o^ 二- EN 


(10.62) 


如 果真 实 的 回归 函数 是 线性 的 , 那么 Ely) = Bo + ULM (10.62) 式 中 的 第 2 项 为 零 , 此 时 


E(MSxg) = 0°. 然而 , 若 回归 函数 不 是 线性 的 , 则 Ely) 关 Bo 十 PLE 于 是 E(MSag) > 0” 


因此 , 如 果真 实 的 回归 函数 是 线性 的 , 统计 量 Fo 服从 Foo pin-m 分 布 为 了 检验 拟 合 是 否 不 不 ， 
先 计 算 检 验 统计 量 的 值 , 车 Fo > Fa,m-pn-m, 则 认为 回归 函数 非 线 性 . 

这 种 检验 方法 可 方便 地 合并 到 方差 分 析 中 . 如 果 回 归 函 数 是 非 线 性 , 则 需 放弃 原来 假定 的 模 
型 , 并 试图 找 出 一 个 更 合适 的 模型 . 如 果 Fo x Fono pnm. 就 不 能 证 明 拟 合 不 正 ， pidas 
MSygs 与 MSsg 合并 起 来 估计 o7. 在 中 心 点 有 重复 试验 的 2 分 式 析 因 设计 的 例 6.6 非常 
整地 说 明了 这 个 过 程 . 
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10.9 8 考 HB 
*10.1 纸张 的 抗 拉 强度 与 纸 桨 中 硬木 的 含量 有 关 . 在 试验 工厂 中 取 10 个 样本 , 所 得 数据 如 下 表 所 示 . 
强度 硬木 百分率 | 强度 硬木 百分率 
160 10 181 . 20 
171 15 188 25 
175 15 193 25 
182 20 195 28 
184 20 200 30 
(a) 拟 合 强度 关于 硬木 含量 的 一 个 线性 回归 模型 . 
(b) 检验 (a) 中 所 得 模型 的 回归 显著 性 . 
(c) 求 参 数 A 的 9595 WES IX [a]. 
10.2 工厂 用 淋 偏 法 从 液态 空气 中 提取 氧 、 氮 和 和 氢 ， 可 认为 氧 中 的 杂质 百分率 与 空气 中 杂质 含量 有 线性 关 
^, 空气 的 杂质 含量 用 “污染 读数 ”来 度量 , 单位 是 百 万 分 率 (ppm). 生产 中 的 一 个 样本 数据 如 下 ; 
纯度 (9$) 93.3 92.0 92.4 91.7 94.0 94.6 93.6 93.1 93.2 92.9 92.2 91.3 90.1 91.6 91.9 
污染 读数 (ppm) 1.10 1.45 1.36 1.59 1.08 0.75 1.20 0.99 0.83 1.22 1.47 1.81 203 175 1.68 
C2 
(a) 对 这 些 数据 拟 合 一 个 线性 回归 模型 . 
(b) 检验 回归 显著 性 . 
(c) 求 参 数 81 的 95 吕 置信 区 间 ， 
10.3 iB ELSE BE 10.1 的 残 差 图 并 论述 模型 的 合适 性 . 
10.4 辆 出 思考 题 10.2 的 残 差 图 , 并 论述 模型 的 各 适 性 . 
10.5 用 思考 题 10.1 的 结果 , 检验 此 回归 模型 的 拟 合 不 足 ， 
10.6 研究 轴承 座 的 磨损 问题 , 轴承 座 的 磨损 y 与 r= WARE zo 二 负载 有 关 . 已 得 下 列 数据 : 
y T] I3 | Uy Z1 T2 
193 1.6 851 91 43.0 1 201 
230 15.5 816 113 33.0 1 357 
172 22.0 1 058 125 40.0 1 115 
(a) 对 这 些 数据 拟 合 一 个 多 元 线性 回归 模型 ， 
(b) 检验 回归 显著 性 , 
(c) 对 每 个 模型 参数 计算 t 统计 量 . 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 
“10.7 用 功率 计 测量 的 汽车 发 动机 的 制 动 马 力 被 认为 是 一 个 以 转 / 分 为 单位 的 发 动机 转速 、 燃料 的 行驶 辛 烷 


值 以 及 发 动机 压缩 的 函数 .在 实验 室内 进行 一 项 实验 , 收集 到 如 下 数据 ， 
HASI 转 / 分 ”行驶 辛 烷 值 ”压缩 | 制 动 马 旋 转 /分 ”行驶 辛 烷 值 Ha 


225 2 000 90 100 | 246 3 000 94 98 
212 1 800 94 95 | 237 3 200 90 100 
229 2 400 88 110 | 233 2 800 88 105 
222 1 900 91 96 | 224 3 400 86 97 
219 1 600 86 100 223 1 800 90 100 
278 2 500 96 110 | 230 2 500 89 104 


10.8 
10.9 


10.10 


10.11 


10.12 


10.13 


10.14 
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(a) 对 这 些 数 据 拟 合 一 个 多 元 线性 回归 模型 . 

(b) 检验 回归 显著 性 . 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 

(c) 根据 t 检验 的 结果 , 你 在 这 个 模型 中 需要 所 有 的 3 个 回归 变量 吗 ? 
分 析 思 考题 10.7 回归 模型 的 残 差 并 评价 模型 的 合适 性 . 

茶 一 化 学 过 程 的 产 率 和 试剂 的 浓度 与 操作 温度 有 关系 , 进行 一 项 实验 , 结果 如 下 


pex 浓度 温度 | v 浓度 温度 
81 1.00 150 T9 1.00 150 
89 1.00 180 8T 1.00 180 
83 2.00 150 84 2.00 150 
91 2.00 180 | 90 2.00 180 


(a) 假定 我 们 想 要 对 这 些 数据 拟 合 一 个 主 效应 模型 ， 使 用 表 中 的 数据 求 出 X XC 矩阵 . 

(b) (a) 中 所得 到 的 扎 阵 是 对 角 和 矩阵 吗 ? 详 述 你 的 答案 . 

(c) 假定 我 们 用 “通常 的 ”规范 变量 zl = 8X-LS,1, — 85-195 写 出 模型 ， 用 这 两 个 规范 变量 
的 模型 求 出 X" X EE. 这 个 矩阵 是 对 角 矩 阵 吗 ? 详 述 你 的 答案 . 

(d) 定义 新 的 规范 变量 rı = SELO p, — BE-150 用 这 两 个 规范 变量 的 模型 求 出 XX 4B 
阵 . 这 个 矩阵 是 对 角 和 矩阵 吗 ” 详 述 你 的 答案 ， 

(e) 总 结 你 在 本 题 前 儿 问 中 学 到 的 有 关 规 范 变量 的 知识 . 

考虑 例 6.2 中 的 2* 析 因 实验 . 假定 缺失 了 最 后 一 个 观测 .重新 分 析 数 据 并 作出 结论 . 这 个 结论 与 原 

来 例 中 的 结论 相 比 有 何不 同 ? 

考虑 例 6.2 中 的 2* 析 因 实验 . 假定 缺失 了 最 后 两 个 观测 . 重新 分 析 数 据 并 作出 结论 . 这 个 结论 与 原 

来 例 中 的 结论 相 比 有 何不 同 ? 

已 知 下列 数 据 , 拟 合 二 阶 多 项 式 回 归 模 型 


y = Bo + A + Bax» + Biz T Ba2x + Bizti +E 


Vv T] T2 | Y Ti T 
26 1.0 1.0 | 62 1.5 2.0 
24 1.0 1.0 | 100 0.5 3.0 
175 1.5 4.0 | 26 1.0 1.5 
160 1.5 4.0 30 0.5 1.5 
163 1.5 4.0 | 70 1.0 2.5 
55 0.5 2.0 71 0.5 2.5 


拟 合 模型 后 , 检验 回归 的 显著 性 . 
(a) 考虑 思考 题 10.12 的 二 次 回归 模型 .对 每 个 模型 参数 计算 t 统计 量 , 论述 从 这 些 量 中 得 到 的 结 
ie. 
(b) 用 附加 平方 和 方法 评估 二 次 项 x2, 22 及 er: 对 模型 的 价值 . 
方差 分 析 与 回归 的 关系 . 任 一 方差 分 析 模型 可 以 用 一 般 线性 模型 y = XB + e 来 表示 , 其 中 Xia 
阵 由 0 和 1 组 成 . 证 明 单 因子 模型 yj = ut Ti+ 6,1—1,2,3,7 — 1,2, 3,4 可 号 为 一 般 线 
性 模型 的 形式 . 
(a) 号 出 正规 方程 组 (X' X)8 = X'y, 并 与 第 3 章 对 此 模型 求 得 的 正规 方程 组 相 比 较 . 
(b) XX X'X 的 秩 . 可 以 求 得 (XX) n? 
3 
(c) 设 删 去 第 一 个 正规 方程 并 加 上 约束 D nf; = 0. 所 求 得 的 方程 组 可 解 吗 ? 如 果 可 解 ， 求 出 其 解 
二] 
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一 -~ ÉL 


10.15 


10.16 


10.17 


10.18 


求 回归 平方 和 Ô X'y, 并 和 单 因子 模型 的 处 理 平方 和 进行 比较 . 
设 拟 合 一 直线 并 使 B1 的 方差 尽 可 能 小 ， 限 取 偶 数 个 实验 点 ， 这 些 点 取 在 何 处 才能 使 V( 语 , ) 最 小 
V6? (3: 使 用 解 此 题 的 设计 时 要 十 分 小 心 ， 因 为 即使 该 设计 可 使 V( 户 | ) 最 小 化 , 也 会 有 一 些 不 良 
的 性 质 ， 例 如 ， 可 参阅 Myers and Montgomery(1995)， 只 有 当 体 非常 青 定 真实 的 函数 关系 是 线性 
关系 时 ， 才 可 以 考虑 使 用 此 设计 .) 

加 权 最 小 二 乘法 ， 设 拟 合 直线 y = Bo + biri +e, 但 现在 y 的 方差 依赖 于 z 的 水 平 , Bp, 


m 
V(y|[z4) =g" = -一 i1-21,2,-.-,n 
us 


其 中 ow. 是 已 知 常 数 ， 常 称 为 权 ， 证 明 ， 如 果 所 选择 的 回归 系数 的 估计 可 使 加 权 误 差 平方 和 Y Wi 
i=l 
(yi 一 Bo 一 Airi)? 最 小 化 , 则 所 得 的 最 小 二 乘 正规 方程 是 


A "n z n rn 
Bo 5, wi B1 Y, wizi = E wiyi 
i=l t=] i=] 


a, "n " "n Tt 
Bo 5, wiz: Bi), wiz? = Y^ wiziy; 
1—] i=l i—1 


考虑 例 10.5 中 所 讨论 的 21-1 设计 . 
(a) 假定 你 选择 在 这 个 例子 的 设计 中 补充 一 次 试验 ， 求 模型 


y = Bo + Bizi + Baza + 833 + Baza + Byoxima + Ba4z3c4 +E 


的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 区 组 ). 
(b) 是 否 存 在 另 一 个 分 式 设计 中 的 任 一 试验 可 以 分 离别 名 AB 与 CD? 
(c) 假定 你 选择 在 例 10.5 的 设计 中 补充 4 次 试验 . R (a) 中 模型 的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 
E 4). 
(d) 考虑 (a) 和 (c), 你 愿意 用 哪 种 补充 试验 的 策略 ,为 什么 ? 
考虑 2m 设计. 假定 在 进行 实验 之 后 , 最 大 的 观测 效应 是 4 + BD, B 4 AD, D + AB. 你 想 在 原 
设计 中 补充 进行 4 次 试验 以 分 离 这 些 效应 的 别名 . 
(a) 你 愿意 做 哪 4 次 试验 ? 
(b) 求 模型 


y = Ba + Bizi + Bora + Baza + Biaziza + 814z1z4 + Bazata +E 


的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 区 组 ). 
(c) 用 少 于 4 次 的 附加 试验 是 否 有 可 能 分 离 这 些 效 应 的 别名 ? 
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11.1 响应 曲面 法 引言 


啊 应 曲面 法 (Response Surface Methodology, RSM) 是 数学 方法 和 统计 方法 结合 的 产物 ， 
用 于 对 感 兴趣 的 啊 应 受 多 个 变量 影响 的 问题 进行 建 模 和 分 析 , 以 优化 这 个 响应 . 例如 , 设 一 位 化 
学 工程 师 想 求 出 温度 (m1) 和 压强 (x2) 的 水 平 以 使 得 过 程 的 产 率 (y) 达到 最 大 值 . 产 率 是 温度 
水 平和 压强 水 平 的 函数 , 比方 说 
y = f(zi,z2) 十 
其 中 e 表示 响应 y 的 观测 误差 或 噪音 . 如 果 记 期 望 响 应 为 E(y) = f (zi, z2) =n, 则 由 


有 f(21,22) 


表示 的 曲面 称 为 响应 曲面 . 

通常 像 图 11.1 那样 用 图 形 来 表示 响应 曲面 , 其 中 ROME zi 水 平和 za 水 平 画 的 . 前面 已 
经 看 到 过 这 样 的 响应 曲面 图 形 , 特别 是 在 析 因 设计 的 各 章 中 . 为 了 有 助 于 目测 响应 曲面 的 形状 ， 
ES ERE 11.2 那样 画 出 响应 曲面 的 等 高 线 . 在 等 高 线 图 形 中 , 常数 值 的 响应 线 画 在 mi, zy 平面 
E 每 一 条 等 高 线 对 应 于 响应 曲面 的 一 个 特定 高 度 . 在 前 面 章 节 中 已 看 到 了 等 高 线 图 的 作用 . 

在 大 多 数 RSM 问题 中 , 响应 和 自 变量 之 间 的 关系 形式 是 未 知 的 . 这 样 , RSM 的 第 一 个 步 
KMET y 和 目 变 量 集 合 之 间 真 实 函数 关系 的 一 个 合适 的 逼近 式 . 通常 , 可 用 在 自 变量 某 一 
区 域内 的 一 个 低 阶 多 项 式 来 逼近 . 若 响应 适合 用 自 变量 的 线性 函数 建 模 , 则 近似 函数 是 一 阶 模型 


y = Bo + Bii + Baza :t+ Bkrk +E (11.1) 
如 朵 系统 有 弯曲 , 则 必须 用 更 高 阶 的 多 项 式 , 例如 二 阶 模型 


k k 
y = Bo + 9^ Bizi t È Buzi + E Y. Damm; te (11.2) 
i=l i=] igj 


348 — * ll Gb 响应 曲面 法 与 设计 
RE 


儿子 所 有 的 RSM 问题 都 用 这 两 个 模型 中 的 一 个 或 两 个 . 当然 , 一 个 多 项 式 模型 不 可 能 在 自 变量 
的 整个 空间 上 都 是 真实 函数 关系 的 合理 近似 式 , 但 在 一 个 相对 小 的 区 域内 通常 做 得 很 好 . 


期 望 产 率 E(y)=7 


图 11.2， 响 应 曲面 的 等 高 线 图 


第 10 章 讨论 的 最 小 二 乘 方法 可 用 来 估计 近似 多 项 式 的 参数 然后 用 拟 合 曲面 进行 响应 曲 
面 分 析 . 如 果 拟 合 曲面 是 真实 响应 函 数 的 一 个 合适 的 近似 式 ， 则 拟 合 曲面 的 分 析 就 近似 地 等 价 于 
实际 系统 的 分 析 . 如 果 能 恰当 地 利用 实验 设计 来 收集 数据 , 就 能 够 最 有 效 地 估计 模型 参数 拟 合 
响应 曲面 的 设计 称 为 响应 曲面 设计 . 11.4 节 将 讨论 这 些 设 计 . 

RSM 是 一 种 序 贯 方法 . 通常 当 我 们 在 响应 曲面 上 某 个 远离 最 优点 的 点 时 ， 例如 , Fg 11.3 
中 当前 运行 条 件 那样 的 点 ， 在 此 点 处 系统 只 有 微小 的 弯曲 ， 从 而 用 一 阶 模型 是 恰当 的 . 现在 , 我 
们 的 目的 是 要 引 导 实 验 者 沿 着 改善 系统 的 路 径 快速 而 有 效 地 向 最 优点 的 附近 区 域 前 进 . 一 旦 找 
到 最 优点 的 区 域 , 就 可 以 用 更 精细 的 模型 (例如 二 阶 模型 ) 进行 分 析 以 便 确 定 最 优点 的 位 置 由 
图 11.3 可 见 , 响应 曲面 的 分 析 法 可 以 想象 为 Ju 一 样 , 山顶 代表 响应 的 最 大 值 点 . 如 果真 实 
的 最 优点 是 响应 的 最 小 值 点 , 则 可 设想 为 “ 薪 进 山谷 ” 
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值 的 等 高 线 


图 11.3 RSM 的 序 贯 性 质 


RSM 的 最 终 目 的 是 确定 系统 的 最 优 运行 条 件 或 确定 因子 空间 中 满足 运行 规范 的 区 域 . 有 关 
RSM 更 全 面 的 介绍 见 Myers and Montgomery(2002), Khuri and Cornell(1996), 及 Box and 
Draper (1987). Myers 等 人 的 综述 论文 也 是 有 用 的 参考 资料 . 


11.2 最速 上 升 法 


系统 最 优 运行 条 件 的 初步 信 计 弟弟 远离 实际 的 最 优点 . 在 这 种 情况 下 , 实验 者 的 目的 是 要 快 
速 地 进入 到 最 优点 的 附近 区 域 . 我 们 希望 利用 既 简单 又 经 济 有 效 的 实验 方法 . 当 远离 最 优点 时 ， 
通常 假定 在 x 的 一 个 小 区 域 范围 内 一 阶 模型 是 真实 曲面 的 合适 近似 . 

最 速 上 升 法 是 沿 着 啊 应 有 最 大 增 量 的 方向 逐步 移动 的 方法 . 当然 , 如 果 求 的 是 最 小 值 , 则 称 
为 最 速 下 降 法 , 所 拟 合 的 一 阶 模型 是 


k . 
Ü = Bo + 2, Bizi (11.3) 
i-1 


与 一 阶 响 应 曲面 相应 的 g 的 等 高 线 , 是 一 组 平行 直线 , 如 图 11.4 所 示 . 最 速 上 升 的 方向 就 是 了 
增加 得 最 快 的 方向 . 这 一 方向 平行 于 拟 合 响 应 曲面 等 高 线 的 法 线 方 向 . 通常 取 通 过 感 兴趣 区 域 的 
中 心 并 且 垂直 于 拟 合 曲面 等 高 线 的 直线 为 最 速 上 升 路 径 . 这 样 一 来 , 沿 着 路 径 的 步 长 就 和 回归 系 
SÂ) 成 正比 . 实际 的 步 长 大 小 是 由 实验 者 根据 工序 知识 或 其 他 的 实际 考虑 来 确定 的 . 

实验 是 沿 着 最 速 上 升 的 路 径 进行 的 , 直到 观测 到 的 响应 不 再 增加 为 止 . 然后 , 拟 合 一 个 新 的 
一 阶 模型 , 确定 一 条 新 的 最 速 上 升 路 径 , 继续 按 上 述 方法 进行 , 最 后 , 实验 者 到 达 最 优点 的 附近 
区 域 . 这 通常 由 一 阶 模型 的 拟 合 不 足 来 指出 . 这 时 , 进行 添加 实验 会 求 得 最 优点 的 更 为 精确 的 估 
W. 

Bi 11.1 一 位 化 学 工程 师 要 确定 使 过 程 产 率 最 高 的 操作 条 件 . 影响 产 率 的 两 个 可 控 变 量 是 反应 时 间 和 
反应 温度 . 工程 师 当前 使 用 的 操作 条 件 是 反应 时 间 为 35 分 钟 , 温度 为 155 F, 产 率 约 为 40%， 因为 此 区 域 
不 大 可 能 包含 最 优 值 , 于 是 她 拟 合 一 阶 模型 并 应 用 最 速 上 升 法 . 
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j—50 


j—30 


j--10 j—20 


图 11.4 一 阶 响 应 曲面 的 等 高 线 与 最 速 上 升 路 径 


这 位 工程 师 认 为 ， 所 拟 合 的 一 阶 模型 的 探测 区 域 应 该 是 反应 时 间 为 (30, 40) 分 钟 ， 反 应 温度 为 
(150, 160) 下， 为 简化 计算 , 将 自 变量 规范 在 (-1, 1) KAK. 于 是 ， 如 果 记 El 为 自然 变量 时 间 ，£。 为 


BAERE, 则 规范 变量 是 
£1— 35 £9 一 155 


实验 设计 列 在 表 11.1 中 . 用 来 收集 这 些 数据 的 设计 是 增加 5 个 中 心 点 的 22 析 因 设计 . 在 中 心 点 处 的 重复 
试验 用 于 估计 实验 误差 ,并 可 以 用 于 检测 一 阶 模型 的 合适 性 . 而 且 , 过 程 的 当前 运行 条 件 也 就 在 设计 的 中 心 


* 11.1 拟 合 一 阶 模型 的 过 程 数 据 
自然 变量 规范 变量 啊 应 
uuu o coU MES. rs TRECE nbl raa sad CREER 
£1 £2 Z1 r2 y 
30 150 —1 —]1 39.3 
30 160 —1 1 40.0 
40 150 1 —] 40.9 
AQ 160 1 1 41.5 
35 155 0 g 40.3 
35 155 ( Ü 40.5 
35 155 0 g 40.7 
35 155 0 0 40.2 
Ü 


35 155 Ü 40.6 
OO 


使 用 最 小 二 乘法 ， 以 一 阶 模型 来 拟 合 这 些 数据 . 用 二 水 平 设计 的 方法 , 可 求 得 以 规范 变量 表示 的 下 列 模 
型 ， 
9 = 40.44 + 0.77521 + 0.32525 


在 沿 着 最 速 上 升 路 径 探测 之 前 ， 应 研究 一 阶 模型 的 适合 性 ， 有 中 心 点 的 22 设计 使 实验 者 能 够 
(1) 求 出 误差 的 一 个 估计 量 

(2) 检测 模型 中 的 交互 作用 (交叉 乘积 项 ) 

(3) 检测 二 次 效应 (25 tE). 
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中 心 点 处 的 重复 试验 观测 值 可 用 于 计算 误差 的 估计 量 ; 

(40.3)? + (40.5)? + (40.7)? + (40.2)? + (40.6)* 一 (202.3)?/5 — omn 
E mE 

一 阶 模型 假定 变量 c. Ino 对 响应 有 可 加 效应 . 变量 间 的 交互 作用 可 用 已 添加 到 模型 中 的 雍 叉 猴 积 项 122 
的 系数 812 来 表示 . 此 系数 的 最 小 二 乘 估计 恰好 是 技 普通 22 析 因 设计 算得 的 变 互 作用 将 应 的 1/2, 或 


让 之 


doc Fa x 39.3) + (1 x 41.5} + (—1 x 40.0) + (—1 x 40.9)] = 1 (701) — —0.025 


单 自由 度 的 交互 作用 的 平方 和 是 


—0.1)2 
) = 0.002 5 


( 
S93 二 


比较 EET. 和 ët, 得 到 下 列 拟 合 不 足 统 计量 : 


它 很 小 , 表示 变 互 作用 可 以 忽略 . 

对 直线 模型 适合 性 的 另 一 种 检测 方法 ， 是 应 用 6.6 节 中 所 介绍 的 对 纯 二 次 弯曲 效应 的 检测 .回忆 一 下 
它 的 构成 , 也 就 是 ,比较 设计 的 析 因 部 分 4 个 点 处 的 平均 响应 , 即 pp = 40.425， 以 及 在 设计 的 中 心 点 处 的 
平均 响应 gc = 40.46. 如 果 在 真实 响应 函数 中 人 存在 二 次 弯曲 性 , 则 ge 一 yc 是 这 种 弯曲 性 的 度量 .如果 
Bu 与 B22 是 “ 纯 二 次 ”项 zi 与 c2 的 系数 , 则 gr 一 Bc 是 B11 + 822 的 一 个 估计 . 在 我 们 的 例子 中 , 纯 
二 六 项 的 一 个 估计 是 

Bii Baz = yr — gc = 40.425 — 40.46 = —0.035 
与 零 假 设 Ho: B11 + 822^ 0 有 关 的 单 自 由 度 的 平方 和 是 


npnc(yr gc) E (4)(5)(—0.035)? — 0.002 7 
ne od- nec 4+5 

其 中 nr 5 nc 分 别 是 析 因 部 分 的 点 数 和 中 心 点 数 ， 因 为 

SSe- 0.0027 


o? 0.043 0 


SS5g-x 二 


很 小 , 没有 显示 出 纯 二 次 项 的 影响 . 
此 模型 的 方差 分 析 概 括 在 表 11.2 中 .交互 作用 和 弯曲 性 的 检验 都 不 显著 ,而 总 回归 的 P 检验 是 显著 
的 . 此 外 , B, 和 Â: 的 标准 差 是 


P M Se 32 0.043 0 
selB) = V Ee = =0.10 i=l? 


回归 系数 让 和 Bs 相对 于 它们 的 标准 差 都 较 大 . 此 时 我 们 没有 理由 怀疑 一 阶 模型 的 合适 性. 
表 11.2 一 阶 模 型 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 目 由 度 137; Fo P 1H 
回归 (61 , 3) 2.825 0 2 1.412 5 47.83 0.000 2 
pha 0.177 2 6 
{交互 作用 ) (0.002 5) 1 0.002 5 0.058 0.821 5 
( 纯 二 次 ) (0.002 7) 1 0.002 7 0.063 0.814 2 
(BER XE) (0.172 0) 4 0.043 0 


总 和 3.002 2 8 
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要 离开 设计 中 心 A (21 = 0, z2 = 0) 一 一 沿 最 速 上 升 路 径 移动 , 对 应 于 沿 za 方向 每 移动 0.325 
个 单位 ， 则 应 沿 zi 方向 移动 0.775 个 单位 ， 于 是 , 最速 上 升 路 径 经 过 点 (71 = 0,22 = 0 ) B SER 
0.325/0.775， 工 程 师 决定 用 5 分 钟 反 应 时 间作 为 基本 步 长 ， 由 £i 与 x1 之 间 的 关系 式 , 知道 5 分 钟 反应 
时 间 等 价 于 规范 变量 mr. 的 步 长 为 Ar = 1. 因此, 沿 最 速 上 升 路 径 的 步 长 是 Axı = 1.000 0 和 和 Ara = 
(0.325/0.775)Az = 0.42. 

工程 师 计 算 了 沿 此 路 径 的 点 ,并 观测 了 在 这 些 点 处 的 产 率 直至 响应 有 下 降 为 止 其 结果 见 表 11.3, Æp 
既 列 出 了 规范 变量 , 也 列 出 了 自然 变量 , 虽然 规范 变量 在 数学 上 容易 计算 , 但 在 过 程 运行 中 必须 用 自然 变量 . 
图 11.5 画 出 了 治 最 速 上 升 路 径 的 每 一 步 处 的 产 率 图 ， 一 直到 第 10 步 所 观测 到 的 响应 都 是 增加 的 ; 但 是 , 这 
以 后 的 每 一 步 收 率 都 是 减少 的 , 因此 , 另 一 个 一 阶 模型 应 该 在 点 (£1 = 85, £2 = 175 ) 的 附近 区 域 进行 拟 
a 


3x 11.3 i 11.1 的 最 速 上 升 实验 


规范 变量 自然 变量 
PE tı T2 £i "£s 响应 y 

原点 0 0 35 155 

A^ 1.00 0.42 5 2 

原点 A 1.00 0.42 40 157 41.0 
原点 4-24 2.00 0.84 45 159 42.9 
原点 十 34^ 3.00 1.26 50 161 47.1 
原点 十 4A 4.00 1.68 55 163 49.7 
原点 十 5A 5.00 2.10 60 165 53.8 
原点 十 64A 6.00 2.52 65 167 59.9 
原点 十 7A 7.00 2.04 70 169 65.0 
原点 + 8A 8.00 3.36 75 171 70.4 
原点 +94 9.00 3.78 80 173 77.6 
原点 +104 10.00 4.20 85 175 80.3 
原点 十 1LA 11.00 4.62 90 177 76.2 


ei) 


TU 


yrs 


G0 


50 


12 3 4 5^ 6 T 8 9 10 1112? 
步 长 


图 11.5 例 11.1 中 沿 最 速 上 升 路 径 的 产 率 与 步 长 的 关系 图 
一 个 新 的 一 阶 模型 在 点 (£1 —85, £2=175) 附近 拟 合 . 探测 的 区 域 对 &1 是 [80, 90], 对 £2 是 [170, 180], 
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FA, 规范 变量 是 
£2 — 175 
MEL ania: 


再 次 用 有 5 个 中 心 点 的 22 设计 . 实验 设计 列 在 表 11.4 中 . 
X 11.4 第 2 个 一 阶 模型 的 数据 


自然 变量 规范 变量 
£ £3 ed T2 WR y 
80 170 —1 —]1 76.5 
&0 180 —]1 1 "1.0 
90 170 1 一 1 78.0 
90 180 l 1 19.5 
85 175 ü 0 79.9 
85 175 ü 0 80.3 
85 175 Ü Ü 80.0 
85 175 Q Ü T9.T 
85 175 ü Ü T9.8 


拟 合 表 11.4 的 规范 数据 的 一 阶 模型 是 
j = 78.97 + 1.00z4 十 0.50zo 


此 模型 的 方差 分 析 , 包括 交互 作用 和 纯 二 次 项 的 检测 , 如 表 11.5 所 示 . 交互 作用 和 纯 二 次 项 的 检测 表明 , 一 
阶 模型 不 是 合适 的 近似 ,真实 曲面 的 弯曲 性 指明 了 我 们 已 接近 最 优点 ， 为 更 精细 地 确定 最 优点 ,在 该 点 必须 
做 进一步 的 分 析 . 


表 11.5 第 2 个 一 阶 模型 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P Ù 
回归 (81, 82) 9.00 2 
残 差 11.120 0 6 
(交互 作用 ) (0.250 0) 1 0.250 0 4.72 0.095 5 
(HEZ) (10.658 0) 1 10.658 0 201.09 0.000 1 
( 纯 误 差 ) (0.212 0) 4 0.053 0 
总 和 16.120 0 8 


0 
由 例 11.1 可 见 , 最 速 上 升 路 径 与 拟 合 的 一 阶 模型 
j = Êo + > Biz 
的 回归 系数 的 符号 和 大 小 成 比例 . 容易 给 出 一 个 一 般 算法 , 以 确定 最 速 上 升 路 径 上 点 的 坐标 . 假 
定 zl 一 za — o. 一 zk 一 0 是 基点 或 原点 , 则 
(1) 选取 一 个 过 程 变量 的 步 长 , 比方 说 Arji 通常 , 选取 我 们 最 了 解 的 变量 , 或 选取 其 回归 
系数 的 绝对 值 | ;| 最 大 的 变量 ， 
(2) 其 他 变量 的 步 长 是 
NC Bi | 
B;/Az; 
(3) 将 规范 变量 的 Arn 转换 至 自然 变量 . 
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为 了 说 明 起 见 , 考虑 例 111 最 速 上 升 路 径 的 计算 . 因为 mi 有 最 大 的 回归 系数 , 选取 反应 时 
间作 为 上 述 方法 的 步骤 1 中 的 变量 . 5 分 钟 反应 时 间 是 步 长 (根据 工序 知识 ). 用 规范 变量 的 说 
法 , 也 就 是 Azri= 1.0, 因此 , 由 步骤 2, 温度 的 步 长 是 


B 0.325 
= —«———— = — = 0.42 
Bi Axı — (0.775/1.0) 


为 了 将 规范 步 长 { Arı = 1.0, Ar: = 0.42 ) 转换 为 时 间 和 温度 的 自然 单位 , 用 关系 式 


A3 


DRE S UNO 


Ab 
Ü 9 


其 结果 为 
fı = Ar1(5) = 1.0(5) = 5 4 


AE = Axa (5) = 0.42(5) — 


11.3 二 阶 响 应 曲面 的 分 析 


当 实 验 者 相对 接近 最 优点 时 , 通常 需要 一 个 具有 弯曲 性 的 模型 来 远近 响应 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 
二 阶 模型 


k k 
y = Bo 9^ Bizi - 5 Busi +5 Y, Bitit; € (11.4) 
1—1 i=] ic j 


是 合适 的 . 本 节 将 指出 怎样 利用 这 一 拟 合 模型 来 寻求 > 运行 条 件 的 最 优 集合 并 指出 响应 曲面 的 
特征 性 质 . 


11.3.1 稳定 点 的 位 置 


假设 我 们 想 要 求 出 mi, ma, cos, ry 的 水 平 , 使 之 能 够 最 优化 所 预测 的 响应 这 个 点 (omi, 
72, -:-, rx) 如果 存 在 的 话 , 它 应 使 偏 导数 Og/Ori| = 时 /Br = ... — Ojg/Or, = 0. WE 
为 (Xia 22,:::7 Sk), 称 为 稳定 点 (stationary point)， 稳 定点 可 以 是 ， (1) 响应 的 最 大 值 点 ， 
(2) 响应 的 最 小 值 点 , (3) 鞍点 (saddle point). 这 3 种 可 能 性 见 图 11.6. 图 11.7 和 图 11.8. 

等 高 线 图 在 响应 曲面 的 研究 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 根据 用 于 响应 曲面 分 析 的 计算 机 软件 
产生 的 等 高 线 图 , 实验 者 可 以 描述 曲面 形状 的 特征 并 以 较 好 的 精度 找到 最 优点 ， 

可 以 求 出 稳定 点 位 置 的 一 般 数 学 解 . 将 所 拟 合 的 二 阶 模 型 写成 矩阵 记号 形式 , 有 


j — ĝo + mb-4zBr (11.5) 
其 中 "RM : 
21 P Dii £12/2 --- B3,/2 
2 B2 Doa :-- fhy/2 


Tk B XT ER Bk 
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-0.50 
FEI 
0.: ， — 1.00 e : 
—1.00*71.00 i -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 
1) 
(a) 上 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 


图 11.6 具有 最 大 值 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


-0.50 


ENS 0.50 0.00 0.50 1-00 
T 
(a) 响应 曲面 (b) 等 商 线 图 


图 11.7 具有 最 小 值 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


— 1.0 
— 1.uUn 


D0 000 — 0.50 
(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 


图 11.8 ”有 鞍点 (或 极 小 极 大 ) 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


BEREH, b 是 一 阶 回 归 系 数 的 一 个 (kx1) 向 量 , B E (kx k) 对 称 矩 阵 , 其 主 对 角 线 元 素 是 纯 
二 次 系数 (Pu), 非 对 角 元 素 是 混合 二 次 系数 (Ay iZi) 的 1/2. 1 关于 向 量 = 的 元 素 的 导数 等 
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AMET 


于 0 就 是 


I _ ops-0 (11.6) 
Or 
稳定 点 是 (11.6) 式 的 解 , Hp 
Ts = -;B^b (11.7) 


然后 将 (11.7) 式 代 入 (11.5) R, 求 得 在 稳定 点 处 的 预测 响应 为 
fs = Êo + ji (11.8) 


11.3.2 ”了 响应 曲面 的 刻画 


一 且 求 出 稳定 点 , 通常 必需 刻画 出 响应 曲面 在 这 一 点 最 邻近 区 域内 的 特征 . 所 谓 刻 画 , 意思 
征 要 确定 该 稳定 点 究竟 是 响应 的 最 大 值 点 、 最 小 值 点 还 是 鞍点 ， 通常 我 们 也 想 研 究 响 应 对 变量 
Ti, Ta 的 相对 敏感 度 . 

正如 前 面 已 提 及 的 , 要 做 到 这 一 点 ， 最 直接 的 方法 是 去 考察 所 拟 合 模型 的 等 高 线 图 如果 只 
有 2 个 或 3 个 过 程 变量 (x), 则 等 高 线 图 的 构造 和 解释 相对 容易 但 是 , 即使 有 相对 少量 的 变量 ， 
也 可 以 用 称 为 正则 分 析 的 更 为 正规 的 分 析 方 法 . 

首先 利用 坐标 变换 将 模型 放 入 一 个 新 的 坐标 系 , 它 的 原点 在 稳定 点 v. 处 , 然后 旋转 坐标 系 ， 
直至 它们 与 所 拟 合 响应 曲面 的 主轴 平行 为 止 此 变换 如 图 11.9 Br. 可 以 证 明 ， 这 样 得 出 的 拟 
合 模 型 是 

Ñ = Üs + Awi + Aw + .At (11.9) 


其 中 {twi} 是 变换 后 的 自 变量 , Ou) 是 常数 . (11.9) 式 称 为 模型 的 正则 形式 . 而 且 {》i} 恰好 是 矩 
阵 B 的 特征 值 或 特征 根 . 


Ja 


TLS T 


图 11.9 二 阶 模型 的 正则 形式 


啊 应 曲面 的 性 质 可 以 由 稳定 点 与 {X;} 的 符号 和 大 小 来 确定 . 首先 , 设 稳定 点 在 拟 合 二 阶 模 
型 所 探测 的 区 域 之 内 , m RC) 都 是 正 的 , 则 zx。 是 啊 应 的 最 小 值 点 ; 如 果 { 和 ;} 都 是 负 的 , 则 zx。 
在 啊 应 的 最 大 值 点 ; 如 果 {X;} 有 不 同 的 符号 , 则 z。 是 鞍点 此 外 , 当 JA 最 大 时 , wo; 的 方向 
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是 曲面 最 陡 的 方向 . 例如 , 图 11.9 画 出 了 一 个 系统 , 其 ms。 是 最 大 值 点 (A 和 A2 都 是 负 的 ), H 
Ass: 

例 11.2 ”我 们 继续 分 析 例 11.1 的 化 学 过 程 ， 仅 用 表 11.4 的 设计 不 能 拟 合 变 量 zl 和 za 的 二 阶 模 
型 ， 实 验 者 决定 以 足够 多 的 点 增 大 这 个 设计 使 得 能 拟 合 一 个 二 阶 模型 8， 她 在 (zi= 0, za = 1.414) 和 
(zi = +1.414, z2— 0) 处 得 到 4 个 观测 值 . 完整 的 实验 列 在 表 11.6 中 , 设计 显示 在 图 11.10 中 . 此 设计 称 
为 中 心 复 合 设 计 (CCD) 并 将 在 11.4.2 节 中 进行 更 为 详细 的 讨论 . 在 研究 的 第 二 阶段 , 考虑 另 两 个 响应 : 产 
品 的 黏度 和 分 子 量 . 这 两 个 响应 也 列 在 表 11.6 "B. 


H2 


(0, 1.414) 


图 11.10. # 11.2 的 中 心 复 侣 设计 
4111.6 例 11.2 的 中 心 复 合 设计 


自然 变量 规范 变量 响 py 
£1 £2 T1 T? yi ( 产 率 ) yo (SERE) ya( o1 T EE) 
80 170 —1 —1 76.5 62 2 940 
#0 180 —1 1 Ti. 60 3 ATO 
gg 170 1 —1 T8.0 66 3 680 
90 180 1 ] 79.5 59 3 800 
85 175 0 0 79.9 T2 3 480 
R5 175 ü 0 80.3 69 3 200 
85 175 D Ü 80.0 68 3 410 
85 175 Ü Ü T9.'T TO 3 290 
85 175 Ü D T9.8 T1 3 500 
92.07 175 1.114 Ü T&8.À 68 3 360 
11.93 175 —].4l4 0 75.6 了 3 020 
85 182.07 Ü 1.414 78.5 58 3 630 
85 167.93 Ü —1.414 T1.0 57 3 150 


这 里 主要 考虑 拟 合 产 率 响 应 y. 的 二 次 模型 {其 他 响应 在 11.3.4 节 中 讨论 ). 通常 使 用 计算 机 软件 来 拟 
合 响应 曲面 并 画 出 等 高 线 图 . 表 11.7 包含 了 Design-Expert 的 输出 结果 . 在 表 中 可 以 看 到 , 软件 包 首 先 计 
D 工程 师 在 做 原来 的 9 个 观测 值 的 试验 的 同时 , 做 附加 的 4 个 观测 值 的 试验 ， 如 果 两 组 试验 间 的 时 

回 间 了 更 六 长 , 则 必须 划分 区 组 . 响应 曲面 设计 的 区 组 化 在 11.4.3 节 中 讨论 . 
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算 了 模型 中 的 线性 、 二 次 、 三 次 项 的 “ 序 贯 或 额外 平方 和 ” (在 3 次 模型 中 有 一 个 关于 别名 的 警告 信息 ， 因 
A CCD 中 并 未 包含 足以 支持 完全 3 次 模型 的 试验 次 数 )、 由 于 二 次 项 有 小 的 P 值 , 我 们 决定 采用 二 阶 模 
型 来 拟 合 产 率 响应 . 计算 机 输出 的 最 终 模型 既 有 规范 变量 形式 的 模型 , 也 有 自然 (或 实际 ) 因子 水 平 的 模型 ， 


表 11.7 例 11.2 对 产 率 响 应 的 拟 合 模型 的 Design-Expert 计算 机 输出 


Response: 


yield 


"*"WARNING: The Cubic Model is Aliased!*** 


Sequential Model Sum of Squares 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob-F 
Mean 80062.16 1 80062.16 
Linear 10.04 2 5.02 2.69 0.1166 
2FI 0.25 1 0.25 0.12 0.7350 
Quadratic 17.95 2 8.98 126.88 «0.001 Suggested 
Cubic 2.042E-003 2 1.021E-003 0.010 0.9897 Aliased 
Residual 0.49 5 0.098 
Total 80090. 90 13 6160.84 


“Sequential Model Sum of Squares'': 


additional terms are significant. 


Lack of Fit Tests 


Select the highest order polynomial where the 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob^F 
Linear 18.49 6 3.08 58.14 0.0008 
2FI 18.24 5 3.65 68.82 0.0006 
Quadratic 0.28 3 0.094 1.78 0.2897 . Suggested 
Cubic 0.28 1 0.28 5.31 0.0826 Aliased 
Pure Error 0.21 4 0.053 


*'Lack of Fit Tests'': 


Model Summary Statistica 


Want the selected model to have insignificant lack-of-fit. 


Std. Adjusted Predicted 
Source Dev. R-Squared R-Squared R-Squared PRESS 
Linear 1.37 0.3494 0.2193 —0.0435 29.99 
2FI 1.43 0.3581 0.1441 —0.2730 36.59 
Quadratic 0.27 0.9828 0. 9705 0.9184 2.35 Suggested 
Cubic 0.31 0.9828 0.9588 0.3622 18.33 Aliased 


'*Model Summary Statistics: 


Focus on the model 


equivalently maximizing the ''PRED R-SQR''. 


Response: 


yield 


ANOVA for Response Surface Quadratic Model 


Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


sum of 


Mean 


minimizing the ''PRESS'', or 


Source Squares DF Square Value Prob-F 
Ts 
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( 续 ) 


££ 


Model 28.25 5 5.65 79.85 «0.0001 
À 7.92 1 7.92 111.93 « 0,0001 
B 2.12 1 2.12 30.01 0.0009 
A? 13.18 1 13.18 | 186.22 «0.0001 
B? 6.97 1 6.97 98.56 | «0.0001 
AB 0.25 1 0.25 3.53 0.1022 
Residual 0.50 了 0.071 
Lack of Fit 0.28 3 0.094 1.78 0.2897 
Pure Error 0.21 4 O0. 053 
Cor Total 28.74 12 
Std. Dev. 0.27 R-Squared 0.9828 
Mean 78.48 Adj R-Squared 0.9705 
C.V., 0.34 Pred R-Squared 0.9184 
PRESS 2.35 Adeq Precision 23.018 
Coefficient Standard 95% CI 954 CI 
Factor Estimate DF Error Low High VIF 
Intercept 79.94 1 0.12 79.66 80.22 
A-time 0.99 1 0.094 QO.77 1.22 1.00 
B-temp 0.52 1 0.094 0.29 0.74 1.00 
A* -1.38 1 0.10 -1.61 -1.14 1.02 
B? -1.00 1 0.10 -1.24 -0.76 | 1.02 
AB 0.25 1 0.13 -0.064 0.56 1.00 


Final Equation in Terms of Coded Factors: 


yields 
+79 .94 
+0.99 +A 
+0.52 *B 
-1.38*4? 
-1.00«B? 
*0.25 *A*B 


Final Equation in Terms of Actual Factors: 


yield- 
-1430.52285 
*7.80749 *time 
*13.27053 *temp 
-0.055050*time? 
-0.040050*t emp? 
*0.010000 *«time*temp 


Diagnostics Case Statistics 
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( 续 ) 
Run Standard Actual Predicted Student Cook's JDutlier 
Ürder Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t 
8 1 76.50 76.30 0.20 0.625 1.213 0.409 1.264 
6 2 78.00 TT.T9 0.21 0.625 1.275 0.452 1.347 
9 3 77.00 76.83 0.17 0.625 1.027 0.293 1.032 
11 4 79.50 T9.32 0.18 0.625 1.0898 0.329 1.106 
12 5 75.60 75.78 —Ü.18 0.625 —1.107 0.341 一 1.129 
10 6 78.40 78.59 —0.19 0.625 —1.195 0.396 | —1.240 
ri Y  TT.OO TERI —0.21 0.625 —1.283 0.457 . —].358 
1 8 78.50 78.67 —Q.17 0.625 —1.019 0.289 . —1.023 
5 9 79.90 79.94 —0.040 0.200 —0.168 0.001 . —0.156 
3 10 | 80.30 79.94 0.36 0.200 1.513 0,095 1.708 
13 11 80.00 79.94 0.060 0.200 0.252 0.003 0.235 
2 12 79.70 79.94 —0.24 0.200 — 1.009 0.042  —1.010 

t 0 


4 13 79.80 79.94 —0.14 .200  —0.588 .014 — —0.559 
CCC 0.014  —0.559 — 

图 1111 显示 了 由 过 程 变量 时 间 和 温度 表示 的 产 率 响应 的 三 维 响应 曲面 图 形 及 对 应 的 等 高 线 图 考察 
这 两 张 图 形 , 可 以 相对 容易 地 看 出 , 最 优点 非常 接近 175 下 和 85 分 钟 反应 时 间 , 而 且 响 应 在 这 一 点 达到 最 
大 值 . 从 等 高 线 图 可 以 看 出 , 过 程 对 反应 时 间 的 变化 比 对 温度 的 变化 更 为 敏感 一 些 

用 (11.7) 式 中 的 通 解 也 能 求 出 稳定 点 的 位 置 . 注意 到 


-9 一 
TNR 0.995 B- 1.376 0.1250 
0.125 0  —1.001 


由 (11.7) 式 , 稳定 点 是 


s--lg-ig. 1| -07345 -0.0917 || 0.995 ]  [ 0.389 

2 2 一 0.091 7  —1.009 6 0.515 0.306 

BU ri,, = 0.389, z2,, = 0.306. 转换 为 自然 变量 , 稳定 点 满足 
0.389 — € 0.306 = 52 — 175 


T 


得 £i = 86.95 = 87 分钟 反应 时 间 ， £9 = 176.53 ex 176.5 F. 这 非常 靠近 在 图 11.11 的 等 高 线 图 中 目测 
到 的 稳定 点 . 使 用 (11.8) È, 求 得 在 稳定 点 处 的 预测 响应 是 六 = 80.21. 


182.1 80.21 
179.7 77.00 
177.4 5H 75.77 i 
ü /h 
a UR 
= 175.0 73.55 COEN 
172.6 182.1 
179.2 
170.3 P 76 
74 c 76 e 
167.915 
P093 80.20 82.64 85.00 87.36 89.71 92.07 
时 间 
(a) 等 高 线 图 (b) me Py if] rig BE] 


图 11.11 f 112 产 率 响应 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 
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也 可 以 用 本 节 描 述 的 正则 分 析 法 来 刻画 响应 曲面 ,首先 , 需要 将 所 拟 合 的 模型 用 正则 形式 [(11.9) X] 
表示 出 来 . 特征 值 和 和 Xz 是 行列 式 方程 
IB-AI|=0 
—1.376— À 0.1250 
01250 — —1001—A 


的 根 , 把 上 面 的 行列 式 方程 化 简 即 得 
A* 十 2.378 8A + 1.363 9 = 0 
此 二 次 方程 的 根 是 M = —0.964 1 和 Xe = —1.414 7. 于 是 , Pith Br pao e E JE X 
ğ = 80.21 — 0.964 lw? — 1.414 Tw$ 

因为 Ai 和 Ao 都 是 负 的 , 且 稳 定点 在 探测 区 域内 . 我 们 的 结论 是 ,稳定 点 是 最 大 值 点. 

在 有 些 RSM 问题 中 , 必须 求 出 正则 变量 {wi;} 和 设计 变量 {zi} 之 间 的 关系 . 当 过 程 不 
能 在 稳定 点 处 运行 时 , 尤其 需要 这 样 做 . 作为 说 明 , 设 在 例 11.2 中 , 过 程 不 能 在 61-87 分 钟 和 
£2—176.5 下 处 运行 , 因为 这 一 因子 组 合 导 致 成 本 过 大 . 现在 想 从 稳定 点 “返回 ”至 一 个 较 低 成 本 
的 点 多 不 至 于 在 产 率 上 有 较 大 的 损失 . 模型 的 正则 形式 显示 出 曲面 沿 w 方向 的 产 率 损失 较 小 . 
正则 形式 的 研究 需要 将 (wi. w) 空间 中 的 点 变换 为 (m1, 29) 空间 中 的 点 . 

一 般 说 来 , 变量 m 与 正则 变量 w 之 间 的 关系 是 


w = M'(x =x Ts) 
其 中 M 是 (kx k) EZER M 的 列 是 与 {Aj} 对 应 的 标准 化 特征 向 量 ， 也 就 是 说 , 如 果 mi 
是 M 的 第 i 列 , 则 ms 是 
(B - lm; = 0 (11.10) 
的 解 , 而 且 Yo mL- 1. 
j=1 
我 们 用 例 11.2 的 二 阶 拟 合 模型 来 说 明 这 一 方法 . 对 A1 = —0.964 1, (11.10) 式 成 为 


—1.376 + 0.964 1 0.125 0 mı | [o 
0.125 0 —1.001 + 0.964 1 {o 


Tt21 
—0.412 mii + 0.125 Oma = Ü 
0.125 0mm41 — 0.037 Tmz = 0 

我 们 要 求 此 方程 组 的 标准 化 解 , 即 mi tmi = 1 的 解 . 此 方程 组 没有 唯一 的 解 , 所 以 , 最 方便 


的 方法 是 对 一 个 未 知 数 指定 一 个 任意 值 , 解 此 方程 组 , 然后 将 解 标 准 化 . 令 mas 1, 求 得 mt 
0.302 7. 要 使 这 一 解 标 准 化 , 将 my 和 ma 除 以 


V (mf)? + (m5,)? = V/0.302 7? + 12 = 1.044 8 

这 就 得 出 标准 化 解 ， 
mi 0.3027 
1.0448 1.044 8 


= 0.289 7 


Mii = 
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3 
mal  — 


1 
ma = 1048 ^ 1048 — 911 
这 就 是 M 矩阵 的 第 一 列 . 
用 Az = 一 1.414 7, 重复 上 述 步 骤 , 求 得 mis 二 —0.957 4 和 m= 0.288 8, 即 是 M 的 第 


二 列 . 于 是 有 


am 
p 


0.289 7  —0.957 4 
0.957 1 0.288 8 


w I rcd 


0.289 7 0.957 1 Tı — 0.389 
—0.957 4 0.288 8 r2 — 0.306 


p 
8E 
| 
| 


wi = 0.289 7(zi 一 0.389) + 0.957 lf{za — 0.306) 
w = —0.957 4(x1 一 0.389) 4- 0.288 B8(r3 一 0.306) 


如 果 想 研究 稳定 点 附近 的 响应 曲面 , 我 们 就 应 该 在 (wi, wa) 空间 内 确定 合适 的 点 , 在 这 些 点 上 
取 观 测 值 , 然后 用 上 述 的 关系 式 将 这 些 点 变换 为 (zi, 73) 空间 中 的 点 , 那样 就 可 以 进行 试验 了 . 


11.3.3 ÉRA 


11.3.2 WEE T Wa S HR TRI EIAS AC jx. BMA REA, 我 们 也 经 常 遇 到 它们 的 各 种 变 
JE. 元 其 是 岭 系统 , 相当 普遍 . 考虑 前 面 (11.9) 式 给 出 的 二 阶 模型 的 正则 形式 ， 


j = pa + Awi + Aawi + -e t Aw 


现在 , 设 稳定 点 zs 在 实验 的 区 域 之 内 , 又 设 有 一 个 或 多 个 入 很 小 ( 即 A; zz 0). FE, 响应 变量 
对 系数 A; 小 的 变量 w 就 很 不 灵敏 了 . 

用 于 说 明 这 种 情况 的 等 高 线 图 显示 在 图 11.12 中 , 其 中 大 — 2 个 变量 日 ài = 0 {在 实践 中 ， 
Al 会 是 接近 于 零 但 不 精确 等 于 零 ). 此 响应 曲面 的 正则 模型 理论 上 是 


Ü = Vs 十 A2wi 


其 中 A. 是 负 的 , 注意 沿 wi 方向 拉 长 而 成 为 一 条 9 = 70 的 中 心 线 , 且 在 这 一 直线 上 的 任意 点 
处 都 取得 最 优 值 . 这 类 响应 曲面 就 称 为 稳定 岭 系 统 . 

如 果 稳定 点 远离 二 阶 拟 合 模型 的 探测 区 域 并 且 有 一 个 (或 多 个 ) A; 接近 零 , 则 此 曲面 可 能 是 
一 个 上 升 岭 . 图 11.13 说 明 一 个 上 升 岭 , 此 时 k = 2 个 变量 且 M REF, A 是 负 的 . 在 此 类 崔 
系统 中 , 我 们 不 能 进行 有 关 真实 曲面 或 稳定 点 的 推断 , 因为 z。 在 所 拟 合 模型 的 区 域 之 外 , 所 以 
应 沿 wi 方向 作 进 一 步 探测 . 如 果 Ao 是 正 的 , 则 称 此 系统 为 下 落 岭 系统 . 


11.3.4 多重 响应 


许多 响应 曲面 问题 中 包含 了 对 几 个 响应 的 分 析 . 例如 , 在 例 112 中 , 实验 者 测量 了 3 个 响 
应 . 那个 例子 只 对 产 率 响应 y 优化 了 过 程 . 
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E uh 


图 11.12 ”稳定 岭 系 统 的 等 高 线 图 图 11.13 上升 岭 系 统 的 等 高 线 图 


同时 考虑 多 个 响应 的 过 程 包括 : 首先 , 对 每 一 个 啊 应 建立 一 个 合适 的 啊 应 曲面 ; 然后 , 尝试 
找到 一 组 运行 条 件 , 使 得 这 些 运 行 条 忻 在 某 种 意义 下 优化 所 有 响应 , 或 至 少 使 各 啊 应 保持 在 理想 
范围 内 . 有 关 多 重 响应 问题 的 更 多 的 处 理 方 法 在 Myers and Montgomery (2002) 中 给 出 ， 
可 以 求 得 例 11.2 中 黏度 和 分 子 量 响应 (分 别 是 加 和 ys) 的 模型 如 下 : 


jz = 70.00 — 0.16z1 — 0.95z2 — 0.6977 — 6.69z2 — 1.257112 
ğa = 3 386.2 + 205.1z1 + 177.42 


用 时 间 (£1) 与 温度 (£2) 的 自然 水 平 写 出 上 面 两 个 模型 , 得 


Ña = —9 030.74 + 13.393£4 十 97.708£2 — 2.75 x 10^ ^£? — 0.267 57£3 — 5 x 10 ?£1£a 
Ña = —6 308.8 + 41.025£; + 35.473£2 


图 11.14 和 图 11.15. 显示 了 这 两 个 模型 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 . 


167 966m z —— 
77.93 80.29 R264 2: n 87.36 R0 71 02.07 
(a) 等 高 线 图 (b) 响应 曲面 图 
图 11.14 £j 11.2 黏度 响应 的 等 商 线 图 和 响应 曲面 图 


一 个 相对 较 直 接 的 优化 多 个 响应 的 方法 是 作出 各 啊 应 的 重 又 等 高 线 图 , 这 种 方法 只 在 过 程 
变量 个 数 较 少 时 效果 较 好 . 图 11.16 显示 了 例 11.2 的 3 rue va x ^s ERE, 其 中 y (PRX) 
2 78.5, 62 < yo (SEHE) < 68, ya (分 子 量 ) < 3 400 的 等 高 线 , 如 果 这 些 边界 表示 过 程 必须 满足 
的 重要 条 件 , 那么 图 11.16 中 没有 阴影 的 部 分 表示 满足 过 程 要 求 的 时 间 和 温度 的 一 些 组 合 . 实验 
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音 可 以 目测 等 高 线 图 以 确定 适当 的 运行 条 件 . 例如 , 实验 者 很 可 能 对 图 11.16 中 两 个 可 行 运行 区 
域 中 较 大 的 一 个 感 兴趣 . 


182.1 
170.7 NU 
177.4 

ES 050 

p 


172.6Pr 


170.3 
1 


67.9 
TT.93 80.20 82.64 85.00 87.36 89.71 92.07 
时 间 


(a) 等 高 线 图 (b) 响应 曲面 图 
图 11.15 fl 11.2 分 子 量 响应 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 


当 存 在 3 个 以 上 的 设计 变量 时 ， 重 登 等 高 线 图 就 变 得 难以 使 用 了 , 因为 等 高 线 图 是 二 维 的 ， 
UAA k-2 个 设计 变量 取 常 数 才 能 作出 图 形 . 为 了 获得 曲面 的 最 佳 视 野 , 往往 需要 多 次 试 错 才 
能 决定 哪些 因子 应 取 常 数 以 及 它们 应 选取 什么 水 平 . 因此 ， 多 重 响应 的 正规 最 优化 方法 有 着 实际 
的 需要 . 


77.93 0.29 82.64 85.00 NT 36 SO TI S207 
时 间 


图 11.16 例 11.2 pp Br x, 藕 座 和 分 子 量 等 高 线 图 找到 的 最 优 区 域 


一 种 常用 的 方法 是 像 一 个 约束 最 优化 问题 那样 ， 列 出 方程 并 求解 . 以 例 11.2 说 明 , 我 们 对 
此 问题 可 以 列 出 如 下 方程 : 


Max yı 
s.t. | 62 € y» x 68 
ys € 3 400 


许多 数值 方法 可 用 于 求解 这 个 问题 . 有 时， 这 比方 法 被 称 为 非 线性 规划 法 ，Design-Expert 
软件 包 用 直接 搜索 法 求解 这 样 的 问题 . 求 出 的 两 个 解 是 


WHE = 83.5 温度 =177.1 办 二 79.5 
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和 
时 间 二 86.6 ”温度 =172.25 — i1 79.5 

注意 到 第 一 个 解 在 设计 空间 (参见 图 11.16) 上 面 ( 较 小 ) 的 可 行 域内 , 而 第 二 个 解 在 较 大 的 可 行 
域内 . 两 个 解 都 非常 接近 约束 的 边界 . 

另 一 种 多 重 响 应 优化 的 方法 是 , 使 用 由 Derringer and Suich (1980) 推广 的 同时 优化 技术 . 
这 种 方法 要 利用 满意 度 函 数 . 一 般 的 方法 是 先 将 各 个 响应 y; 转换 为 单个 满意 度 函 数 di, 其 变化 
范围 是 

0zd;zl 

如 果 啊 应 y; 是 它 的 目标 值 , 则 d;= 1; 如 果 啊 应 在 可 接受 的 范围 之 外 , 则 d;— 0. 然后 , 选择 设 
计 变 量 , 使 之 最 大 化 m 个 响应 的 总 满意 度 


单个 满意 度 函 数 的 构造 方式 见 图 11.17. 如 果 响 应 y 的 目标 T 是 一 个 最 大 值 , 则 


0 yu«cL 
d—4 (£2) L«yxT (11.11) 
1 yl 


SKE r= 1 时 , 满意 度 函 数 是 线性 函数 . 若 选择 n1, 则 更 强调 靠近 目标 值 ; 若 选择 0 < r < 1, 
则 目标 值 较 不 重要 . 如 果 响 应 的 目标 是 一 个 最 小 值 , 则 


1 JE 
d—4 (pz) T&y«U (11.12) 
0 y »U 


双边 的 满意 度 函 数 显示 在 图 11.17c 中 , 假定 目标 位 于 下 限 (L) 和 上 限 (U) 中 , 定义 为 


Ü y«L 
(Kp LsysT 
(F)? T&y«sU 

0 y-U 


d— (11.13) 


利用 Design-Expert 软件 包 的 满意 度 函 数 法 求解 例 11.2. 选择 了 = 80 为 产 率 响应 的 目标 . 
U = 70, 并 设 单个 满意 度 函 数 的 权重 是 1. 对 黏度 响应 设 卫 = 65, L= 62, U = 68 (与 规格 限 一 
$0, 权重 ri = 72= 1. 最 后 , 我 们 指出 , 分 子 量 在 3 200 到 3 400 之 间 是 合适 的 . 求 得 两 个 解 ; 
解 1: 时 间 = 86.5 温度 =170.5 D —0.822 
j| — 788 加 = 二 65 ğa = 3 287 
解 2: 时 间 =82 温度 =178.8 D —0.792 
j(1—T785 加 二 65 js = 3 400 
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L T y T žij 
(a) 目标 是 最 大 化 y (b) 目标 是 最 小 化 


L T H 4 
(c) H bs dd fir y 值 尽 可 能 靠近 目标 值 


图 11.17 同时 优化 方法 的 单个 满意 度 函 数 
解 1 有 最 高 的 总 满意 度 值 , 其 黏度 达到 目标 值 , 分 子 量 在 可 接受 范围 内 . 这 个 解 位 于 图 11.16 


中 两 个 运行 区 域 中 较 大 的 一 个 区 域 中 , 第 2 个 解 在 较 小 的 区 域 中 . 图 11.18 显示 了 总 满意 度 函 
3X D 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 


+ 
r* 
Ere eere. 
ha, mim 
Eža 
=+, 二 
可 


d.h dh ———] 
170.0080 00 82.50 MI 


(a) 响应 曲面 图 (b) 等 高 线 图 
图 11.18 例 11.2 问题 中 满意 度 函 数 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


11.4” 拟 合 响 应 曲面 的 实验 设计 


用 适当 选取 的 实验 设计 方法 来 拟 合 和 分 析 响 应 曲面 会 带 来 极 大 的 方便 . 本 节 讨 论 为 拟 合 响 
应 曲面 选择 适当 设计 的 某 些 方面 . 
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在 选择 响应 曲面 的 设计 时 , 理想 的 设计 应 具有 下 面 一 些 特点 . 

(1) 在 所 研究 的 整个 区 域内 , 能 够 提供 数据 点 的 合理 分 布 以 及 其 他 信息 . 

(2) 容许 研究 模型 的 合适 性 , 包括 拟 合 不 足 ， 

(3) 容许 分 区 组 进行 实验 . 

(4) 容许 逐步 建立 较 高 阶 的 设计 . 

(5) 提供 内 部 的 误差 估计 量 . 

(6) 提供 模型 系数 的 正确 估计 . 

(7) 提供 在 实验 区 域内 好 的 预测 方差 . 

(8) 对 异常 值 或 缺失 数据 提供 适当 的 稳健 性 ， 

(9) 不 需要 大 量 的 试验 . 

(10) 不 需要 目 变 量 有 六 多 的 水 平 . 

(11) 确保 模型 参数 计算 的 简单 性 . 
这 些 特 点 有 时 是 相互 矛盾 的 , 所 以 , 在 应 用 到 设计 选择 中 去 时 , 必须 经 常 加 以 判断 . 要 得 到 关于 选 
择 响 应 曲面 设计 的 更 多 信息 , 请 参阅 Myers and Montgomery (2002), Box and Draper (1987) 
以 及 Khuri and Cornell (1996). 


11.4.1 MAMRE 
设 要 拟 合 大 个 变量 的 一 阶 模型 


k 
y = Bo +} Bizi- € (11.14) 
i-1 


我 们 有 一 类 独特 的 设计 , 它 使 得 回归 系数 {3;} 的 方差 极 小 化 . 这 就 是 正 交 一 阶 设计 . 一 个 一 阶 设 
计 是 正 交 的 , WR (X" X) 矩阵 的 非 对 角 元 素 全 为 零 . 这 一 点 意味 着 AX 矩阵 列 的 叉 积 之 和 为 零 , 

正 交 的 一 阶 设计 类 包含 了 主 效应 不 能 互 为 别名 的 2* 析 因 设计 和 2* 分 式 析 因 设 计 系 列 . TE 
使 用 这 些 设计 时 , 我 们 假定 天 个 因子 的 低 水 平 与 高 水 平 被 规范 为 通常 的 水 平 1. 

2* 设计 不 能 提供 实验 误差 的 估计 量 , 除非 某 些 试验 重复 进行 . 使 2* 设计 包括 有 重复 试验 的 
常用 方法 是 , 在 设计 的 中 心 点 {点 zi —0,1— 1,2, ---, k) 处 增添 几 个 观测 值 . 给 2* 设计 增加 
中 心 点 并 不 影响 {B:}, i 2 1, 但 是 Bo 的 估计 量 将 变 为 所 有 观测 值 的 总 平均 值 . 而 且 , 增加 的 中 
心 反 不 影响 设计 的 正 交 性 . 例 11.1 说 明了 给 2? 设计 增添 5 个 中 心 点 来 拟 合 一 阶 模型 的 用 法 . 

为 一 种 正 交 一 阶 设计 是 单纯 形 设 计 . 单纯 形 就 是 有 维 空间 中 有 上 大 十 1 个 顶点 的 等 边 图 形 . 
这 样 一 来 ,上 = 2 的 单纯 形 设计 是 一 个 等 边 三 角形 , 有 = 3 时 是 正四 面体 . 二 维和 三 维 的 单纯 形 
设计 如 图 11.19 所 示 . 

11.4.2 ” 拟 合 二 阶 模型 的 设计 

我 们 在 例 11.2 {甚至 更 早 , 如 例 6.6) 中 已 正式 介绍 了 拟 合 二 阶 模型 的 中 心 复合 设计 (Central 
Composite Design, CCD). 这 是 用 于 拟 合 这 些 模 型 的 最 广 的 一 类 设计 ， 一 般 而 言 , CCD 是 由 有 
nr 个 试验 的 2 ” 析 因 设计 (或 分 辨 度 为 V 的 分 式 析 因 设计 ) 以 及 2k 个 坐标 轴 试 验 点 或 星 号 
KA. nc 个 中 心 试 验 点 组 成 的 . 图 11.20 显示 了 天 = 2 和 上 大 二 3 个 因子 的 CCD. 
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(b) 
图 11.19 单纯 形 设计 : (a)k = 2 个 变量 , (b) k —3 个 变量 


图 11.20 k—2548k—3 的 中 心 复合 设计 


如 例 11.1 和 例 11.2 所 示 , CCD 的 实际 应 用 过 程 通常 由 序 贯 实验 产生 . 即 , 2* 设计 已 用 于 
拟 合 一 阶 模型 , 而 这 个 模型 显露 出 拟 合 不 足 , 然后 增加 举 标 轴 上 的 试验 点 使 得 二 次 项 可 以 加 入 
RW. CCD 对 拟 合 二 阶 模型 而 言 是 非常 有 效 的 设计 . 设计 中 必须 指定 两 个 参数 : 从 设计 中 心 到 
坐标 轴 试 验 点 的 距离 a 和 中 心 点 个 数 no. 以 下 讨论 如 何 选 取 这 两 个 参数 . 

1. 可 旋转 性 

对 二 阶 模型 来 说 , 在 所 关注 的 整个 区 域内 提供 恨 好 的 预测 是 很 重要 的 . 定义 “良好 ”的 一 种 
方法 是 , 要 求 模型 在 关注 点 z 处 的 预测 响应 有 相当 一 致 和 稳定 的 方差 . 由 (10.40) 式 知 , 在 点 z 


处 预测 响应 的 方差 是 
V[g(z)) = a^z'(X'X)^'x (11.15) 


Box and Hunter (1957) 建议 , 二 阶 响应 曲面 设计 应 该 是 可 旋转 的 . 这 意味 着 在 所 有 与 设计 中 心 
距离 相同 的 x 点 处 V(xw)] 相等 . 即 ， 预测 响应 的 方差 在 球面 上 是 常数 ， 

图 11.21 显示 了 在 例 11.2 中 用 CCD 的 二 阶 模型 拟 合 的 VVE 为 常数 的 等 高 线 . 
注意 到 预测 响应 的 标准 差 为 常数 的 等 高 线 是 同心 图 上 其 有 这 一 性 质 的 设计 ， 当 它 围 线 中 心 点 
(0, 0, .…, 0) 旋转 时 , 将 会 使 广 的 方差 保持 不 变 , 因而 称 为 可 旋转 设计 . 

对 选择 响应 曲面 设计 而 言 , 可 旋转 性 是 一 个 合理 的 依据 因为 RSM 的 目的 是 优化 ,而 最 优 
点 的 位 置 在 做 实验 前 是 未 知 的 , 可 旋 转 性 的 意义 就 在 于 所 使 用 的 设计 在 各 个 方向 上 提供 等 精确 
度 的 估计 . (可 以 证 明 任意 一 阶 正 交 设计 是 可 旋转 的 . ) 
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温度 


b ada, Dong 
167.98,21174 一 | 
TT. 93 80,20 82.64 85.00 87.385 mUUTISSUT 
时 间 | 
( NV [u( ac) ] EK] ^ 6 2 PI (b) 响应 曲面 图 
图 11.21 例 11.2 可 旋转 CCD 中 预测 响应 的 标准 差 的 等 高 线 


恰当 选择 a 可 以 使 中 心 复合 设计 是 可 旋转 的 . 满足 可 旋转 性 要 求 的 a 值 依赖 于 设计 的 析 因 
部 分 内 点 的 数目 ; 事实 上 , a = (np)'/4 能 产生 可 旋转 中 心 复合 设计 , 其 中 np 征用 在 设计 的 析 
因 部 分 中 的 点 的 个 数 . 


2. 球面 CCD 


可 旋转 性 是 一 种 球面 性 质 , BD, 当 所 关注 的 区 域 是 球面 时 ， 可 旋转 性 是 最 有 意义 的 设计 准则 . 
然而 , 严格 的 可 旋转 性 对 于 一 个 良好 的 设计 而 言 并 不 重要 对 于 球形 区 域 , 从 CCD 的 预测 方差 
的 观点 来 看 , a 的 最 好 的 选择 是 设 a — VE. 将 所 有 的 析 因 设计 点 和 举 标 轴 上 的 设计 点 都 放 在 
半径 为 v 的 球体 表面 的 设计 称 为 球面 CCD. 对 此 更 详细 的 讨论 见 Myers and Montgomery 
(2002). 


3. CCD 的 中 心 试 验 点 


ft CCD 中 , a 的 选择 主要 由 感 兴趣 的 区 域 决定 . 当 这 个 区 域 是 球面 时 , 设计 必定 包含 中 心 
试验 点 以 提供 预测 响应 的 合理 稳定 方差 . 一 般 推荐 用 3~5 个 中 心 试验 点 ， 


4. Box-Behnken 设计 


Box and Behnken (1960) 提出 过 一 些 拟 合 响应 曲面 的 三 水 平 设计 . 这 些 设 计 由 2* 忻 因 设 
于 与 不 完全 区 组 设计 组 合 而 成 . 所 得 出 的 设计 对 所 要 求 做 的 试验 次 数 来 说 , 十 分 有 效 , 而 且 它 们 
是 可 旋转 的 或 接近 可 旋转 的 . 

* 118 列 出 了 3 个 变量 的 Box-Behnken 设计 . 图 11.22 是 此 设计 的 图 解 . 注意 到 Box- 
Behnken 黄 计 是 一 个 球面 设计 , 所 有 设计 点 部 在 半径 为 V2 的 球面 上 . mA Box-Behnken 设计 
不 包含 由 各 个 变量 的 上 限 和 下 限 所 生成 的 立方 体 区 域 的 顶点 处 的 任 一 点 . 当 立 方 体 顶 点 所 代表 
的 因子 水 平 组 合 因 试验 成 本 过 于 帅 贵 或 因 实际 限制 而 不 可 能 做 试验 时 此 设计 就 显示 出 它 特 有 
的 长 处 ， 


5. 立方 体形 区 域 
在 许多 情况 下 ， 所 关注 的 区 域 是 立方 体形 而 不 是 球形 的 . 此 时 , 面 中 心 的 中 心 复合 设计 或 称 
面 中 心 立方 是 中 心 复 合 设计 的 一 种 变形 . 其 中 a = 1. 此 设计 在 各 坐标 轴 上 所 取 的 点 是 立方 体 各 


13,6 Á3.59 
ds. ITOR S0.76 gê 
j 
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个 面 上 的 中 心 点 , k = 3, 如 图 11.23 Brzs. 有 了 时 采用 中 心 复合 设计 的 这 种 变形 , 因为 它 只 要 
求 每 个 因子 有 3 个 水 平 , 而 在 实践 中 , 经 常 难于 改变 因子 水 平 . 但 是 , 要 注意 面 中 心 的 中 心 复合 
设计 是 不 可 旋转 的 . 


X 11.8 3 个 变量 的 Box-Behnken 设计 


试验 T1 Tn Ta | 试验 1 To T3 
1 T Es Ü | 9 0 =] xi 
2 =] ] Y 10 0 —1 1 
3 1 -—1 0 11 0 1 =] 
4 1 1 0 12 0 ] 1 
5 EN 0 —] 13 0 0 0 
6 —1 0 1 14 0 0 0 
7 1 D ex 15 0 0 0 
8 1 0 1 


图 11.22 三 因子 的 Box-Behnken 设计 图 11.23 大 = 3 mdi fto EE 


面 中 心 立方 并 不 像 球形 CCD 那样 需要 许多 中 心 点 . 实际 上 , nc — 2 或 3 就 足以 对 整个 实 
验 区 域 提供 好 的 预测 方差 .应 该 注意 , 有 时 用 更 多 的 中 心 试 验 点 可 以 给 出 实验 误差 更 合理 的 估 
W. 图 11.24 ERT k — 3 H nc = 3 个 中 心 点 (x3 = 0) Bf, 面 中 心 立 方 的 预测 方差 平方 根 
v/ V[g(a)] 的 相关 图 形 . 预测 响应 的 标准 差 在 设计 空间 相对 较 大 的 区 域内 是 相当 一 致 的 


gini I GE E ob er 
Eur : k H 


—0.50 B 


sk Iit 


z | — 1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 
I 

(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 

图 11.24 k—3,nc —3,zs = 0 的 面 中 心 立方 的 预测 响应 的 标准 差 v/ V [g(ac)] 
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6. 其 他 设计 

在 实践 中 偶尔 也 使 用 许多 其 他 的 响应 曲面 设计 . 对 于 两 个 变量 , 可 以 用 这 样 的 设计 , 它 由 圆 
周 上 等 距离 的 点 所 组 成 , 并 构成 正 多 边 形 . 因为 设计 点 与 原点 是 等 距离 的 , 所 以 , 这 些 设计 第 称 
为 等 半径 设计 . 

k — 2 时 , 可 旋转 等 半径 设计 可 以 在 圆周 上 取 no > 5 个 等 距离 的 点 并 在 圆心 上 取 ni 2 1 
个 点 组 合 起 来 而 求 得 . k = 2 时 , 特别 有 用 的 设计 是 五 边 形 和 六 边 形 . 这 些 设计 如 图 11.25 所 示 . 
其 他 有 用 的 设计 包括 小 复合 设计 和 混杂 设计 类 . 小 复合 设计 由 分 辨 度 为 IIT*( 主 效应 与 二 因子 交 
互 作 用 混杂 , 二 因子 交互 作用 之 间 无 混杂 ) 的 立方 体 中 的 分 式 析 因 设计 , 以 及 通常 的 坐标 轴 点 和 
中 心 点 构成 . 在 需要 尽 可 能 减少 试验 次 数 时 , 可 以 考虑 这 两 种 设计 . 


Fy Ty 


(a) (b) 
图 11.25 两 个 变量 的 等 半径 设计 : (a) 正六 边 形 (b) 正 五 边 形 


k = 3 个 因子 的 小 复合 设计 如 表 11.9 所 示 . 这 个 设计 在 立方 体 中 用 23 设计 的 标准 1/2 分 
式 设计 , 因为 它 满足 分 辨 度 为 II 的 要 求 . 此 设计 有 4 次 立方 体 上 的 试验 , 6 次 坐标 轴 上 的 试 
验 , 且 必 须 至 少 有 一 次 中 心 点 上 的 试验 . 于 是 , 该 设计 至 少 有 N = 11 XS k—3 个 变量 的 
二 阶 模型 要 佑 计 p = 10 个 参数 , 所 以 对 试验 次 数 而 言 是 非常 有 效 的 设计 . 表 11.9 中 的 设计 有 
nc—4 个 中 心 点 . 我 们 选择 a=1.73 以 得 到 球形 设计 , 因为 小 复合 设计 不 可 能 是 可 旋转 的 设计 . 


X119 k=3 个 因子 的 小 复合 设计 


标准 次 序 zi T2 z3 č | 标准 次 序 zi c2 c3 
1 1.00 1.00 -1.00 | 8 0.00 1.73 0.00 
2 1.00 -1.00 1.00 9 0.00 0.00 -1.73 
3 —1.00 1.00 1.00 10 0.00 0.00 1.73 
4 —1.00 —1.00 —1.00 11 0.00 0.00 0.00 
5 一 1.73 0.00 0.00 12 0.00 0.00 0.00 
6 1.73 0.00 0.00 13 0.00 0.00 0.00 
7 0.00 -1.73 0.00 | 14 0.00 0.00 0.00 


* 1110 列 出 了 大 = 3 时 的 混杂 设计 . 这 类 设计 中 的 一 些 设计 有 不 规则 的 水 平 , 在 应 用 时 
会 受到 限制 . 然而 , 它们 是 很 小 的 设计 , 并 有 优良 的 预测 方差 的 性 质 ， 有关 小 复合 设计 和 混杂 设 
计 更 详细 的 内 容 , 可 参阅 Myers and Montgomery (2002). 

T. 响应 曲面 设计 的 图 形 评 估 

啊 应 曲面 设计 最 常用 于 为 了 预测 而 建立 模型 . 因此 , [由 (11.15) 式 定 义 的 ] 预测 方差 在 评估 
或 比较 设计 时 是 相当 重要 的 . RAFE 11.21 和 图 11.24, 预测 方差 (或 它 的 平方 根 , 预测 标准 
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差 ) 的 二 维 等 高 线 图 或 三 维 响应 曲面 图 在 这 方面 是 有 价值 的 . 但 对 于 有 上 个 因子 的 设计 , 这 些 图 
形 只 允许 两 个 设计 因子 显示 在 图 中 . 因为 所 有 其 余 上 - 2 个 因子 在 图 中 为 常数 , 所 以 这 些 图 对 预 
测 方差 在 整个 设计 空间 如 何 分 布 给 出 的 是 不 完整 的 图 像 . Giovannitti-Jensen and Myers (1989) 
为 了 解决 这 个 问题 提出 了 方差 散布 图 (VDG). 


表 11.10 k —3 个 因子 的 混杂 设计 


标准 底 序 T1 T2 T4 | 标准 次 序 T] TA T3 
1 0.00 0.00 1.41 | 7 1.41 0.00 —0.71 
2 0.00 0.00 —1.41 | 8 sial 0.00 一 0.71 
3 —1.00 —1.00 0.71 9 0.00 1.41 —0.71 
4 1.00 —1.00 0.71 | 10 0.00 —1.41 —D.71 
5 —1.00 1.00 0.71 | 11 0.00 0.00 0.00 
6 1.00 1.00 0.71 | 


VDG 对 特定 的 设计 和 响应 模型 , 以 图 形 方式 显示 了 到 中 心 点 有 相同 距离 的 设计 点 的 预测 方 
差 的 最 小 值 、 最 大 值 和 平均 值 . 距离 或 半径 通常 在 零 (设计 中 心 ) 到 Vk 之 间 变 化 , 对 球形 设计 ， 
VE 是 设计 点 到 中 心 点 的 最 大 距离 . 在 VDG 中 通常 以 尺度 化 预测 方差 (SPV) 


AVBE) Nyx x)-1g (11.16) 
TERI. 注意 , SPV 是 (11.15) 式 中 的 预测 方差 乘 以 设计 试验 次 数 (N) 再 除 以 误差 的 方差 o’. 除 
以 o^ 消除 了 一 个 未 知 参 数 , 而 乘 以 N 便于 比较 试验 次 数 不 同 的 设计 . 

图 11.26a EH k = 3 个 变量 、4 个 中 心 试验 点 的 可 旋转 CCD 的 VDG. 因为 此 设计 是 可 
旋转 的 , 所 有 到 设计 中 心 距离 相同 的 点 的 最 小 、 最 大 、 平 均 SPV 均 相 同 , 所 以 在 VDG 中 只 有 
一 条 曲线 . 图 形 显示 了 在 整个 设计 空间 中 SPV 的 变化 情况 在 半径 小 于 约 1.2 时 , SPV 近似 为 
RA, 然后 直到 边界 为 止 一 直 稳定 增 大 . 图 11.26b 是 有 大 = 3 个 变量 、4 个 中 心 试验 点 的 球形 
CCD 的 VDG. 注意 到 最 大 、 最 小 、 平均 SPV 三 条 曲线 只 有 很 小 的 差异 因此 可 以 得 到 这 样 的 
EE: 可 旋转 设计 和 球形 设计 之 间 的 实际 差异 非常 小 . 

ld 
12 


(b) 
图 11.26 方差 散布 图 : (a) k=3 a= 1.68(4 个 中 心 点 ) 的 CCD 
(b) k = 3, a = 1.732(4 个 中 心 点 ) 的 CCD 


图 11.27 是 有 上 大 = 4 个 变量 的 可 旋转 CCD 的 VDG. 在 这 个 VDG 中 , 设计 所 含 的 中 心 


11.4 拟人 和合 响应 曲面 的 实验 设计 373 


试验 点 个 数 从 nc = 1 到 nc = 5 变化 . VDG 清楚 地 表明 , 中 心 点 个 数 太 少 的 设计 的 预测 方差 
有 非常 不 稳定 的 分 布 , 但 随 着 nc 的 增加 , 预测 方差 迅速 趋 于 稳定 . 用 4 个 或 5 个 中 心 试验 点 
时 , 在 整个 设计 区 域内 会 有 相当 稳定 的 预测 方差 . VDG 已 被 用 于 研究 响应 曲面 设计 中 中 心 试验 
所 个 数 的 变化 引起 的 效应 . 本 章 前 面 的 建议 就 是 基于 这 些 研究 的 . 


ü 5 


1 
FEF, r 
图 11.27 k=4 a= 2 时 CCD 的 方差 散布 图 


11.4.3 ”响应 曲面 设计 的 区 组 化 


当 使 用 响应 曲面 设计 时 , 经 常 需要 考虑 划分 区 组 , 以 便 消 除 多 余 的 变量 ， 例 如, 像 在 例 11.1 
和 例 11.2 中 说 明 过 的 那样 , 当 二 阶 设 计 是 由 一 阶 设计 序 贯 组 装 而 成 时 , 就 会 出 现 这 种 问题 . 在 做 
一 阶 设计 的 试验 和 做 建立 二 阶 设计 所 需 的 增补 试验 两 者 之 间 , 间隔 时 间 过 长 , 试验 的 条 件 可 能 就 
改变 了 . 因此 , 划分 区 组 就 成 为 必要 的 了 . 

啊 应 曲面 设计 称 为 正 交 区 组 化 , 如 果 它 划分 成 区 组 , 使 得 区 组 效应 不 影响 响应 曲面 模型 的 参 
数 估 计 . 24 2^ 或 2^? 设计 用 作 一 阶 响 应 曲面 设计 时 , 第 7 章 的 方法 可 用 来 将 试验 安排 在 27 个 
区 组 内 进行 . 这 些 设计 的 中 心 点 应 该 在 各 区 组 内 同等 地 配置 . 

划分 为 正 交 区 组 的 二 阶 设计 必须 满足 两 个 条 件 . 如 果 在 第 ”个 区 组 中 有 n 个 观测 值 , 则 这 
些 条 件 如 下 . 

(1) 每 个 区 组 必须 是 一 阶 正 交 设计 , 也 就 是 


nb 
2. fiuc D i3j-—0,1,--.,k, 对 一 切 b 
u-l 


其 中 zi 和 ziu 是 实验 的 第 u 个 试验 中 第 i 个 和 第 j 个 变量 的 水 平 , 对 所 有 u 定义 mos 1. 
(2) 每 个 区 组 所 贡献 的 每 个 变量 的 总 平方 和 所 占 的 比例 必须 等 于 出 现在 此 区 组 中 的 总 观测 
数 所 占 的 比例 , 也 就 是 


ECT: 10/24, 对 一 切 b 


其 中 N 是 设计 的 试验 总 数 . 
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作为 应 用 这 些 条 件 的 一 个 例子 , 考虑 有 N = 12 个 试验 、k = 2 个 变量 的 可 旋转 中 心 复合 设 
vr. 可 将 此 设计 的 m1 和 x2 的 水 平 以 设计 矩阵 的 形式 写 为 


Ti I2 
zi zt 
1 ze 
d: ; 区 组 1 
1 1 
0 0 
D = 0 0 
1.414 0 
一 1.414 0 
0 1.414 
0 —1.414 EE 
0 0 
D 0 


此 设计 分 为 两 个 区 组 ， 第 一 个 区 组 由 设计 的 析 因 部 分 加 上 两 个 中 心 点 组 成 , 第 二 个 区 组 由 坐标 办 
点 加 上 两 个 附加 的 中 心 点 组 成 . 显然 符合 条 件 1, 也 就 是 说 ， 摧 个 区 组 都 是 一 阶 正 交 设计 . 再 看 
条 件 2, 考虑 区 组 1, 注意 到 


因此 ， 
Tii 5 
ur) TW B ni 
N O N 
EUR 
u= ]ł 
Bp 
4 BH 6 
8 12 


于 是 区 组 1 满足 条 件 2. 对 区 组 2, 有 


n3 3 "ig " 
$5 Tt 一 3 72 一 4 以 及 n。=6 
ul u=] 


因此 ， 
» 2 
Tiu 
u= l = n2 
N N 
2 m. 
u-—l1 
BD 
4 6 
8 12 
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因为 区 组 2 也 满足 条 件 2, 因此 , 此 设计 的 区 组 是 正 变 的 . 

一 般 说 来 , 中 心 复合 设计 总 可 以 分 为 两 个 正 交 的 区 组 , 第 1 个 区 组 由 ne 个 析 因 点 加 ner 
个 中 心 点 组 成 , 第 2 个 区 组 由 na = 2k 个 坐标 轴 点 加 nea 个 中 心 点 组 成 . 不 论 设计 中 所 用 的 
a 值 是 什么 , 正 交 区 组 所 要 求 的 第 1 个 条 件 总 能 成 立 . 要 使 第 2 个 条 件 成 立 , 就 要 有 


TEŽ 
XD. 
2, U^ — fA ncA (11.17) 
E Le nre ENCE 
2 Th 


t 


(11.17) 式 的 左边 是 2a ? /np, 将 此 量 代入 (01.17) 式 就 解 得 正 交 区 组 的 a 值 为 


| [nr(nA t ncA) Es 
B | 2(np + ncr) | (1:38) 
一 般 说 来 , 此 o 值得 不 到 可 旋转 设计 或 球形 人 设计. 如 果 设 计 还 要 求 是 可 旋转 的 , 则 a = 


(nr) t, 并 有 
1/2 | HiFi A tT NCA 
(ne) = aere]. (11.19) 


要 求 出 正好 满足 (11.19) 式 的 设计 通常 是 不 可 能 的 . 例如 , 5 k — 3 Bj, M np = 8 A na — 6, 
(11.19) 式 为 


1/2 — 8(6 十 T.C A) 
e 2(8 十 nor) 
48 4 8ncA 
Bee 16 十 2ncr 
不 可 能 求 出 精确 满足 最 后 一 个 等 式 的 nca 和 nop. 但是, WR nop 3, ncas 2, 则 右边 是 
48 十 8(2) — 
16 +23) da 


所 以 , 设计 的 区 组 是 近似 正 交 的 . 在 实践 中 , 只 要 不 损失 重要 的 信息 , 对 可 旋转 性 或 区 组 的 正 交 
性 的 要 求 可 以 放宽 一 些 . 

中 心 复合 设计 在 容纳 区 组 化 的 能 力 方面 是 十 分 强大 的 , 如 果 k 足够 大 , 设计 的 析 因 部 分 可 
以 分 为 两 个 或 多 个 区 组 (其 个 数 必 须 是 2 的 大 ,而 坐标 轴 点 形成 一 个 单一 的 区 组 ). 表 11.11 介 
绍 几 个 有 用 的 对 中 心 复合 设计 的 区 组 化 安排 . 

当 响 应 曲面 设计 分 组 进行 试验 时 , 方差 分 析 有 两 个 要 点 . 第 一 , 关于 用 来 计算 纯 误 差 估 计量 
的 中 心 点 的 用 法 . 只 有 在 同一 个 区 组 内 进行 试验 的 那些 中 心 点 才能 看 作为 重复 试验 , 所 以 , 纯 误 
差 项 只 能 在 各 个 区 组 内 计算 , 如 果 变 异性 在 各 个 区 之 间 是 一 致 的 , 则 这 些 纯 误差 可 以 合并 起 来 . 
第 二 , 关于 区 组 效应 . 如 果 设 计 分 为 m 个 正 交 的 区 组 , 则 区 组 平方 和 是 


(11.20) 


其 中 Bs 是 第 5b 个 区 组 的 ns 个 观测 值 的 总 和 , G 是 m 个 区 组 的 全 体 N 个 观测 值 的 总 和 . 当 区 
组 不 是 精确 地 正 交 时 , 可 以 用 第 10 章 描 述 的 一 般 回 归 显 著 性 检验 法 (“附加 平方 和 ”法 ). 
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表 11.11 ”一 些 划分 为 正 交 区 组 的 可 旋转 的 及 近似 可 旋转 的 中 心 复合 设计 


k 2 3 4 5 5 6 6 7 7 
3 重复 3 重复 重复 
析 因 区 组 
np 4 8 16 32 16 64 32 128 64 
区 组 数 1 2 4 1 8 2 16 8 
每 区 组 的 点 数 4 4 8 8 16 8 16 8 8 
每 区 组 的 中 心 点 数 3 2 2 2 6 1 4 1 
每 区 组 的 总 点 数 7 6 10 10 22 9 20 9 9 
坐标 轴 点 区 组 
nA 4 6 8 10 10 12 12 14 14 
ncA 3 2 2 4 1 6 2 H 4 
坐标 轴 点 区 组 的 总 点 数 了 8 10 14 11 18 14 25 18 
UV BLA EG N 14 20 30 54 33 90 54 169 90 
ati 
正 交 区 组 1.414 2 1.633 0 2.000 0 2.366 4 2.000 0 2.828 4 2.366 4 3.333 3 2.828 4 
可 旋转 性 1.414 2 1.681 8 2.000 0 2.378 4 2.000 0 2.828 4 2.378 4 3.363 6 2.828 4 


11.4.4 计算 机 生成 (最 优 ) 设计 


表面 各 节 所 讨论 的 标准 响应 曲面 设计 , 如 中 心 复合 设计 、Box-Behnken 设计 , 以 及 它们 的 变 
形 (如 面 中 心 立方 ) 被 广泛 使 用 , 因为 它们 是 相当 通用 的 且 灵 活 的 设计 如 果实 验 区 域 是 立方 体 
或 球体 , 通常 应 用 标准 响应 曲面 设计 来 解决 问题 . 然而 实验 者 有 时 会 遇 到 不 易 选 择 标准 响应 曲面 
的 情况 . 这 时 计算 机 生成 设计 可 用 于 这 种 情况 . 

有 3 种 情况 适合 使 用 某 种 计算 机 生成 设计 . 

(1) 不 规则 的 实验 区 域 . 如 果实 验 区 域 不 是 立方 体 或 球体 标准 设计 就 不 是 最 好 的 选择 . 经 
向 会 出 现 不 规则 区 域 . 例如 ， 实验 者 正在 研究 一 种 特殊 粘 合剂 的 性 质 . 把 粘 合剂 涂 在 两 个 零件 上 ， 
代 后 高 温 烘 干 . 考虑 的 两 个 因子 是 粘 合剂 的 用 量 和 烘 干 温度 ， 这 两 个 因子 的 全 部 取 值 范围 在 通常 
的 规范 变量 尺度 下 是 -1 到 1, 实验 者 知道 如 果 粘 合剂 用 量 太 少 且 烘 干 温度 太 低 ， STER 
合 得 很 好 . 用 规范 变量 写 出 的 对 设计 变量 的 约束 条 件 为 


—1.5 € T1 r3 


其 中 zl 表示 粘 合剂 的 用 量 , no 表示 温度 . 此 外 如 果 温 度 太 高 而 粘 合剂 太 多 的 话 ， 零件 或 者 会 
受到 热 应 力 的 损害 或 者 会 导致 粘 合 不 充分 . FE, 对 因子 水 平 有 另 一 个 约束 


TIT1 十 Xa 所 1 


图 11.28 显示 了 具有 这 两 个 约束 的 实验 区 域 . 约束 移 去 了 正方 形 的 两 个 角 , 产生 了 不 规则 的 实验 
BC. 《有 时 ,不 规则 区 域 称 为 “ 冶 镀 ") 在 这 个 区 域 上 不 存在 可 以 进行 精确 拟 合 的 标准 响应 曲面 
设计 . 
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图 11.28 两 个 变量 时 的 一 个 约束 设计 区 域 


(2) 非 标准 模型 . 实验 者 一 般 选 择 一 阶 或 二 阶 响应 曲面 模型 作为 对 未 知 真 实 机 理 近 似 的 经 验 
模型 . 然而 有 时 实验 者 对 所 研究 的 实验 有 一 些 特殊 的 看 法 , 这 时 需要 非 标准 模型 . 例如 , 需要 模 
型 

y = fo + 121 + Baza + Bziza + Gti + Baar3 + iarir2 + Pinarir2 +€ 
实验 者 想 要 获得 拟 合 这 个 简化 了 的 4 次 模型 的 一 个 有 效 的 设计 . 有 时 我 们 还 会 遇 到 部 分 因子 是 
分 类 变量 的 啊 应 曲面 问题 , 在 这 样 的 情况 下 , 不 存在 标准 的 网 应 曲面 设计 . [对 于 有 分 类 变量 的 啊 
应 曲面 问题 , 参阅 Myers and Montgomery (2002)]. 

(3) 不 寻常 的 样本 重要 求 . 实验 者 侦 尔 会 要 求 减少 标准 啊 应 曲面 设计 所 要 求 的 试验 次 数 . 例 
in, 要 拟 合 有 4 个 变量 的 二 阶 模型 . 这 种 情况 下 的 中 心 复合 设计 要 求 做 28 到 30 次 试验 ,具体 
试验 次 数 由 所 选 的 中 心 点 个 数 决 定 . 而 模型 只 有 15 项 , 如 果 试 验 成 本 极 大 , 或 时 间 极 长 , 实验 者 
会 想 用 试验 次 数 较 少 的 设计 . 尽管 这 种 情况 可 以 用 计算 机 生成 设计 , 但 也 有 更 好 的 常用 方法 . 如 
4 个 因子 的 小 复合 设计 有 20 UIN, 其 中 包含 4 个 中 心 点 ; 混杂 设计 可 以 少 到 只 有 16 次 试验 . 
用 计算 机 生成 设计 来 减少 试验 次 数 一 般 是 较 好 的 选择 . 

计算 机 生成 设计 的 许多 进展 是 Kiefer (1959,1961) 及 Kiefer and Wolfowitz (1959) AXE 
优 设 计 理 论 工 作 的 推广 结果 . 所 谓 最 优 设计 , 意味 着 它 是 关于 某 小 准则 的 “最 好 ”设计 . 需要 计 
算 机 程序 来 构 坦 这 些 设计 . 通常 的 方法 是 指定 一 个 模型 , 确定 所 在 区 域 , 选择 要 做 的 试验 次 数 , 指 
定 最 优化 的 准则 , 然后 从 实验 者 考虑 使 用 的 候选 点 中 选择 设计 点 . 典型 的 候选 点 是 分 布 在 可 行 设 
Vr b& Ts rp En] Rd det e. 

有 几 个 常用 的 设计 最 优化 准则 . 或 许 最 常用 的 准则 是 D 最 优 准 则 . 如 果 一 个 设计 能 最 小 化 


X" X) 


则 称 之 为 D Rt. D 最 优 设计 最 小 化 了 回归 系数 的 联合 置信 区 域 . 在 D 最 优 准则 下 , 设计 1 关 
于 设计 2 的 相对 效率 定义 为 uM 
(X5 X3)- ) p 
D= -e e : 
from 0 080908 
其 中 , XQ 和 X. 是 两 个 设计 的 X 矩阵 , p 是 模型 中 参数 的 个 数 
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A 最 优 准 则 只 涉及 回归 系数 的 方差 . 一 个 设计 称 为 4 最 优 设计 , 如 果 它 能 最 小 化 (XX 
主 对 角 元 素 的 和 [ 称 为 (XX) 的 迹 , 记 为 t((X'X)-)]. 因而 A 最 优 设 计 最 小 化 了 回归 系 
数 的 方差 和 ， 

因为 许多 响应 曲面 实验 与 响应 的 预测 有 关 , 所 以 预测 方差 准则 是 实践 中 值得 考虑 的 准则 G 
最 优 准 则 是 其 中 应 用 最 广 的 一 种 . 一 种 设计 称 为 G 最 优 ， 者 它 能 最 小 化 在 整个 设计 区 域内 尺度 


预 负 方差 的 最 大 值 . B, 
N V [f (:)] 


g? 
在 整个 设计 区 域内 的 最 大 值 最 小 , 其 中 N 是 设计 中 的 点 数 ， 如 果 模 型 有 p 个 参数 , 一 个 设计 的 
G 效率 是 
Ge = max RE] (11.22) 
V 准则 考虑 设计 区 域内 一 个 点 集 (如 z1, x2,… m.) 的 预测 方差 这 个 点 集 可 能 是 所 选 设计 
的 候选 点 集 , 也 可 能 是 对 实验 者 有 特殊 意义 的 点 集 . 使 得 在 m 个 点 上 预测 方差 的 均值 最 小 的 设 
HEV Et. 

我 们 已 讨论 的 设计 准则 统称 为 字母 最 优 准则 . 在 有 些 情况 下 , 字母 最 优 设计 是 已 知 的 , Bu 
分 析 地 构造 . 2* 设计 就 是 一 个 这 样 的 好 例子 , 它 对 于 拟 合 有 k 个 变量 的 一 阶 模型 或 有 交互 作用 
的 一 阶 模型 来 讲 , 是 D 最 优 设 计 、4 RREH. G 最 优 设计 及 V 最 优 设计 , 然而 , 在 大 多 数 情 
Db P, 最 优 设计 是 未 知 的 , 必须 用 计算 机 算法 来 寻找 设计 . 许多 有 实验 设计 模块 的 统计 软件 包 都 
有 这 样 的 功能 . 多 数 构造 设计 的 程序 用 交换 算法 原理 编程 这 种 算法 最 简单 的 步 又 是 , 实验 者 先 
确定 网 格 候选 点 , 并 从 中 选择 一 个 初始 设计 (可 以 是 随机 的 ); 然后 , 算法 将 在 网 格 中 但 不 在 设计 
中 的 点 与 当前 在 设计 中 的 点 进行 交换 ， 以 改进 所 选 的 最 优 准则 . 因为 并 不 是 每 一 个 可 能 的 设计 都 
能 被 评估 到 , 所 以 不 能 保证 一 定 可 以 找到 最 优 设计 ， 然而 , 交换 算法 程序 一 般 可 以 得 到 一 个 “ 接 
近 ” 最 优 结 果 的 设计 , 为 了 增加 最 后 得 到 的 设 计 非 常 接近 最 优 设计 的 可 能 性 , 有 时 需要 重复 进行 
儿 次 从 不 同 初始 设计 开始 的 设计 构造 过 程 . 

为 了 说 明 这 种 想法 , 考虑 前 面 所 讨论 的 如 图 11.28 所 示 的 不 规则 实验 区 域 的 粘 合 剂 实验 . 设 
分 离 力 为 响应 变量 , 想 对 此 响应 拟 合 二 阶 模型 ， 在 图 11 29a 中 显示 了 有 4 个 中 心 点 ( 共 12 个 
试验 ) 内 接 该 区 域 的 中 心 复 合 设 计 . 它 不 是 可 旋转 的 设计 ， 但 它 是 在 此 设计 区 域内 可 以 拟 合 的 最 
大 CCD. 此 设计 的 (XX) t] = L.592E-2, (X X) HWE 6.375. 图 11.29a 中 还 显示 了 预 
测 员 应 标准 差 为 常数 的 等 高 线 图 , 计算 中 假定 v 1 图 11.29b 显示 了 相应 的 响应 曲面 图 

图 11.30a 和 表 11.12 显示 了 此 问题 的 有 12 个 试验 的 D 最 优 设计 , 这 个 设计 由 Design- 
Expert 软件 包 生 成 . 其 l(X'X)^!| = 2.153E-4. Æ D 准则 下 这 个 设计 比 内 接 CCD 好 得 多 . 
HE CCD XT D 最 优 设计 的 相对 效率 是 

X25X2) |V"? 70000 215 3\ 176 
Suc 入江 |) = ( 0.018 52 ) TOSS 
也 就 是 说 , 内 接 CCD 只 有 D 最 优 设计 47.6 允 的 效率 . 这 意味 着 CCD 需要 花 1/0.476 = 2.1 f 
( 近 两 倍 ) 的 重复 试验 数 以 达到 D 蓝 优 设计 所 能 达到 的 回归 系数 估计 的 精度 . 这 个 D 最 优 设计 
的 X'X) ! 的 迹 是 2.516, 表明 此 设计 的 回归 系数 估计 的 方差 之 和 比 CCD 小 得 多 . 图 11.30a 
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图 11.29 在 图 11.28 的 约 东 设计 区 域 下 的 一 个 内 接 中 心 复合 设计 
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(a) Wil 5s VIC n)]/o? 等 商 线 (b) 响应 曲面 图 
图 11.30 ÆR 11.28 的 约束 设计 区 域 中 的 一 个 D 最 优 设计 


和 图 11.30b 也 显示 了 预测 啊 应 标准 差 为 常数 的 等 高 线 及 相应 的 响应 曲面 图 (假定 o = 1). D 
最 优 设 计 预 测 标准 差 的 等 高 线 一 般 比 内 接 CCD 的 要 小 , 特别 是 在 靠近 所 关注 区 域 的 边界 附近 
是 如 此 , 因为 内 接 CCD 在 那里 没有 设计 点 . 


表 11.12 在 图 11.26 的 约束 区 域 下 的 一 个 D 最 优 设计 


标准 次 序 zi T2 | 标准 次 序 zi Ta 
1 —0.50 —1.00 | 3 — 1.00 0.25 
2 1.00 0.00 & 0.25 — 1.00 
3 —0.08 —0.08 g —1.00 —0.50 
4 — 1.00 1.00 10 1.00 0.00 
9 1.00 —].00 11 0.00 1.00 
6 0.00 1.00 | 12 —0.08 -0.08 


11.31a 显示 了 第 3 个 设计 , 此 设计 是 将 前 面 最 优 设 计 的 两 个 角 上 的 重复 点 移 到 了 中 
DA 这 可 能 是 一 个 好 主意 , 因为 图 11.30b 中 显示 的 D 最 优 设计 预测 响应 的 标准 差 在 设计 区 
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域 的 中 间 部 分 稍微 增 大 了 些 . 图 11.31a 也 显示 了 这 个 改进 的 DD 最 优 设计 的 预测 标准 差 的 等 高 
线 图 , 图 11.31b 显示 了 响应 曲面 图 . 这 个 设计 的 D 准则 是 (XX)! = 3.71E-4, 相对 效率 是 


p [XXD -IN = 215 2)" og 
A JXiX Y? —. & 0.000 371 ' 


即 这 个 设计 与 D 最 优 设计 的 效率 几乎 相同 . (X X)! 的 迹 是 2.473, 略 小 于 D 最 优 设 计 . 这 个 
设计 的 预测 标准 差 的 等 高 线 看 起 来 至 少 像 D 最 优 设计 一 样 好 , 特别 是 在 区 域 的 中 心 


1.00 
0.50 


S U.00 


-1.00 lp aaa | 
Lo) 050 .5 1.00 —1.00 71.00 


(a) WIS TC]? 等 高 线 (b) 响 庶 曲 面 图 
图 11.31 在 图 11.28 的 约束 设计 区 域 下 的 一 个 改进 的 DD 最 优 设 计 


计算 机 以 字母 最 优 准 则 产生 的 设计 在 实验 区 域 既 不 是 球体 也 不 是 立方 体 的 情况 下 的 确 是 有 
用 的 . 然而 , 在 多 数 问题 中 它们 并 不 能 取代 标准 设计 . 因为 在 生成 字母 最 优 设计 时 , 只 能 严格 遵 
守 一 个 准则 , 注意 到 在 11.4 节 开 始 部 分 列 出 了 几 个 不 同 的 设计 准则 ， 其 中 有 几 个 准则 实际 上 有 
氮 定 性 的 或 主观 的 . 在 真正 的 实验 问题 中 选择 设计 时 ， 通常 需要 评估 许 名 准则 . 有 关 这 个 问题 更 
多 的 讨论 , I Myers and Montgomery (2002, 第 8 章 }. 
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前 面 各 节 所 介绍 的 响应 曲面 设计 中 ， 每 个 因子 的 水 平 都 独立 于 另外 因子 的 水 平 . 在 混 料 实验 
F, 因子 是 混合 物 的 分 量 或 成 分 , 因此 , 它们 的 水 平 不 再 是 独立 的 例如 , 如 果 ri, za, ……，zp X 
不 一 混 料 实验 的 p 个 分 量 的 比例 , 则 


Üszzixl, 1—1,2,.-.,p 


Tı + T2 +--+ £p = l(BB 10090) 
图 11.32 X} p = 2 和 p= 3 个 分 量 的 情形 说 明了 这 些 约 束 对 两 个 分 量 来 说 , 设计 的 因子 空间 
包括 两 个 分 量 在 直线 段 zi -+ za = 1 上 的 所 有 值 , 每 个 分 量 界 于 0 与 1 之 间 . 有 3 个 分 量 时 ， 
混 料 空间 是 一 个 三 角形 , 其 顶点 对 应 于 纯 混合 物 ( 仅 由 单一 成 分 组 成 ). 
当 混 料 实验 有 3 个 分 量 时 , 为 方便 起 见 ， 可 以 将 约束 的 实验 区 域 用 三 线 坐 标 纸 来 表示 . 如 图 
11.33 表示 的 那样 . 图 11.33 的 3 条 边 中 的 每 一 条 边 表示 3 种 成 分 中 缺少 一 种 成 分 (此 成 分 的 
名 称 标 在 此 边 对 应 的 顶点 处 ) 的 混合 物 . 每 一 方向 上 的 9 条 栅 格 线 标记 出 分 量 的 1096 的 增 量 . 
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而 十 五 三 】 T Ej d iQ-1 
a 


T, ] 
(a) p=2 个 变量 (b) p=3 个 变量 
图 11.32” 混 料 设计 的 约 东 因子 空间 图 11.33 ”三 线 坐标 系 


— 


单纯 形 设计 用 来 研究 混 料 分 量 在 响应 变量 上 的 效应 . p 个 分 量 的 {p, m) 单纯 形 格 点 设计 由 
下 述 举 标 值 定义 的 点 所 组 成 : 每 个 分 量 的 百分率 取 0 到 1 之 间 的 m + 1 个 等 距离 的 值 ; 
2 


Py e. —, e, l, i= 1,2, -p (11.23) 
mo m 


然后 使 用 (11.23) 式 中 比值 的 所 有 可 能 组 合 (混合 ). 作为 一 个 例子 , p 35 m = 2. M 
Ti NR i-1,2,3 


2 
而 单纯 形 格 点 由 下 述 6 个 试验 所 组 成 : 
(zi,£2,23) = (1, 0, 0}, (0, 1, 0), (0,0, 1), ($3 a 0). E o3 (6.5.5) 


此 设计 如 图 11.34 所 示 ， 3 个 顶点 (1, 0, 0), (0, l, 0), (0, 0, 1) 是 纯 混 合 物 ， 而 (3, 2,0) (2,0 3 i), 
(0, $, 3) 是 二 元 混合 物 或 两 种 成 分 的 混合 物 , 位 于 三 角形 3 条 边 的 中 点 上 . 图 11.34 还 显示 出 {3， 
3), (4, 2), (4,3). 单纯 形 格 点 设计 . 一 般 说 来 , (p, m) 单纯 形 格 点 设计 的 点 数 是 


— (pd m — 1)! 
|. m!(p — 1)! 


x11 
* 


X37 如 一 由 x=] 


(3,2) 格 点 (3, 3) Hoi d 格 点 
图 11.34 p= 二 3 和 p= 4 个 分 量 的 某 些 单纯 形 格 点 设计 
胃 一 种 单纯 形 格 点 设计 是 单纯 形 重 心 Ib. 在 一 个 p d ad MIDI 有 27? 一 1 个 


所 ,对 应 于 (1, 0,.…… ,0) 的 p 个 排列 , (3, 3,… ,0) 的 (2) 个 排列 , (1 ,0) 的 (2) 个 排 
F, e, 以 及 起 重心 (3,5,…. 2). 图 11.35 显示 了 某 些 单纯 形 重心 设计 
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LÀ 
X371 


(a) (b) 


图 11.35 4 (a)p—3 4H (b) p — 4 个 分 量 的 单纯 形 重 心 设计 


对 上 面 所 描述 的 单纯 形 设 计 的 一 种 批评 是 , 大 多 数 试验 点 都 是 在 区 域 的 边界 上 出 现 , 因此 只 
包含 有 p 个 成 分 中 的 p 一 1 个 . 遂 弟 希望 在 单纯 形 格 点 设计 或 单纯 形 重 心 设计 的 区 域内 部 加 上 一 
些 附加 点 , 以 使 混合 物 能 由 所 有 p 种 成 分 组 成 . 进一步 的 讨论 请 参阅 Cornell (2002) 和 Myers 
and Montgomery (2002). 

爆料 设计 的 模型 不 同 于 通常 在 响应 曲面 设计 中 所 用 的 多 项 式 , 因为 有 约束 25d. — 广 为 
使 用 的 混 料 设计 模型 的 标准 形式 有 


线性 的 : 
E(y) = 3 Bir, (11.24) 
二 次 的 : 
E(y) 一 2. Bici 十 M» 2. Put, (11.25) 
完全 三 次 式 ; 


Pp P p 
E(y) = X Bii +E 02 Buriz; tE Y, dyris —;) 4 25:2.2.DB&ugkzar;m, — (11.26) 
i=l taj ie j ick 
特殊 三 次 式 : 


E(y) — J HiTi + 2 Dijzitj + 959). DüktirjTk (11.27) 
i=] icj icjek 

这 些 模型 的 各 项 都 有 相对 简单 的 解释 ， 从 (11.24) 式 到 (11.27) 式 , 参数 0, 表示 纯 混 合 物 

Ti 二 1 和 Zz; = 0 当 j 关 i 时 的 期 望 响应 . Bo, 部 分 称 为 线性 混合 物 部 分 ， 当 分 量 对 之 间 的 
i—1 

非 线 性 混合 物 引 起 弯曲 时 , 参数 6,， 或 者 表示 协同 性 的 混合 或 者 表示 对 立 性 的 混合 . 在 混 料 模型 
中 经 常 需要 更 高 阶 的 项 , 因为 (1) 所 研究 的 现象 可 能 很 复杂 , (2) 实验 的 区 域 经 常 是 整个 可 操作 
的 区 域 , 因而 是 较 大 的 区 域 , 需要 有 一 个 更 精致 的 模型 

例 11.3 有 3 个 分 量 的 混 料 设计 

Cornell (2002) 描述 了 一 个 混 料 实验 ， 其 中 混合 了 3 种 成 分 一 一 ELH (m1). RELH (r2) AR 
内 炳 (zs) 一 一 并 将 其 制 成 纤维 用 以 纺 成 织 布 用 的 纱 . 感 兴 趣 的 响应 恋 最 是 在 数 干 克 的 力作 用 下 纱 的 伸 长 
值 . 用 一 个 {3, 2} 单纯 形 格 点 设计 来 研究 产品 设计 和 观测 得 到 的 响应 如 表 11.13 所 示 . 注意 , 所 有 的 格 点 
或 者 是 纯 混合 物 , 或 者 是 二 元 混合 物 . 也 就 是 说 , 产品 的 任 一 配方 仅 用 了 3 种 成 分 中 的 最 多 两 种 ， 进行 重 复 
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观测 , 每 种 纯 泥 合 物 进行 两 次 重复 , 每 种 二 元 混合 物 进 行 3 次 重复 . 误差 的 标准 差 可 以 用 这 些 重复 观测 来 估 
计 , 6 = 0.85. Cornell 用 二 阶 混 合 多 项 式 来 拟 合 这 些 数据 ,得 到 
y = 11.7z; + 9.Àr2 + 16.4r3 + 19.0r1r2 + 11.4r1073 — 9.6r2r3 
这 能 够 说 明 此 模型 是 响应 的 合适 表示 式 . 因为 B3 > Â > Ân 结论 是 , 成 分 3 (RAR) 生产 的 纱 有 最 高 的 
伸 长 值 . 而 且 , 因为 Â 和 房 3 是 正 的 , 成 分 1 和 2 或 成 分 1 和 3 的 混合 物产 生 较 高 的 伸 长 值 ， 比 纯 混 合 
物 的 平均 伸 长 值 要 高 ， 这 是 一 个 “协同 性 ”混合 效应 的 例子 ， 因 为 ĝa 是 负 的 , 所 以 成 分 2 和 3 有 对 立 性 
的 混合 效应 ， 
表 11.13 纱 伸张 度 问 题 移 {3， 2) 单纯 形 格 点 设计 


成 分 比例 平均 伸 长 值 
设计 点 m En 观测 到 的 伸 长 值 j 
1 1 0 0 11.0, 12.4 Ihr 
2 i 1 0 15.0, 14.8, 16.1 15.3 
3 0 1 0 8.8, 10.0 9.4 
4 0 i i 10.0, 9.7, 11.8 10.5 
5 0 0 1 16.8, 16.0 16.4 
6 A 0 3 17.7, 16.4, 16.6 16.9 


图 11.36 画 出 了 伸 长 值 的 等 高 线 图 , 这 有 助 于 解释 这 些 结果 . 审视 一 下 这 张 图 , 如 果 希 望 伸 长 值 达 到 最 
X, 则 应 选择 成 分 1 和 3 的 混合 物 , 而 且 由 约 80 务 的 成 分 3 和 209009 54 1 所 构成 

前 面 已 注意 到 单纯 形 格 点 设计 和 单纯 形 重心 设计 都 是 边界 点 设计 . 如 果实 验 者 想 要 作出 完 
全 混 料 性 质 的 预测 , 则 在 单纯 形 内 部 做 更 多 的 试验 是 很 理想 的 . 我 们 推荐 在 普通 单纯 形 设 计 中 增 
加 轴 试 验 和 总 重心 处 的 试验 (如 果 总 重心 还 不 是 设计 点 ). 

分 量 i 的 轴 是 从 基点 mi = 0, zj = l/( p- 1 )( 对 一 切 j z i) 出 发 ,到 对 顶点 m= 1, 
v; = 0 (对 一 切 j z i) 的 一 条 直线 或 射线 . 基点 总 是 位 于 单纯 形 的 顶点 z; = 1, r; = 0( 对 一 切 
j 7 i) 的 对 面 的 p — 2 维 边 缘 的 重心 处 . [这 个 边缘 有 时 也 称 为 (p 一 2 ) 维 平面 .| 分 量 轴 的 长 
度 是 一 个 单位 . 轴 点 放 在 分 量 轴 上 距离 重心 A 处 . A 的 最 大 值 是 (p — 1 )/p. 建议 将 轴 试 验 点 
放置 在 单纯 形 的 重心 与 每 个 顶点 的 中 间 , 所 以 A = (p — 1 )/2 p. 有 时 称 这 些 点 为 轴 检 测 混合 . 
因为 , 在 实践 中 通常 在 拟 合 预备 混 料 模型 并 用 这 些 轴 点 处 的 响应 来 检测 预备 模型 的 合适 性 之 后， 
就 将 这 些 点 排除 . 


图 11.36 例 11.3 二 阶 混 料 模型 所 估计 的 纱 的 伸 长 值 的 等 高 线 图 
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图 11.37 显示 了 增加 了 轴 点 的 {3, 2) 单纯 形 格 点 设计 . 这 个 设计 有 10 个 点 , 其 中 有 4 个 
点 在 单纯 形 内 部 . {3, 3} 单纯 形 格 点 设计 可 支持 拟 合 完全 三 次 模型 , 但 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 
并 不 如 此 ; 然而 扩大 的 单纯 形 格 点 可 以 让 实验 者 拟 合 特殊 三 次 模型 , 或 者 在 二 次 模型 中 添加 诸如 
Pi233112213 的 特别 的 4 次 项 . 从 探测 和 建立 完全 三 次 模型 中 不 能 计算 的 三 角形 内 部 的 弯曲 性 
的 意义 来 说 , 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 对 于 研究 完全 混 料 的 响应 有 良好 的 表现 . 扩大 的 单纯 形 格 点 
设计 在 检测 拟 合 不 足 时 比 {3, 3) 格 点 设计 更 强 . 这 类 设计 在 下 列 情况 下 特别 有 用 , 即 , 实验 者 不 
能 确定 什么 样 的 模型 更 合适 , 需要 序 贯 地 建立 模型 , 也 就 是 要 从 简单 的 多 项 式 模型 (或 许 是 一 阶 
模型 ) 开始 , 检验 模型 的 拟 合 不 足 , 然后 用 更 高 阶 的 项 扩大 模型 , 检验 新 模型 的 拟 合 不 足 . 等 等 . 


X=| 


x;-l X; 3 x=] 


图 11.37 一 个 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 
在 某 些 混 料 问题 中 , 会 出 现 对 各 个 分 量 的 约束 . 形 如 
人 $—1,2,:-,p 
的 下 界 约束 十 分 普遍 . 在 只 有 下 界 约束 时 , 可 行 设计 区 域 仍然 是 单纯 形 , 但 它 内 接 于 原单 纯 形 区 
域内 . 这 种 情况 可 以 通过 引用 定义 为 


(11.28) 


的 伪 分 量 (pseudocomponent) 来 简化 , 其 中 Y l; « 1. 现 有 
zl 十 T2 十 … 十 2 一 1 
所 以 , 当下 界 是 实验 情况 的 一 部 分 时 ， 可 通过 引进 伪 分 量 来 使 用 单纯 形 设计 . 利用 (11.28) 式 的 


ERRA, 就 可 以 将 伪 分 量 的 单纯 形 设 计 的 特定 配方 变换 为 原来 分 量 的 配方 . 也 就 是 说 , 如 果 Ti 
是 一 次 试验 中 第 i 个 伪 分 量 的 设计 值 , 则 第 i 个 原来 的 混合 分 量 是 


P 
ti = hi + (1- ») I; (11.29) 
j=l 


如 果 一 个 分 量 同时 有 上 界 约束 也 有 下 界 约束 , 则 可 行 区 域 不 再 是 单纯 形 , 而 是 一 个 不 规则 多 
XE. 因为 实验 区 域 不 再 是 标准 的 形状 , 所 以 计算 机 生成 设计 对 这 类 混 料 问题 很 有 用 . 
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例 11.4 涂料 配方 
实验 者 想 优 化 汽车 透明 面 漂 的 配方 . 面 漆 是 合成 产品 , 且 有 特殊 的 性 能 要 求 . 特别 地 , 顾客 需要 Knoop 
硬度 超过 25. 固体 物质 比例 低 于 307089] p. 透明 面 漆 由 3 种 成 分 混合 组 成 , 它们 是 单 体 (zi). AEBXGR] 
(r2) 和 树脂 (ma). 对 成 分 比例 有 如 下 约束 : 
S] + £2 + z3 = 100 
5zirix25 
25 € rs € 40 
50 zx. z3 £ TO 
约束 的 实验 区 域 如 图 11.38 Bros. 因为 这 个 区 域 并 不 是 单纯 形 ， 我 们 用 D 最 优 俊 计 来 求解 这 个 问题 ， 
假定 两 个 响应 都 用 二 次 混 料 模型 来 建 模 , 我 们 可 以 用 Design-Expert 得 到 如 图 11.38 所 示 的 D 最 优 设计 ， 
假定 除了 附加 6 个 二 次 混 料 模型 所 需 的 试验 外 ， 男 做 4 个 不 同 的 试验 以 检测 拟 合 不 足 ， 这 些 试验 中 有 4 个 
试验 要 做 重复 试验 以 提供 纯 误 差 的 估计 . Design-Expert 用 顶点 、 楼 的 中 点 、 区 域 重 心 以 及 检测 试验 点 (位 
于 重心 与 顶点 中 间 ) 作为 候选 点 . 


25 00 


2 
45 5.00 70 
AE NER] 树脂 


图 11.38 例 11.4 面 漆 配方 问题 的 约束 实验 区 域 (以 实际 分 量 的 尺度 显示 


含有 14 个 试验 的 设计 , 以 及 硬度 和 固体 物质 响应 都 列 在 表 11.14 H. 对 两 个 响应 拟 合 的 二 次 模型 的 
结果 小 结 在 表 11.15 AR 11.16 中 . 注意 到 , 对 于 硬度 与 固体 物质 响应 ， 二 次 模型 都 拟 合 得 很 好 . 两 个 响应 
(关于 伪 分 量 ) 的 拟 合 方程 也 都 列 在 表 中 . 图 11.39 和 图 11.40 显示 了 响应 的 等 高 线 图 


X 11.14 例 11.4 BERHAN D 最 优 设计 


标准 试验 单 体 变 联 剂 树脂 硬度 固体 物质 
序号 序号 zi T2 x3 yi yo 
1 2 17.50 32.50 50.00 20 9.539 
2 1 10.00 40.00 50.00 26 21.33 
3 4 15.00 25.00 60.00 LT 20.21 
4 13 25.00 25.00 50.00 28 30.46 
5 T 5.00 25.00 70.00 35 TÀ.98 
6 3 5.00 32.50 62.50 3l 31.5 
了 6 


11.25 32.50 56.25 21 15.59 
TM L U A S ..1999 | — 


386 ££ 11 3X 响应 曲面 法 与 设计 


( 续 ) 
标准 试验 单 体 ZE EKF] 树脂 硬度 tkt 
序号 序号 zl I2 T3 yi Va 

A 11 5.00 40.00 55.00 20 19.2 
g 10 18.13 28.75 53.13 20 23.44 
10 14 8.13 28.75 63.13 25 32.49 
11 12 25.00 25.00 2390.00 19 23.01 
12 Ü 15.00 25.00 60.00 14 41.46 


10.00 40.00 30.00 30 32.98 
25.00 70.00 23 70.95 


5 
14 8 5.00 
——————————————————ÓÓÉÉÓÉÉ—iÓX 
* 11.3315 ”关于 硬度 响应 的 模型 拟 合 
Response: hardness 
ANOVA for Mixture Quadratic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


oum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob>F 
Model 279.73 5 55.95 2.37 0.1329 
Linear Misture 29.13 2 14.56 0.62 0.5630 
AB 72.61 1 72.61 3.08 0. 11'74 
AC 179.67 I 179.67 7.62 0.0247 
BC 8.26 1 8.26 0.35 0.5'703 
Residual 188.63 8 23.58 
Lack of Fit 63.63 4 15.91 0.51 0. 7354 
Pure Error 125.00 4 31.25 
Cor Total 468.36 13 
Std.Dev. 4.86 R-Squared 0.5973 
Mean 24.79 Adj R-Squared 0.3455 
C.V. 19.59 Pred R-Squared -0.3635 
PRESS 638.60 Adeq Precision 4.975 
Coefficient Standard 954 C1 954 Cl 
Component Estimate DF Error Low High 
A-Monomer 23.81 1 3,36 16.07 31.55 
B-Crosslinker 16.40 1 7.68 -1.32 34.12 
C-Resin 29.45 1 3.36 21.71 37.19 
AB 44.42 1 25,81 -13.95 102.80 
AC -44.01 1 15.94 -80.78 -7.25 
BC 13.80 1 23.32 -39.97 67.57 
Final Equation in Terms of Pseudo Components: 
hardness- 
*23.81*A 
*16.40*B 
*29.45*C 
*44.412*A*B 
—44.01*A*C 


*13.80*B*C 
一- ÉL 
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11.5 混 料 实验 


Response: solids 
ANOVA for Mixture Quadratic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 
Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob^F 
Model 4297.92 b B59.59 25.78 «0.0001 
Linear Mirzture 2931.09 2 1465.66 43.95 «0.0001 
AB 211.20 1 211.20 6.33 0.0360 
AC 285.67 1 285.67 8,57 0.0191 
BC 1036.'72 1 1036."'72 31.09 0.0005 
Residual 266.79 8 33.35 
Lack of Fit 139.92 4 34.98 1.10 0.4633 
Pure Error 126.86 4 31.72 
Cor Total 4564.73 13 
Std. Dev. 6.77 R-Squared 0.9416 
Mean 33.01 Adj R-Squared 0.9050 
C.V. 17.49 Pred R-Squared 0.7827 
PRESS 991.86 Adeq Precision 15.075 
Coefficient Standard 954 Cl 95% Cl 
Component Estimate DF Error Low High 
À-Monomer 26.53 1 3.99 17.32 35.74 
B-Crosslinker 46.60 1 9.14 25.53 67.68 
C-Resin 73.23 1 3.99 64.02 82.43 
AB -75.76 1 30.11 -145.19 -6.34 
AC -55.50 1 18.96 -99.22 SIITT 
BC -154.61 1 ZT.T3 -218.56 -90.67 
Final Equation in Terms of Pseudo Components: 
solids- 
*26.53*AÀ 
*46.60*B 
*73.23*C 
-T5.T6*A*B 
-bb.50*A*C 
-154.61*B*C 


单 体 
25.00 
2 


45.00 
x E] 
图 11.39 例 11.4 中 Knoop 硬度 
啊 应 的 等 高 线 图 


联 剂 
图 11.40 $ 11.4 中 国体 物质 比例 


啊 应 的 等 高 线 图 
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图 11.41 是 两 个 响应 曲面 的 重合 等 高 线 图 ， 显示 了 Knoop 硬度 的 25 等 高 线 和 固体 物质 309628 gp £z. 
产品 的 可 行 域 是 图 的 中 心 处 没有 阴影 部 分 ， 显 热 ， 在 透明 面 洒 能 满足 性 能 要 求 的 条 忻 下 , 单 体 、 交 联 剂 及 树 
脂 的 比例 有 相当 大 的 选择 余地 . 


单 体 


25 UD 


45.00 5.00 70.00 
交 联 剂 树脂 
图 11.41 Knoop 硬度 与 固体 物质 比例 响应 在 面 治 配方 的 可 行 域内 的 重奏 图 


11.6 调 优 运算 


响应 曲面 法 常 在 小 型 试验 工厂 中 使 用 , 用 以 研究 和 开发 . 当 应 用 到 大 规模 的 生产 过 程 中 时 ， 
因为 实验 程序 相对 比较 复杂 , 所 以 通常 只 做 一 次 (或 很 不 经 常 做 ), 但 是 , 在 小 型 试验 工厂 中 得 到 
的 最 优 条 件 不 一 定 是 大 规模 生产 时 的 最 优 条 件 . 小 型 工厂 也 许 每 天 生产 2 磅 产品 , 而 大 规模 生产 
过 程 每 天 也 许 就 要 生产 2 000 磅 . 小 型 试验 工厂 的 “规模 上 升 ， 全 大 规模 生产 过 程 , 通常 会 导致 
最 优 条 件 的 变化 , 甚至 当 大 规模 工厂 以 此 最 优 条 件 运 行 时 , 因为 原料 的 变异 、 环境 的 改变 、 操 作 
人 员 的 改变 等 原因 , 最 后 也 会 从 那 一 最 优 条 件 “漂移 ” 开 来 . 

我 们 需要 有 一 种 方法 来 继续 监视 并 改善 大 规模 生产 过 程 其 目 标 是 将 运行 条 件 自 动 转 为 最 
优 条 件 或 者 自动 调节 “漂移 "， 这 种 方法 不 应 该 对 运行 条 件 作 大 的 更 改 或 突然 更 改 , 那样 做 可 能 
会 使 生产 停顿 ，Box (1957) 提出 的 调 优 运算 (EVOP) 就 是 这 类 操作 方法 . 它 是 作为 常规 性 工 
| 运行 方法 来 设计 的 , 在 研究 和 开发 人 员 稍 加 帮助 下 . 束 可 以 由 生产 人 员 来 执行 . 

EVOP 由 对 所 考虑 的 运行 变量 水 平 有 计划 地 引进 小 的 改变 所 组 成 通常 , 用 2* 设计 来 做 到 
这 一 点 , 取 变 量 的 小 改变 量 不 会 对 产量 、 质量 或 数量 产生 大 的 干扰 , 而 变量 的 大 改变 量 会 使 过 程 
性 能 可 能 的 改善 最 终 被 发 现 . 对 所 感 兴趣 的 响应 变量 在 2* 设计 的 每 个 点 处 收集 数据 . 当 在 每 个 
设计 点 处 都 取得 一 个 观测 值 时 , 就 叫做 完成 了 一 个 循环 . 然后 计算 过 程 变量 的 效应 和 交互 作用 . 
最 后 , 经 过 几 个 循环 之 后 ， 一 个 或 多 个 过 程 变量 的 效应 或 它们 的 交互 作用 就 可 能 显示 出 对 响应 有 
显著 的 效应 , 此 时 , 就 应 该 作出 决定 , 来 改变 基本 运行 条 件 以 改善 响应 当 改 进 的 条 件 被 检测 而 
通过 时 , 就 称 为 完成 了 一 个 阶段 

在 检测 过 程 变 量 和 交互 作用 的 显著 性 时 ， 甫 要 实验 误差 的 估计 量 . 这 可 从 循环 数据 中 算得 . 
此 外 , 2^ 设计 通常 以 当前 最 好 的 运行 条 件 为 中 心 将 这 一 点 上 的 响应 和 析 因 设计 部 分 的 2* 个 
氮 上 的 响应 进行 比较 , 就 可 以 检测 弯曲 性 或 平均 改变 量 (CIM); 也 就 是 说 , 如 果 过 程 实际 上 以 最 
六 值 为 中 心 , 则 在 中 心 点 处 的 响应 应 该 显著 地 大 于 在 2* 个 周边 点 处 的 响应 . 


从 理论 上 说 , EVOP 可 应 用 于 大 个 过 程 变量 . 在 实践 中 , 通常 只 考虑 两 个 或 3 个 变量 . 我 
们 对 此 方法 将 提供 一 个 有 两 个 变量 的 例子 ，Box and Draper (1969) 对 3 个 变量 的 情况 进行 了 
详尽 的 讨论 , 包括 必要 的 形式 和 工作 纸 . Myers and Montgomery (2002) 讨论 了 EVOP 的 计算 


机 实现 方法 . 


Bj 11.5 ”考虑 一 化 学 过 程 , 其 产 率 是 温度 (r1) 和 压强 (r2) 的 函数 ,当前 的 操作 条 件 是 zl1= 250 F 
和 zo = 145 psi. EVOP 方法 用 22 设计 加 中 心 点 , 如 图 11.42 Bros. 在 每 个 设计 点 上 按 数 字 顺 序 (1, 2, 3, 


11.6 调 优 运 其 


4, 5) 做 完 试 验 就 完成 了 一 个 循环 . 第 1 个 循环 的 产 率 如 图 11.42 Bro. 


150 


TA Le) 


140 


图 11.42 
将 第 1 个 循环 所 得 的 产 率 记录 在 EVOP 计算 纸 上 , 如 表 11.17 Bro. 


24^ 


250 255 


n F) 


EVOP 的 22 设计 


作 不 出 标准 差 的 佑 计量. 温度 和 上 压强 的 效应 和 变 互 作用 按 27 设计 的 方法 计算 . 


5X 11.17 例 11.5 的 EVOP 计算 纸 (n = 1) 


DL] o wo 
2 4 响应 : 产 率 
计算 平均 值 

运行 条 件 1) (2) (3) 
(i) 前 一 循环 的 和 
(ii) 前 一 循环 的 平均 值 
(iii) 新 的 观测 值 84.5 842 84.9 
(iv) 25 [ (i) - ii) ] 
(v) 新 的 和 [ G) + (Gii) ] 84.5 842 849 
(vi) 新 的 平均 值 [p= (v) / n] 84.5 84.2 84.9 

计算 效应 


温度 效应 = (Ust ga — ja — Vs) = 0.45 


压强 效应 = l(ga-dgs— U2 — Ja) = 0.25 


P 交互 效应 = i(go Ja — ga — Js) = 0.15 


阶段 : 1 
日 期 : 1/11/04 
计算 标准 差 
(4 (5) 
前 一 和 S = 
前 一 平均 值 S = 
84.5 84.3 新 的 5 = 极 差 xfsn= 
84.5 843 新 的 和 5S = 
84.5 84. 新 的 平均 值 s 一 BEES 
计算 误差 限 
对 新 的 平均 值 = A 
对 新 的 效应 S = 


对 平均 改变 量 


1.78 g 
RD 


平均 改变 量 的 效应 = L(gs +93 + ğa c Us 一 451) = 0.02 


然后 进行 第 2 个 循环 的 试验 , FER 


3& EVOP 的 计算 纸 上 记 录 产 率 的 数据 ; 如 表 11.18 所 示 . 在 第 


在 第 1 个 循环 的 计算 纸 的 末尾 ， 
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2 个 循环 的 计算 纸 末尾 ， 可 以 估计 实验 的 误差 ， 并 将 效应 的 估计 量 与 近似 的 9595 (两 个 标准 差 ) 误差 限 进行 
比较 ， 极 差 是 行 (iv) 的 差 的 极 差 , 所 以 极 差 是 +1.0 一 (—1.0) = 2.0. 因为 表 11.18 的 效应 没有 超过 它们 
KRZR, 所 以 真实 的 效应 可 能 是 零 , 从 而 不 改变 运行 条 件 . 


表 1118 例 11.5 的 EVOP 计算 纸 (n = 2) 


Tu 循环 : n=? 阶段 : 1 
2 4 Wipy. 产 率 日 期 ; 1711704 
计算 平均 值 计算 标准 差 
运行 条 性 (1) (2) (3) (4) (5) 
(i) 前 一 循环 的 和 84.5 842 84.9 845 84.3 前 一 和 5 二 
(i) 前 一 循环 的 平均 值 84.5 842 84.9 845 84.3 前 一 平均 值 5= 
(iii) 新 的 观测 值 84.9 846 859 835 840 $i S= H3 xfsn= 0.60 
(iv) 3$ [ (ii) — (iii) ] -0.4 -0.4 -10 -10 0.3 (iv) 的 极 差 = 20 
(v) 新 的 和 [ (1) + (iii) ] 169.4 168.8 170.8 168.0 168.3 新 的 和 9 = 0.60 
(vi) SEFE [p= (v) / n] 84.70 84.40 85.40 84.00 84.15 新 的 平均 值 S = NES 一 0.60 
计算 效应 计算 误差 限 


压强 效应 = (p3 + gs — jo — ga) = 0.58 
Tx P 交互 效应 = l(go-Fga — a — js) = 0.83 
下 均 改变 量 的 效应 = (g+ g3 +ga 4 js — 4i) = —0.17 对 平均 改变 量 1738 = 0.76 


对 新 的 效应 MS = 0.85 


第 3 个 循环 的 结果 如 表 11.19 所 示 . 现在 压强 的 效应 超过 它 的 误差 限 , 温度 效应 等 于 误差 限 . 现在 , 看 
来 应 该 改变 运行 条 件 了 . 


* 11.19 例 11.5 的 EVOP 计算 纸 (n = 3) 


[s] TEL. TL = 3 阶段 ， 1 
2 4 响应 : 产 率 日 期 : 1/11/04 
计算 平均 值 计算 标准 差 
运行 条 件 0 (2 (3 (4à (5 
(i) 前 一 循环 的 和 169.4 168.8 170.8 168.0 168.3 前 一 和 9 — 0.60 
(ii) 前 一 循环 的 平均 值 84.70 84.40 85.40 84.00 84.15 M—F S = 0.60 
(iii) 新 的 观测 值 85.0 84.0 86.6 849 852 新 的 S = HS x 方 ,= 0.56 
(iv) Æ [ (ii) — (ii) ] -0.30 +0.40 -1.20 -0.90 -1.05 (iv) 的 极 差 = 1.60 
(v) 新 的 和 [ (1) + (iii) ] 254.4 252.8 257.4 252.9 2535 ”新 的 和 5=1.16 
(vi) 新 的 平均 值 [g;—(v)/n] 84.80 84.27 85.80 84.30 84.50 新 的 平均 值 5 一 SEES 一 0.58 
计算 效应 计算 误差 限 
温度 效应 = 3 (3 +ga 一 da — ¥5) = 0.67 对 新 的 平均 值 XS = 0.67 


压强 效应 = l(Us + gs — jo — ja) = 0.87 


_ 对 新 的 效应 AS = 0.67 
Tx P 交互 效应 = 1 (go t 93 — Ja — ğa) = 0.64 


于 均 改 变量 的 效应 — i(Jo-F jak ga - 9s — 4g) = —0.07 对 平均 改变 量 L8 = 0.60 


看 一 下 这 些 结果 , 似乎 有 理由 关于 点 (3) 开始 新 的 EVOP 阶段 . 于 是 , r1= 255 F, ro = 150 psi 就 
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成 为 22 设计 在 第 2 个 阶段 中 的 中 心 点 . 
EVOP 的 一 个 重要 方面 就 是 将 产生 的 信息 反馈 给 过 程 操作 人 员 和 管理 者 ， 这 一 点 可 通过 安放 在 醒目 位 
E Lj EVOP 信息 板 来 完成 . 本 例 在 第 3 个 循环 之 后 的 信息 板 如 表 11.20 Bron. 


表 11.20 EVOP 信息 板 (循环 3) 


响应 ; 产 率 


要 求 : 最 大 化 


245 250 255 


温度 


平均 值 的 误差 限 : — 0.67 
~ a a LL ee te T 


效应 及 其 959031x 35 [i 温度 0.67 士 0.67 
压强 0.87 士 0.67 

TxP 0.64 士 0.67 

平均 改变 量 0.07 +0.60 


标准 差 0.58 
一 m H o SUS 
EVOP 计算 纸 上 大 多 数 的 量 直接 由 分 析 2? 析 因 设计 而 得 到 . 例如 , 任 一 效应 的 方差 , 比如 ， 
i(Us + 9s 一 do — ga) 的 方差 , 简化 是 c^ /n, 其 中 o? 是 观测 值 (y) 的 方差 , 这 样 一 来 , 任 一 效 
应 上 的 两 个 标准 差 误差 限 (对 应 于 9595) 将 是 土 20 / Vn. 平均 改变 量 的 方差 是 


V(CIM) = viz (Ua + Js + Ja + gs — 4À1)] = x; láo? + 1602) = (55) = 

于 是 , CIM 上 的 两 个 标准 差 误 差 限 是 圭 (2V20725)o /VR = 1.780 / yM. 

标准 差 o 用 极 差 法 估计 . 令 y;(n) 表示 循环 n 的 第 i 个 设计 点 处 的 观测 值 , gi (n) 表示 经 n 
个 循环 之 后 的 对 应 于 y;(n) 的 平均 值 . EVOP 计算 纸 中 行 (iv) 的 量 是 差 yi(n) — gi(n — 1). XX 
些 差 的 方差 是 

iFa) — 15 = 2 _ „2 "m == "NELLO 
V[u( ) yi(n l]seop-ec [+ Ce 一 (n —1) 

差 的 极 差 (ME Rp) 与 差 的 标准 差 的 估计 量 的 关系 是 GD = Hp/ds. 因子 do 依赖 于 用 来 计算 
Rp 的 观测 值 的 个 数 . 现在 Rp /ds = 6 /n/(n — 1), 所 以 


n- 1) 二 


= (fkn) Rp = 
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可 用 于 倍 计 观测 值 的 标准 差 , 其 中 k 表示 用 于 设计 的 点 数 . 对 于 有 一 个 中 心 点 的 22 设计 .大 = 
5; 有 一 个 中 心 点 的 2 设计 ,大 = 9. fen HELE 11.21. 


表 11.21 Tec 的 值 


je 2 3 4 5 6 ri 8 9 10 
后 一 号 0.30 0.35 0.37 0.38 0.39 0.40 0.40 0.40 0.41 
9 0.24 0.27 0.29 0.30 0.31 0.31 0.31 0.32 0.32 
10 0.23 0.26 0.28 0.29 0.30 0.30 0.30 0.31 0.31 

1 1.7 HE 老 题 


dil 一 化 学 工厂 利用 先 液化 空气 , 再 用 分 饮 法 分 解 的 方法 生产 氧气 ， 氧 气 的 纯度 是 主 冷凝 器 温度 和 分 饥 
应 上 下 之 间 压 强 比 的 函数 .当前 的 操作 条 件 是 温度 (£1) = —220'C, 压强 比 (£2) = 1.2, 利用 下 列 数 
W, 求 最 速 上 升 路 径 . 


—22 —220 —220 


压强 比 (£2) 
纯度 


].3 


1.1 


82.8 84.5 


1.2 
83.9 


1.2 
84.3 


11.2 一 位 工业 工程 师 开发 双 项 存货 系统 的 计算 机 模拟 模型 . 决策 变量 是 每 一 项 目的 订货 量 和 再 订购 点 . 
需要 最 小 化 的 响应 是 总 存货 的 成 本 . 模拟 模型 用 来 产生 如 下 表 所 示 的 数据 . 识别 出 实验 的 设计 . 求 最 


速 上 升 路 径 . 
LO S S e 
WEE (61) BET IX (£2) 订货 量 (£3) 再 订购 点 (£4) 

100 25 250 AQ 625 
140 45 2250 40 670 
140 25 300 40 663 
140 25 250 S80 654 
100 45 300 AQ BAS 
100 45 250 RO 634 
100 25 300 SD 692 
140 45 300 80 686 
120 35 275 60 680 
120 35 215 60 674 


120 35 210 60 681 
一 一 >- Án 
11.8 证 明 下 列 设 计 是 一 单纯 形 设计 . 拟 合 一 阶 模型 并 求 最 速 上 升 路 径 . 
Ti Za T3 y 
0 V 一 1 18.5 


0 
2 


v2 0 1 22.5 
—————————————— 25 


11.4 求 一 阶 模型 


y = 60 + 1.5z; — 0.8z2 + 2.03 


的 最 速 上 升 路 径 . 变量 规范 为 -1 <r «1 
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0 


11.5 3 个 国 子 的 实验 区 域 是 时 间 (40 <T, <80 min). 温度 (200 < T? < 300'C) 和 压强 (20 S P S 


11.6 


11.7 


*11.8 


50 psig). 规范 变量 的 一 阶 模型 已 很 好 地 拟 合 了 2 设计 的 产 率 数据 .所 得 模型 是 

j = 30 + 5z, + 2.512 + 3.5x3 
点 Ti= 85, T= 325, P = 60 是 否 在 最 速 上 升 路 径 上 ? 
两 个 因子 的 实验 区 域 是 温度 (100 <T « 300 F) 和 催化 剂 进 料 速率 (10 <C <30 Ib/in). 通常 的 
+1 规范 变量 的 一 阶 模型 已 很 好 地 拟 合 了 分 子 量 响应 , 得 到 如 下 模型 ; 

jy = 2 000 + 12571 十 40r2 

(a) 求 最 速 上 升 路 径 . 
(b) 希望 移动 到 分 子 量 在 2 500 以 上 的 区 域 . 利用 已 从 此 实验 区 域内 得 到 的 信息 , 沿 最 速 上 升 路 径 移 
至 所 希望 的 区 域 大 约 需要 多 少 步 ? 
通常 在 计算 最 速 上 升 路 径 时 假定 模型 是 真正 的 一 阶 模型 ， 即 模型 中 不 含 变 互 作用 . 然而 , 即使 在 有 交 
互 作用 时 , 不 考虑 交互 作用 的 最 速 上 升 路 径 通 常 仍然 可 以 得 到 好 的 结果 . 为 了 说 明 这 个 结论 , 假设 用 
规范 变量 (一 1 <n 所 1) 得 到 如 下 拟 合 模型 : 

j = 20 + 5r1 — Sr2 + drita 
(a) 画 出 忽略 变 互 作用 时 的 最 速 上 升 路 径 . 
(b) 画 出 模型 中 有 交互 作用 时 的 最 速 上 升 路 径 . 将 此 结果 与 (a) 中 求 得 的 路 径 进行 比较 . 
下 表 所 示 的 数据 是 在 优化 作为 3 个 变量 ri, ra, ra 的 函数 的 晶体 生长 的 实验 中 所 收集 得 的 . 希望 y 
的 值 (以 克 为 单位 的 产量 ) 大 一 些 . 拟 合 一 个 二 阶 模型 并 分 析 拟 合 曲面 . 在 什么 条 件 下 能 实现 最 优 的 
晶体 生长 ? 


T1 T? I3 Yy Tl T2 T3 y 

一 ] 一 1 —1 66 0 — 1.682 0 68 
—1 一 ] 1 TO 0 1.682 0 63 
—1 1 —1 T8 0 0 —1.682 65 
—1 l 1 60 0 ü 1.682 82 
l —1 —1 80 0 Ü 0 113 
1 —1 1 TO 0 0 Ü 100 
l l —1 100 0 0 0 118 

1 l 1 75 Ü 0 0 88 
—1.692 0 0 100 0 Ü 0 100 
1.682 Ü 0 SO 0 Ü 0 85 


11.9 下 列 数据 是 一 位 化 学 工程 师 所 收集 得 的 ， 响 应 y ERAN, z1 是 温度 ， c2 是 压强 . 拟 合 一 个 二 阶 


模型 . 

T1 T2 Yy | T1 T2 y 
—1 E o4 0 1.414 51 
—I l 45 0 0 41 
1 —1 32 0 0 39 
1 1 47 0 0 44 
—1.414 0 50 0 0 42 
1.414 Ü 53 0 0 40 

0 —]1.414 47 


(a) 如 果 目 标 是 最 小 化 渗透 时 间 , 你 会 推荐 什么 运行 条 件 ? 
(b) 如 果 目 标 是 使 过 程 在 平均 渗透 时 间 非 常 接近 46 处 运行 , 你 会 推荐 什么 运行 条 件 ? 
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11.10. 为 拟 合 一 个 二 阶 模型 , 用 正六 边 形 设计 进行 实验 , 收集 得 下 列 数据 : 


Zi T2 y | TI T2 y 
1 7 68 0 0 58 
0.5 V/0.75 74 | 0 0 60 
—0.5 v0.75 65 | 0 0 57 
25 0 60 | 0 0 55 
一 0.5 —/0.75 63 | 0 0 69 
0.5 - 0.75 70 | 


(a) 拟 合 此 二 阶 模型 . 
(b) 进行 正则 分 析 . 曲面 属于 哪 种 类 型 ? 
(c) 在 稳定 点 处 , 运行 条 件 m, 和 mo 取 慎 么 值 ? 
(d) 如 果 目 标 是 使 获得 的 响应 尽 可 能 靠近 65, 你 会 在 什么 条 件 下 运行 此 过 程 ? 
11.11 实验 者 已 进行 了 一 个 Box-Behnken 设计 的 实验 ， 结果 如 下 , 其 中 响应 变量 是 聚合 物 的 黏度 . 


水 平 温度 搅拌 速率 压强 


Z1 iz I3 
高 200 10.0 25 十 1 十 1 十 1 
中 175 7.5 20 0 0 0 
低 150 5.0 15 -1 -1 -1 
—_——_— 一 do 
试验 T] T2 T3 y | 试验 T] T2 £3 yi 
1 -1 zj 0 535 | 9 0 E -1 595 
2 4-1 E Ü 580 10 0 4-1 -1 648 
3 <j Xj 0 596 11 0 -1 E i 532 
4 4-1 2S 0 563 | 12 0 41 +1 656 
5 -l 0 =i 645 13 0 0 0 653 
6 +1 0 -1 458 | 14 0 0 0 599 
7 x 0 41 350 15 0 0 0 620 
8 十 1 0 +1 600 | 
(a) 拟 合 此 二 阶 模型 . 
(b) 进行 正则 分 析 . 曲面 属于 哪 种 类 型 ? 
(c) 在 稳定 点 处 , 运行 条 件 z1， z2, 23 ET AB? 
(d) 如 果 获 得 尽 可 能 靠近 600 的 等 度 很 重要 ， 你 会 推荐 什么 操作 条 件 ? 
11.12 考虑 下 表 所 示 的 三 变量 中 心 复 全 设计. 假定 希望 最 大 化 转化 率 (y1), BTE (y2) Æ 55 Æ 60 2 


间 , 分 析 数 据 并 得 出 结论 . 


试验 时 间 (分 钟 ) is (C) EERI (96) 转化 率 y] 活性 ya 
Oy 


1 — 1.000 —1.000 —1.000 74.00 53.20 
2 1.000 —1.000 —1.000 21.00 62.90 
3 — 1.000 1.000 — 1.000 88.00 93.40 
4 1.000 1.000 -— 1.000 70.00 62.60 
5 — 1.000 — 1.000 1.000 71.00 57.30 
6 1.000 —1.000 1.000 90.00 67.90 
T —1.000 1.000 1.000 66.00 909.80 
8 


1.000 1.000 1.000 97.00 67.80 
dcc c cC LríÉ d 180 
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( 续 ) 

试验 时 间 (分 钟 ) 温度 (C) REEM (76) Hb 活性 yo 
9 0.000 0.000 0.000 81.00 59.20 
10 0.000 0.000 0.000 75.00 60.40 
11 0.000 0.000 0.000 76.00 59.10 
12 0.000 0.000 0.000 83.00 60.60 
13 — 1.682 0.000 0.000 76.00 59.10 
l4 1.682 0.000 0.000 79.00 65.90 
15 0.000 —1.682 0.000 85.00 60.00 
16 0.000 1.082 0.000 97.00 60.70 
17 0.000 0.000 —1.682 55.00 57.40 
18 0.000 0.000 1.682 81.00 63.20 
19 0.000 0.000 0.000 80.00 60.80 
20 0.000 0.000 0.000 91.00 58.90 


一 位 切割 工具 制造 者 对 以 小 时 为 单位 的 刀具 寿命 (yi1) 和 以 美元 为 单位 的 刀具 成 本 (ya) 研究 了 两 个 
经 验方 程 . 两 个 模型 都 是 钢材 硬 订 (m1) 和 制造 时 间 (r2) 的 线性 函数 .两 个 方程 是 


二 10 十 571 + 2r5, Va = 23 + 3r + dro 


两 个 方程 都 在 范围 -1.5 <r; <15 内 有 效 . 单 件 刀具 成 本 必须 低 于 27.5 美元 , 寿命 必须 超过 12 
小 时 , 以 使 产品 具有 竞争 性 . 对 此 过 程 存在 一 组 行 得 通 的 操作 条 件 吗 ? 你 建议 此 过 程 怎样 实行 ? 
进行 一 项 化 学 汽 相 淀 积 过 程 的 中 心 复合 设计 的 实验 , 所 得 实验 数据 如 下 表 所 示 . 对 设计 的 每 个 试验 
FA, 同时 进行 4 个 实验 单元 , 响应 是 4 个 实验 单元 中 厚度 的 均值 与 方差. 


T] Io y s? | T r3 Ü 3? 
Ki EI 360.6 6.689 0 1.414 497.6 7.649 
1 aij 445.2 14.230 0 —1.414 397.6 11.740 
E 1 412.1 7.088 0 0 530.6 7.836 
1 1 601.7 8.586 0 0 495.4 9.306 
1.414 0 518.0 13.130 0 0 510.2 7.956 
-1.414 0 411.4 6.644 | 0 0 487.3 9.127 


(a) 对 均值 啊 应 氢 合 一 个 模型 ， 并 进行 残 差分 析 . 

(b) 对 方差 响应 拟 合 一 个 模型 ， 并 进行 残 差分 析 . 

(c) 对 In(s?) 拟 合 一 个 模型 , 这 个 模型 比 你 在 (b) 中 得 到 的 模型 好 吗 ? 

(d) 假设 希望 平均 厚度 在 区 间 450 +25 内 . 找 由 可 以 达到 此 目标 且 最 小 化 方差 的 运行 条 件 . 

(e) 讨论 在 (d) 中 的 方差 最 小 化 问题 . 你 已 经 最 小 化 总 的 过 程 方差 了 吗 ? 

证 明正 交 一 阶 设计 也 是 一 阶 可 旋转 设计 . 

证 明 2* 设计 添加 上 no 个 中 心 点 不 影响 Bi (i—1,2, k) 的 估计 量 , 但 截 距 Bo 的 估计 量 是 
所 有 2* + nc 个 观测 值 的 平均 值 ， 

可 旋转 的 中 心 复合 设计 . 如 果 在 a 或 5 (或 两 者 ) 是 奇数 时 b» z$,25,—0, H 3) zi =3 3 E 


则 可 证 明 二 阶 设计 是 可 旋转 的 . 证 明 ,对 中 心 复合 设计 , 这 此 条件 能 推导 出 (QUT iot a 
是 析 因 部 分 的 点 数 . 
证 明 下 面 的 中 心 复合 设计 区 组 是 正 交 的 . 
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区 组 1 区 组 2 区 组 3 
£] Ta Ta T1 T? T3 Ti ro La 
0 0 0 0 0 0 -1.633 0 0 
0 0 0 0 0 0 1.633 0 0 
1 ] jl 1 1 zl 0 -1.633 0 
1 -1 -1 1 -] 1 0 1.633 0 
-1 EXT 1 1 1 1 0 0 -1.633 
aj 1 1 1 E E D 0 1.633 
0 0 0 
0 0 0 
Co 
11.19 中 心 复合 设计 的 区 组 化 . 考虑 大 = 4 个 变量 分 为 两 个 区 组 的 中 心 复合 设计 . 总 可 以 求 得 正 交 区 组 的 
可 旋转 的 设计 吗 ? 
11.20 怎样 将 正六 边 形 设计 分 为 两 个 正 交 区 组 进行 试验 ? 
11.21 一 个 化 工 过 程 的 前 4 个 循环 的 产 率 如 下 表 所 示 . VEE: 浓度 百分率 (zi), 其 水 平 为 30. 31 和 32; 
温度 (r2), 其 水 平 为 140、 142 和 144 "F. 用 EOVP 法 分 析 . 
条 件 
"t (1) (2) (3) (4) (5) 
1 60.7 59.8 60.2 64.2 57.5 
2 59.1 62.8 62.5 64.6 58.3 
3 56.6 59.1 59.0 62.3 61.1 
4 60.5 59.8 64.5 61.0 60.1 
11.22 设 用 阶 为 d, 的 模型 (如 Y = X18, + e) 3oEDE —WIRY ii T. 真实 曲面 由 阶 数 为 do > di 的 模型 
描述 , 也 就 是 , E(Y) = X18, + X283. 
(a) 证 明 回 归 系 数 是 有 偏 的, 具体 说 , E(0,) = 8, + 4B。 其 中 A= (X1X1) 1 X' X2. 通常 称 
A A BI. 
(b) 如 果 di = 1, da = 2, 并 用 完全 2* 设计 来 拟 合 模型 ， 用 (a) 中 的 结果 来 确定 别名 结构 . 
(c) 如 果 di = 1, da = 2, k = 3, 用 29 设计 拟 合 模型 , 求 别名 结构 
(d) WÈ di = 1, ds = 2, k = 3, 并 用 思考 题 11.3 中 的 单纯 形 设 计 拟 合 模 型 ,确定 别名 结构 并 与 
(c) 中 的 结果 进行 比较 ， 
“11.23 臣 需 要 设计 一 个 实验 在 指定 区 域 上 拟 合 一 个 二 次 模型 , 该 区 域 为 -1 < Ti 十 1,¢ 二 1, 2, 且 满足 约 


W ri +r x l1. 如 果 破 坏 约束 , 过 程 将 不 能 正常 工作 . 可 以 进行 至 名 不 超过 no 12 次 试验 . 试 建 
六 下 列 设计 : 

(a) 中 心 点 在 zx; =x: = 0 Ñ “A” CCD. 

(b) 中 心 点 在 zl = ra = -0.25 的 “内 接 * 32 析 因 设计 . 

(c) D 最 优 设计 . 

(d) 除了 重复 点 都 在 中 心 点 外 , 其余 均 与 (c) 相同 的 改进 的 D EREHE. 

(e) 计算 上 述 每 个 设计 的 OX" XO) 7 准则 . 

(f) 夺 算 上 述 每 个 设计 相对 于 (0) 中 D 最 优 设 计 的 效率 . 

(g) 你 更 愿意 用 哪个 设计 ? 为 什么 ? 


“11.24 考虑 用 23 设计 来 拟 侣 一 个 一 阶 模型 


(a) 计算 此 设计 的 D 准则 (XX). 
(b) 计算 此 设计 的 4 准则 e CX" X)71. 
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(c) 求 此 设计 最 大 的 尺度 化 预测 方差 . 它 是 G 最 优 的 吗 ? 
对 一 个 售 二 因子 交互 作用 的 一 阶 模型 重 做 思考 题 11.24. 
一 化 学 工程 师 希 望 对 一 新 的 生产 过 程 氢 合 一 条 校准 曲线 ,用 于 测量 他 所 在 工厂 加 工 的 产品 中 的 一 种 
特殊 成 分 的 浓度 . 可 以 抽取 己 知 浓度 的 12 个 样品 . 工程 师 想 建 立 一 个 用 于 所 测 浓 度 的 模型 . 他 猜想 ， 
对 于 所 测 浓 度 作 为 已 知 请 度 函 数 的 模型 ， 线 性 的 校准 曲线 (BU y = Bo + B1x + e, 其 中 zx 是 实际 
浓度 ) 是 合适 的 . 考虑 下 面 4 个 实验 设计 . 设计 1 由 6 个 在 已 知 浓度 1 和 6 个 在 已 知 浓 度 10 处 的 
试验 组 成 , 设计 2 由 在 己 知 浓度 1. 5.5 和 10 处 各 4 个 试验 组 成 , 设计 3 由 在 已 知 浓度 1, 4. 7 和 
10 处 各 3 个 试验 组 成 , 设计 4 由 在 已 知 浓度 1 和 10 处 各 3 个 试验 以 及 5.5 处 6 个 试验 组 成 . 
(a) 在 同一 张 图 中 画 出 所 有 4 个 设计 浓度 在 1 xm ox 10 范围 内 的 尺度 化 预测 方差 . 哪个 设计 更 好 ? 
(b) 对 每 个 设计 计算 (XXt ITAA. 根据 D 准则 , 哪个 设计 更 好 ? 
(c) 计算 每 个 设计 相对 于 (b) 中 得 到 的 “最 佳 ”设计 的 DD AM. 
(d) 对 于 每 个 设计 , 计算 在 点 集 rz = 1, 1.5, 2, 2.5, 10 上 的 平均 预测 方差 . 根据 V 准则 , 哪个 

设计 更 好 ? 
(e) 计算 每 个 设计 相对 于 (d) 中 得 到 的 最 佳 设 计 的 V 效率 . 
(f) 每 个 设计 的 G 效率 是 什么 ? 
假定 工程 师 希 望 拟 合 的 模型 是 二 次 模型 ， 重 做 思考 题 11.26. 显然 , 现在 只 能 考虑 设计 2, 设计 3 和 
设计 4. 
一 实验 者 希望 进行 有 3 个 分 量 的 混 料 实验 . 对 分 量 所 占 比例 的 约 东 如 下 : 

0.2 <r 0.4, 0l1zzr2z03, O4zzr3 £07 


(a) 用 D 准则 创建 一 个 有 = 14 个 试验 ,4 次 重复 的 用 于 拟 合 二 次 混 料 模型 的 实验 . 

(b) 画 出 实验 区 域 . 

(c) 用 D 准则 创建 一 个 拟 合 二 次 混 料 模型 的 实验 , 它 有 n = 12 个 试验 且 其 中 的 3 个 试验 是 重复 
(d) 评述 你 已 得 到 的 两 个 设计 . 

Myers and Montgomery (2002) 描述 了 一 个 售 3 种 成 分 的 汽油 混合 实验 . 对 混 料 比例 没有 限制 , 使 
用 有 如 下 10 个 试验 点 的 设计 . 


设计 点 m zo — x3 ë y, 英里 /加 仓 设计 点 zl ra za y, 英里 /加 仓 
1 1 0 0 24.5, 25.1 6 0 3$ 4 23.5 
2 0 1 0 24.8, 23.9 7 io 1 d 24.8, 24.1 
3 0 0 1 22.7, 23.6 8 2; i1 L 24.2 
4 1 1 0 25.1 9 P 4 l 23.9 
5 3 0 d 24.3 | 10 ;$ 4 £ 23.7 


(a) 实验 者 用 的 是 哪 一 类 设计 ? 
(b) 对 上 表 数 据 拟 合 一 个 二 次 混 料 模型 ,这 个 模型 合适 吗 ? 
(c) 甬 出 响应 曲面 的 等 高 线 图 . 为 了 最 大 化 每 加 仑 英里 数 , 你 推荐 用 哪 种 混 料 配方 ? 
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12.1 8| E 


稳健 参数 设计 (Robust Parameter Design, RPD) 是 一 种 产品 实现 活动 的 方法 , 它 在 过 程 
或 产品 中 强调 选择 可 控 因子 (或 参数 ) 的 水 平 以 完成 如 下 两 个 目标 : (1) 保证 输出 的 响应 均值 是 
所 期 望 的 水 平 或 目标 , (2) 保证 围绕 目标 值 的 变异 性 尽 可 能 小 . 当 对 一 个 过 程 进行 RPD 研究 时 . 
通常 称 为 过 程 稳健 性 研究 . 20 世纪 80 年 代 由 日 本 工程 师 田口 玄 一 发 展 的 -一般 RPD 问题 引入 
到 了 美国 (参阅 Taguchi and Wu, 1980, 及 Taguchi, 1987). 田口 提出 了 一 种 方法 他 用 设计 过 
的 实验 和 某 些 分 析 实 验 结果 数据 的 新 方法 来 解决 RPD 问题 . 其 基本 原理 和 技术 方法 在 工程 师 
和 统计 学 家 中 引起 了 广泛 关注 , 在 20 世纪 80 年 代 , 他 的 那 套 方法 被 用 于 许多 大 企业 , 其 中 包括 
AT&T 贝尔 实验 室 、 福 特 汽 车 公司 和 施乐 . 这 些 技 术 在 统计 和 工程 领域 引发 了 广泛 的 争论 . 引 
起 争议 的 并 不 是 基本 的 RPD 问题 (虽然 它 本 身 其 实 是 极为 重要 的 问题 ), 而 是 田口 所 倡导 的 实 
验 过 程 和 数据 分 析 方法 . 大 量 的 分 析 表 明 , 田口 的 技术 方法 通常 效率 很 低 ， 在 许多 情况 下 甚至 无 
效 . 因此 , 随后 出 现 了 解决 RPD 问题 的 新 方法 的 大 量 研究 与 发 展 . 从 这 些 成 果 中 可 以 看 到 , 响 
应 曲面 方法 (RSM) 显示 出 它 作 为 解决 RPD 问题 的 一 种 方法 , 允许 我 们 使 用 田 口 的 稳健 设计 的 
概念 , 但 RSM 提供 了 更 好 的 和 更 有 效 的 方法 进行 设计 和 分 析 . 

本 章 考虑 解决 RPD 问题 的 RSM 方法 . 有关 原来 田口 的 方法 的 更 多 信息 , 包括 指出 这 个 
方法 的 缺陷 和 低 效率 性 的 讨论 , 在 本 章 的 补充 材料 中 介绍 . 其 他 有 用 的 参考 资料 有 Box (1988), 
Box, Bisgaard, and Fung (1988), Hunter (1985,1989), Montgomery (1999), Myers and Mont- 
gomery (2002), Pignatiello and Ramberg(1992), 以 及 Nair 等 人 汇编 的 专题 小 组 的 讨论 (1992). 

在 稳健 设计 问题 中 , 重点 通常 是 下 面 的 一 个 或 几 个 问题 . 

(1) 或 计 系 统 : 一 旦 系统 投入 实际 使 用 , 设计 系统 使 得 它 对 影响 系统 性 能 的 环境 因子 不 敏感 
例如 , 开发 一 种 可 以 在 各 种 气候 条 件 下 保持 较 长 寿命 的 外 墙 涂 料 , 因为 气候 条 件 并 不 是 完全 可 以 
预测 的 , 当然 不 是 常量 , 产品 配方 设计 师 希 望 涂料 对 影响 涂料 磨损 和 光洁 度 的 温度 、 湿 度 以 及 降 
水 量 因 子 在 大 范围 内 的 变化 是 稳健 的 . 

(2) 设计 产品 : 使 产品 对 系统 组 件 所 传递 的 变异 性 不 敏感 . 例如 , 设计 一 种 电子 放大 器 , 它 不 
受 组 成 系统 的 晶体 管 、 电阻 、 电源 有 关 参 数 变异 性 的 影响 ， 输出 电压 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 . 

(3) RVERERE: 即使 有 些 过 程 变量 (如 温度 ) 或 原材料 性 能 不 易 被 精确 控制 , 所 制造 的 产品 
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仍 将 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 规格 . 

(4) 确定 过 程 运行 条 件 : 使 得 关键 的 过 程 特征 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 并 在 目标 值 附近 的 
变异 最 小 .这 类 问题 的 实例 很 多 . 例如 , 在 半导体 工厂 , 我 们 希望 晶片 上 氧化 物 的 厚度 尽 可 能 接 
近 所 希望 的 目标 平均 厚度 , 且 整 个 晶片 上 厚度 的 变化 程度 (均匀 性 的 一 种 度量 ) 尽 可 能 小 

RPD 问题 并 不 是 一 个 新 问题 . 数 10 年 来 , 产品 和 过 程 的 设计 者 /开发 者 一 直 都 在 关心 稳健 
性 问题 , 并 且 远 在 田口 的 成 就 之 前 , 就 已 经 在 致力 于 解决 这 个 问题 . 用 于 实现 稳健 性 的 典型 方法 
之 一 是 用 更 坚固 的 零 部 件 , 或 有 更 小 容 差 的 零 部 件 , 或 用 不 同 的 材料 , 重新 设计 产品 . 然而 , 这 会 
导致 过 度 设计 (overdesign) 问题 , 从 而 使 得 产品 价格 更 高 , 更 难 制造 , 或 重量 难以 承受 . 有 时 , 可 
以 利用 不 同 的 设计 方法 , 或 采用 新 技术 . 例如 , 过 去 许多 年 里 , 汽车 速度 计 由 金属 绩 线 传导 , ME 
中 的 润滑 剂 性 能 随 着 时 间 逐 渐 退 化 , 这 可 能 导致 在 寒冷 气候 条 件 下 运行 有 噪声 或 车 速 测量 不 稳 
定 . 有 时 缆 线 会 破裂 , 产生 昂贵 的 修理 费用 . 这 是 一 个 由 产品 老化 引起 的 稳健 性 问题 的 例子 . 而 
现代 的 汽车 用 电子 速度 计 , 不 会 出 现 上 述 问题 . 在 一 个 过 程 环境 中 , 老 的 设备 可 以 用 能 改进 过 程 
稳健 性 的 新 工具 取代 , 但 通常 成 本 很 大 . 另 一 个 可 能 性 是 对 影响 稳健 性 的 变量 施行 更 严格 的 控制 , 
例如 , 如 果 环 境 条 件 的 波动 引发 稳健 性 问题 , 那么 这 些 条 件 或 许 必须 被 更 严格 地 控制 . 半导体 厂 
中 利用 除尘 室 就 是 为 了 控制 环境 条 件 . 有 些 情况 下 , 会 对 影响 稳健 性 的 原材料 的 性 能 或 过 程 变量 
进行 更 严格 的 控制 . 尽管 这 些 经 典 的 方法 仍然 有 用 , 但 田口 的 主要 贡献 是 认识 到 实验 的 设计 和 其 
他 统计 工具 在 许多 情况 下 可 以 用 于 解决 这 个 问题 

田口 方法 的 一 个 重要 观点 是 , 某 类 变量 能 影响 系统 重要 响应 变量 的 变异 . 我 们 称 这 类 变量 是 
内 声 变量 或 不 可 控 变 量 . 前 面 已 讨论 过 这 个 概念 (比如 , 见 图 1.1). 这 些 噪声 因子 通常 是 诸如 温 
度 或 相对 湿度 之 类 环境 条 件 的 函数 , 也 可 能 是 原材料 各 批 次 间或 持续 的 过 程 中 性 能 的 变化 , 还 可 
能 是 难以 控制 或 保持 在 指定 目标 值 的 过 程 变 量 ， 有 时 , 它们 可 能 涉及 用 户 操作 或 使 用 产品 的 方 
X. 噪声 变量 通常 在 研究 或 开发 阶段 是 可 控 的 , 但 在 生产 或 使 用 阶段 是 不 可 控 的 RPD 问题 的 
主要 工作 就 是 识别 出 影响 过 程 或 产品 性 能 的 可 控 变量 和 噪声 变量 , 并 找到 可 控 变量 的 设置 , 来 最 
小 化 由 噪声 变量 引起 的 变异 . 

为 了 说 明 可 控 变 量 和 噪声 变量 , 考虑 一 名 正在 设计 蛋糕 粉 配方 的 产品 开发 人 员 ， 开 发 人 员 必 
须 详细 指定 蛋糕 粉 的 成 分 及 混合 物 , 包括 面粉 、 糖 、 奶粉 、 氧化 油 、 玉 米 淀 粉 以 及 香料 的 用 量 . 在 
生产 蛋糕 粉 时 , 容易 控制 这 些 变量 . 当 用 户 烘焙 蛋糕 时 , 需要 加 水 , 并 将 湿 的 和 干 的 成 分 配料 混 
合成 蛋糕 面糊 , 在 烤箱 中 以 指定 的 温度 和 时 间 烘 焙 . 但 产品 的 配方 师 并 不 能 精确 控制 用 户 究竟 向 
干 蛋糕 粉 中 加 多 少 水 , 湿 的 和 于 的 成 分 混合 得 有 多 好 , 精确 的 烘焙 时 间 与 精确 的 烤箱 温度 . 一 般 
可 以 指定 这 些 变 量 的 目标 值 , 但 它们 的 确 是 噪声 变量 , 因为 不 同 的 用 户 使 用 这 些 因子 的 水 平 存在 
差异 (或 许 是 很 大 的 差异 ). 因此 , 产品 配方 师 遇 到 了 一 个 稳健 设计 问题 . 目标 是 设计 出 好 的 蛋糕 
粉 配方 , 不 管 最 后 做 蛋糕 时 噪声 变量 如 何 变化 , 做 出 的 蛋糕 都 很 好 , 可 以 满足 或 超过 用 户 的 期 望 
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对 于 RPD 问题 , 原来 的 田口 方法 以 可 控 变 量 的 统计 设计 和 噪声 变量 的 统计 设计 为 中 心 进 
fr. 这 两 个 设计 被 “ 直 积 ", 即 , 将 可 控 变 量 设计 中 的 每 一 个 处 理 组 合 与 噪声 变量 设计 的 每 个 处 理 
组 人 台 结 合 在 一 起 进行 试验 . 这 类 实验 设计 就 称 为 直 积 表 设 计 (crossed array design). 
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我 们 用 思考 题 8.7 中 的 赞 片 实验 来 说 明 直 积 表 设 计 方 法 , 在 这 个 实验 中 , 研究 5 个 因子 对 
汽车 上 使 用 的 项 片 自由 高 度 的 效应 . 实验 中 的 5 个 因子 是 : A = 炉 温 , B = 加 热 时 间 , C = 传递 
时 间 , D = 保持 时 间 , E = SEXO. 这 原本 就 是 一 个 RPD 问题 , 溢 火 油 温 是 噪声 变量 . 此 实 
验 的 数据 见 表 12.1. 可 控 因 子 的 设计 是 生成 元 为 D = ABC 的 217 分 式 析 因 设 计 . 称 此 设计 
为 内 表 (inner array) 设计 . 单个 噪声 因子 的 设计 用 21 设计 , 称 为 外 表 (outer array) 设计 . 注意 
外 表 的 每 个 试验 是 如 何 完 成 内 表 中 所 有 的 8 个 处 理 组 合 的 试验 , 产生 直 积 表 结 构 的 . RELY 
"P. 在 16 个 不 同 的 设计 点 的 每 个 点 上 进行 3 次 重复 试验 , 实验 结果 是 自由 高 度 的 48 个 观测 值 


表 12.1 HSE 

A B d D = 一 E=+4 y s? 

5 m - 一 T.T8, T.T8, 7.81 7.50, 7.95. 7.12 7.54 0.090 
+ - 一 8.15, 8.18, 7.88 7.88, 7.88, 7.44 7.90 0.071 
- 4 - 十 7.50, 7.56, 7.50 7.50, 7.56, T.50 7.52 0.001 
十 十 - 7.59, 7.56, 7.75 7.63, 7.75, T.56 7.64 0.008 
— 一 nm 7.54, 8.00, 7.88 7.32, 7.44, T.44 7.60 0.074 
+ - 十 7.69, 8.09, 8.06 7.56, 7.69, 7.62 7.79 0.053 
= 十 十 T.56, 7.52, 7.44 T.18, 7.18, 7.25 17.36 0.030 
十 十 十 十 7.56, 7.81, 7.69 7.81, 7.50, 7.59 7.66 0.017 


直 积 表 设 计 的 一 个 重点 是 , 它 提供 了 可 控 因子 与 噪声 因子 之 间 交 互 作用 的 信息 . 这 些 交互 作 
用 对 解决 RPD 问题 是 极为 重要 的 . 例如 , 考虑 图 12.1 中 二 因子 交互 作用 的 图 形 , 其 中 x 是 可 
RAF, > 是 噪声 因子 . 图 12.1a F, z 与 z 之 间 没 有 交互 作用 , 因此 , 不 存在 影响 噪声 因子 z 的 
变 开 性 传递 给 响应 变异 性 的 可 控 变 量 的 设置 . 然而 , 在 图 12.1b 中 , r 与 z 之 间 有 强烈 的 交互 
TERI. 当 > 处 于 低 水 平时 , 响应 变量 的 变异 性 比 因 x 处 于 高 水 平时 低 得 多 . 于 是 , 除非 有 至 少 一 
个 可 控 因 子 与 噪声 因子 有 交互 作用 , 否则 不 存在 稳健 设计 问题 . 随后 我 们 会 看 到 , 将 重点 放 在 识 
别 这 些 交 互 作用 并 建立 相应 模型 是 解决 RPD 问题 高 效 实用 方法 的 关键 之 一 


Hz 转移 的 y 
y 的 变异 


(a) BU s RE MR ERE AER (b) apps nita 日 作用 显著 
图 12.1 在 稳健 设计 中 的 可 控 x 噪声 交互 作用 
表 12.2 给 出 了 RPD 问题 的 又 一 个 例子 , 这 个 例子 来 自 Byrne and Taguchi (1987)， 该 
问题 涉及 一 种 弹性 塑料 连接 器 的 开发 ， 该 连接 器 与 尼龙 管 装配 在 一 起 , 要 求 它 能 提供 所 需 的 拉 开 
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H. 有 4 个 三 水 平 的 可 控 因 子 (A = 障碍 物 , B = 连接 器 壁 厚 , C = RARE, D = 粘 合剂 量 )， 
3 个 二 水 平 的 噪声 或 不 可 控 因 子 (E = 规定 时 间 , P = 规定 温度 , G = 规定 相对 湿度 ). Æ 12.2 
的 面板 (a) 中 包含 了 可 控 因 子 的 内 表 设 计 . 这 个 设计 是 三 水 平分 式 析 因 设 计 , 3”“ 设计 . 表 12.2 
的 面板 (b) 中 包含 了 噪声 因子 的 2? 外 表 设 计 . 像 前 面 一 样 , 现在 , 内 表 中 每 一 个 试验 点 要 进行 
外 表 的 所 有 处 理 组 合 的 试验 , 产生 表 中 所 示 的 、 有 72 个 拉 开 力 观 测 的 直 积 表 设 计 ， 

考察 表 12.2 中 的 直 积 表 设 计 , 可 以 看 到 田口 设计 策略 中 的 主要 问题 , BD. 直 积 表 方 法 会 导致 
非常 大 的 实验 . 在 我 们 的 例子 中 , 只 有 了 个 因子 , 而 这 个 设计 有 72 个 试验 点 . 此 外 , 内 表 设 计 是 
分 辨 度 为 II 的 3 设计 ( 见 第 9 章 对 此 设计 的 讨论 ), 所 以 , 尽管 已 做 了 那么 多 个 试验 , 仍然 
得 不 到 可 控 因 子 之 间 的 交互 作用 的 任何 信息 . 实际 上 , 即使 是 有 关 主 效应 的 信息 , 也 可 能 受到 破 
坏 , 因为 主 效 应 与 二 因子 交互 作用 严重 混杂 . 12.4 节 将 介绍 组 合 表 设计 , 一 般 而 言 , 它 比 直 积 表 
设计 有 效 得 名， 

表 12.2 连接 器 拉 开 力 实验 的 设计 


(b) “外表 

E - 一 十 十 十 十 

F 一 十 - 十 十 

G | 十 - 十 

(a) AX 
试验 A B C D 

jr s. x] J USE 15.6 95  À 169 19.9 19.6 196 200 191 
2 1 0 0 0 15.0 16.2 19.4 192 19.7 198 242 219 
3 -1 d 25 EI 16.3 16.7 19.1 15.6 226 182 233 204 
4 D. -1 0 +l 18.3 74 189 18.6 210 189 232 %47 
5 0 0 35 = 19.7 1&6 194 251 256 214 27.5 253 
6 0 +l -] 0 16.2 163 200 19.8 147 196 225 24.7 
T oj 1 十 1 0 16.4 19.1 184 23.6 168 186 0243 21.6 
8 +l 0 -1 +l 14.2 156 151 16.8 17.8 19.6 232 24.2 
9 l dl 0 -1 161 19.9 193 17.3 231 227 226 2886 
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田口 提出 了 直 积 表 实 验 中 汇总 数据 的 两 个 统计 量 : 内 表 每 试验 点 所 对 应 的 外 表 所 有 试验 数 
据 的 平均 值 , 以 及 称 之 为 信 降 FE (signal-to-noise ratio) 的 试图 组 合 均值 与 方差 信息 的 一 个 综合 
性 统计 量 . 定义 这 些 信 品 比 据 称 是 为 了 使 信 噪 比 的 最 大 值 最 小 化 由 噪声 变量 所 传递 的 变异 . 然后 
进行 分 析 以 确定 可 控 因 子 的 哪些 设置 可 以 使 得 : (1) 均值 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 ，(2) fe 
比 取 得 最 大 值 . 信 品 比 是 一 个 有 问题 的 统计 量 ; 它们 可 能 导致 位 置 效应 和 散 度 效应 的 混淆 , 通常 
也 不 能 由 此 找到 解决 最 小 化 传递 变异 的 RPD 问题 的 期 望 方案 . 这 个 问题 将 在 本 章 的 补充 材料 
中 详细 讨论 . 

对 和 直 积 表 设 计 更 合适 的 分 析 是 直接 对 响应 的 均值 与 方差 建立 模型 , 其 中 , 内 表 上 每 一 观测 的 
样本 均值 和 样本 方差 由 外 表 中 所 有 试验 的 结果 计算 得 到 . 根据 直 积 表 的 结构 , 样本 均值 y, 与 样 
本 方差 s; 是 在 噪声 变量 取 相 同 水 平时 计算 得 到 的 , 所 以 这 些 量 之 间 的 任何 差异 都 是 由 可 控 恋 量 
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水 平 之 间 的 兰 异 造成 的 . 因此 , 选择 优化 均值 同时 最 小 化 方差 的 可 控 变 量 的 水 平 是 一 种 有 用 的 方 


ik. 
为 了 说 明 这 种 方法 , 考虑 表 12.1 PHARE. 表 中 最 后 两 列 对 内 表 的 每 一 试验 列 出 了 样 


本 均值 y, 与 样本 方差 sf. 图 12.2 是 平均 自由 高 度 响应 效应 的 半 正 态 概率 图 . 显然 , 因子 4 B, 
D S EDT. 由 于 这 些 因子 与 三 因子 交互 作用 混杂 , 有 理由 得 到 这 些 效应 是 确实 存在 的 结论 . 
平均 目 由 高 度 响应 的 模型 是 

V, = 7.63 + 0.1221 — 0.081z2 + 0.0444 
其 中 , c 表示 原 设 计 因 子 A, B, D. 因为 样本 方差 不 服从 正 态 分 布 (服从 尺度 化 卡 方 分 布 ), 所 
以 通常 最 好 是 分 析 方 差 的 自然 对 数 . 图 12.3 是 In(s?) 响应 的 效应 的 半 正 态 概率 图 . 只 有 因子 B 
是 显著 的 . jn(s;) 响应 的 模型 是 

In(s?) = —3.74 — 1.09z2 

图 12.4 是 因子 A 与 因子 B 在 因子 D = 0 时 平均 自由 高 度 的 等 高 线 图 , 图 12.5 是 方差 响应 在 
原始 尺度 下 的 图 . 显然 , 自由 高 度 的 方差 随 着 加 热 时 间 (因子 B) 的 增加 而 减少 . 
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假定 实验 的 目的 是 找 出 这 样 一 组 运行 条 件 : 它们 导致 平均 自由 高 度 在 7 74 英寸 与 7.76 X 
吉之 间 , 且 可 以 最 小 化 变异 性 . 这 个 标准 的 多 重 响 应 优化 问题 可 以 用 第 11 章 所 描述 的 解决 这 类 
问题 的 任 一 方法 来 求解 . 图 12.6 是 两 个 响应 的 重合 等 高 线 图 , 其 中 因子 D = 保持 时 间 在 高 水 
于 上 保持 不 变 . 还 可 以 选择 因子 4 = 温度 在 高 水 平 , 因子 B= 加 热 时 间 在 0.5 (规范 单位 ), 从 
而 把 平均 自由 高 度 控制 在 所 希望 的 界限 内 , 而 方差 近似 为 0.013 8. 

使 用 直 积 表 设 计 对 均值 和 方差 进行 建 模 的 一 个 缺点 是 ， 它 不 能 直接 利用 可 挖 变量 与 噪声 变 
量 之 间 的 交互 作用 ， 在 某 些 情况 下 , 它 甚 至 可 能 掩饰 这 些 关系 . 此 外 ,方差 响应 很 可 能 与 可 控 
变量 有 非 线 性 关系 (例如 , 参见 图 12.5), 这 可 能 使 建 模 过 程 变 得 复杂 ，12.4 节 将 介绍 克服 这 些 
问题 的 另 一 种 设计 策略 和 建 模 方法 . 
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12.4 组 合 表 设计 及 了 响应 模型 法 


如 12.3 节 所 指出 的 , 可 控 因子 与 噪声 因子 之 间 的 交互 作用 是 稳健 设计 问题 的 关键 因此 , 对 

于 啊 应 使 用 包括 可 控 因 子 和 噪声 因子 及 其 交互 作用 的 模型 是 合理 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 设 有 两 个 

可 控 因 子 zı 和 za 与 一 个 噪声 因子 n. 假定 可 控 因子 和 噪声 因子 都 按 通常 的 规范 变量 ( 即 中 心 
EF, ETRE xa) 的 形式 表达 , 车 希望 使 用 包含 可 控 变 量 的 一 阶 模型 , 则 合理 的 模型 是 

y = Po + izi + faxa + fhazizo + yz1 + tizi + nrz +e (12.1) 


这 个 模型 包括 了 可 控 因 子 的 主 效应 及 其 交互 作用 、 噪 声 变量 的 主 效 应 、 可 控 变 量 与 噪声 变量 的 
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两 个 交互 作用 . 这 类 同时 包含 可 控 变 量 和 噪声 变量 的 模型 通常 称 为 响应 模型 . 除非 回归 系数 óa 
和 621 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 否则 它 就 不 是 稳健 设计 问题 . 

啊 应 模型 方法 的 重要 优势 是 , 可 控 因子 和 噪声 因子 可 以 同时 放 在 一 个 实验 设计 中 ， 也 就 是 说 ， 
可 以 避免 使 用 田口 方法 的 内 表 和 外 表 结 构 . 通常 称 同时 包含 可 控 因 子 和 噪声 因子 的 设计 为 合 
Sit iT (combined array design). 

与 表面 提 到 的 相同 , 尽管 噪声 变量 对 实验 目的 是 可 控 的 , 但 我 们 仍 假定 它们 是 随机 变量 . 我 
们 特地 假定 噪声 变量 以 规范 变量 形式 表示 , 期 望 为 零 , 方差 为 o? 如 果 噪 声 变量 不 止 一 个 , DU BI 
定 它们 之 间 的 协 方差 为 零 . 在 这 些 假定 下 , 对 (12.1) ÈR y 的 期 望 就 易 得 到 响应 均值 模型 . 于 
是 有 

Es(y) = Bo + Bizi + Bar2 + P21x2 (12.2) 

其 中 的 期 望 算 子 的 下 标 z 表示 是 对 (12.1) 式 中 的 两 个 随机 变量 > Ae 两 者 求 期望 . 为 了 求 模 
IBN. y 的 方差 , 我 们 用 误差 传递 法 . 首先, 将 12.1 式 中 的 啊 应 模型 在 2, = 0 处 以 一 阶 素 勒 
级 数 方法 展开 . 得 


ry dy 
V0 0n 0)+R+i+e 
= fo + Bizi Baza + Miorita 十 (yi + ir + óniz2)zi + R - € 


其 中 , R 是 泰勒 级 数 的 余 项 . 通常 情况 下 将 忽略 此 余 项 . 现在 ， y 的 方差 可 以 通过 对 最 后 一 个 表 
ER (不 会 R) 取 方 差 获 得 . 所 得 的 方差 模型 是 


Valy) = oz(m + ôns 十 gotza)2 +0? (12.3) 


在 方差 算 子 上 又 用 了 下 标 z, 表示 z1 Re 二 者 都 是 随机 变量 . 

(12.2) AA (12.3) 式 是 响应 变量 的 均值 和 方差 的 简单 模型 注意 以 下 几 点 . 

(1) 均值 模型 和 方差 模型 只 包含 可 控 变量 . 这 意味 着 可 以 通过 设置 可 控 变 量 以 使 均值 达到 目 
标 值 , 并 最 小 化 由 噪声 变量 传递 的 变异 性 . 

(2) 尽管 方差 模型 只 包含 可 控 变 量 ， 但 它 也 包含 可 控 变 量 与 噪声 变量 交互 作用 的 回归 系 雪 
它 表 明 噪 声 变量 是 如 何 影响 响应 的 . 

(3) 方差 模型 是 可 控 变 量 的 二 次 函数 . 

(4) 方差 模 型 ( 除 o? 外 ) 恰好 是 所 拟 合 响应 模型 在 噪声 变量 方向 上 斜率 的 平方 
为 了 使 用 这 些 模型 , 我 们 要 

(1) 进行 一 项 实验 , 并 拟 合 一 个 适当 的 响应 模型 , 如 (12.1) Ñ. 

(2) 用 啊 应 模型 中 系数 的 最 小 二 乘 估计 取代 均值 模型 和 方差 模型 中 的 未 知 回归 系数 , 用 拟 合 
响应 模型 中 的 残 差 均 方 取代 方差 模型 中 的 o? 

(3) 用 11.3.4 节 中 讨论 的 标准 多 重 响 应 优化 方法 优化 均值 模型 和 方 FRN, 

可 以 很 容易 地 把 这 些 结果 一 般 化 . 假设 有 大 个 可 控 变 量 , r 个 噪声 变量 . 包含 这 些 变量 的 一 
般 模 型 可 以 写成 

y(x, z) = f(z) + h(r,z)--& (12.4) 

其 中 f(x) 是 模型 仅 包含 可 控 变 量 的 部 分 ， h(c,z) 包括 了 噪声 因子 的 主 效应 和 可 控 因子 与 噪声 
因子 的 交互 作用 的 项 . h(x, z) 的 典型 结构 是 
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h(z,z) = Y yn 3 D ÖijTiZj 
i=l i 二 ] j=1 
f(x) 的 结构 取决 于 实验 者 认为 适当 的 可 控 变 量 的 模型 类 型 . 合理 的 选择 是 带 有 交互 作用 的 一 阶 
模型 和 二 阶 模型 . 如 果 假 定 噪声 变量 的 均值 为 零 , 方差 为 wz, 协 方差 为 零 , 且 噪声 变量 与 随机 误 
at e By xe E, 则 响应 的 均值 模型 是 


E.[y(z, z)] = f (v) (12.5) 
响应 的 方差 模型 是 | l 
wua es $^ [mH ol +o? (12.6) 
i=] 1 
Myers and Montgomery (2002) 直接 对 响应 模型 应 用 条 件 方差 算 子 , 给 出 了 比 (12.6) 式 更 一 般 
化 的 形式 . 


例 12.1 为 了 说 明 前 面 介绍 的 方法 , 重新 考虑 例 6.2, 它 在 24 析 因 设计 中 研究 4 个 因子 对 化学 产品 洪 
透 率 的 效应 , 假定 因子 A( 温 度 ), 在 大 规模 生产 时 可 能 是 难以 控制 的 , 但 在 实验 期 间 (在 小 试验 工厂 进行 ) 是 
可 控 的 . 其 他 3 个 因子 [压强 (B). 浓度 (C) 和 搅拌 速度 (D), 是 容易 控制 的 , 于是, 噪声 因子 zi 是 温度 ， 
可 控 变 量 zl, ra, 73 分 别 是 压强 .、 浓度 和 搅拌 速度 . 因为 可 控 因 子 和 嗓 声 因子 都 在 同一 个 设计 中 , 用 于 这 个 
实验 的 24 析 因 设计 是 组 合 表 设计 的 一 个 例子 . 

由 例 6.2 中 的 结果 知 , 响应 模型 是 


21.625 9.875 14.625 
ile, zı) = 70.06 + (25722) ax (2 22+ (° ) a 


2 
( 18. =F) ( T) 
-- 5 T21 十 2 T3221 


— 10.06 + 10.8121 + 4.942 + 7.31z3 — 9.062221 + 8.312321 
由 (12.5) 式 和 (12.6) 3X, 可 求 得 均值 模型 和 方差 模型 分 别 为 


Ez[y(a, 21 )] = 70.06 + 4.94rs5 + 7.3173 


和 
Vz[y(a, z1)] = 02(10.81 — 9.062 十 8.3l1r312 + c? 
= c2 (116.91--82.08r2 4- 69.0612 — 195.8812 -- 179.6623 —150.58r273) +0? 


现在 假定 噪声 变量 温度 的 低 水 平和 高 水 平 运 行 在 它 的 典型 值 或 平均 值 两 边 一 个 标准 差 , 则 o2 = 1,62 = 
19.51 (这 是 拟 合 啊 应 模型 所 得 的 残 差 均 方 和 ). 因此 , 方差 模型 变 成 


Vzly(%, z1)] = 136.42 — 195.8812 + 179.66zs — 150.5823 + 82.0872 + 69.06z2 


图 12.7 是 由 Design-Expert 软件 包 给 出 的 均值 模型 的 响应 等 高 线 图 ， 为 了 构造 这 张 图 , 我 们 将 噪声 因子 
(温度 ) 保持 在 零 , 不 显著 的 可 控 因 子 {压强 ) 也 保持 在 零 . 注意 随 着 浓度 和 找 拌 速度 的 增加 , 平均 渗透 率 是 增 
加 的 ，Design-Expert 也 将 自动 构造 方差 平方 根 的 等 高 线 图 ， 记 为 误差 传播 (propagation of error, POE). 
SETA, 作为 可 控 变 量 函 数 的 POE 恰好 是 响应 中 传递 变异 性 的 标准 差 . 图 12.8 显示 了 由 Design-Expert 得 
到 的 POE 的 等 高 线 图 和 三 维 响 应 曲面 图 ，( 在 这 张 图 中 , 像 前 面 一 样 , 噪声 变量 保持 为 常数 零 . 

假设 实验 者 想 将 平均 渗透 率 保 持 在 75 左右 , 并 最 小 化 围绕 该 值 的 变异 性 . 图 12.9 显示 了 作为 显著 的 
可 控 变 量 (浓度 和 搅拌 速度 ) 函数 的 平均 淤 透 率 与 POE 的 重合 等 高 线 图 ， 为 了 达到 理想 的 目标 ,必须 将 浓 
度 保持 在 高 水 平 , 搅拌 速度 保持 在 中 等 水 平 . 
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图 12.8 例 12.1 中 zi = 温度 二 0 时 误差 传播 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 


从 例 12.1 中 可 以 看 到 , 渗透 率 响应 的 标准 差 仍然 很 大 这 说 明 有 时 候 过 程 的 稳健 性 研究 并 
不 能 产生 一 个 完全 令 人 满意 的 结果 . 有 必要 用 其 他 方法 来 实现 更 好 的 过 程 性 能 , 如 可 以 在 大 规模 


生产 中 更 精确 地 控制 温度 . 

例 12.1 给 出 了 用 含 交 互 作用 的 一 阶 模型 f(x) 作为 可 控 因 子 的 模型 下 面 给 出 一 个 含有 二 
阶 模型 的 例子 , 它 来 自 Montgomery (1999). 

例 12.2 半导体 工厂 进行 一 项 包括 2 个 可 控 变 量 和 3 个 噪声 变量 的 实验 . 实验 者 使 用 的 组 合 表 设计 
如 表 12.3 AR. 这 个 设计 有 23 次 试验 , 是 以 5 个 因子 的 标准 CCD 设计 (立方 部 分 是 2571 分 式 设计 } 为 
基础 , 删 去 了 与 3 个 噪声 因子 有 关 的 轴 向 试验 点 的 中 心 复合 设计 的 变形 .这 个 设计 支持 的 响应 模型 中 包括 
J 可 控 变 量 的 二 阶 模型 的 项 , 3 个 噪声 变量 的 主 效应 以 及 可 控 因 子 和 噪声 因子 之 间 的 交互 作用 . 

拟 合 所 得 的 响应 模型 是 

j(z, z) = 30.37 — 2.92z, — 4.1323 + 2.6021 + 2.182 + 2.872125 + 2.7324 — 2.3325 
2.3323 — 0.27212; --0.89x122 - 2.5821 23 t*2.012221 — 1.432222 4- 1.561223 
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图 12.9 例 12.1 中 z= 温度 =0 时 渗透 率 的 均值 与 POE 的 重合 等 高 线 图 


X 12.3 例 12.2 中 含 2 个 可 控 变 量 和 3 个 队 声 变量 的 组 合 表 实 验 
试验 号 Tı T2 zi z2 z3 y 


1 —1.00 — 1.00 一 1.00 — 1.00 1.00 44.2 
2 1.00 —1.00 — 1.00 —1.00 — 1.00 30.0 
à — 1.00 1.00 —1.00 一 1.00 —1.00 30.0 
4 1.00 1.00 — 1.00 — 1.00 1.00 35.4 
9 — 1.00 — 1.00 1.00 — 1.00 —1.00 49.8 
6 1.00 —1.00 1.00 —1.00 1.00 36.3 
T —1.00 1.00 1.00 —1.00 1.00 41.3 
8 1.00 1.00 1.00 —1.00 — 1.00 31.4 
9 —1.00 一 1.00 一 1.00 1.00 — 1.00 43.5 
10 1.00 — 1.00 —1.00 1.00 1.00 36.1 
11 — 1.00 1.00 —1.00 1.00 1.00 22.7 
12 1.00 1.00 一 1.00 1.00 一 1.00 16.0 
13 一 1.00 一 1.00 1.00 1.00 1.00 43.2 
14 1.00 —1.00 1.00 1.00 —1.00 30.3 
15 — 1.00 1.00 1.00 1.00 一 1.00 30.1 
16 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 39.2 
17 —2.00 0.00 0.00 0.00 0.00 46.1 
18 4.00 0.00 0.00 0.00 0.00 36.1 
19 0.00 —2.00 0.00 0.00 0.00 4AT.À 
20 0.00 2.00 0.00 0.00 0.00 31.5 
21 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 30.8 
22 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3D. 7 
23 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 31.0 


均值 模型 和 方差 模型 分 别 为 
也 =[y(m, z)] = 30.37 — 2.922, — 4.132 十 2.60z? + 2.1812 + 2.872122 


和 
Vz[y(æ, z)] = 19.26 + 6.40, 十 24.9122 + 7.522? + 8.522 + 4.421122 
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在 此 , 我 们 将 报 合 到 的 啊 应 模型 的 参数 估计 代入 均值 模型 与 方差 模型 ， 并 且 与 前 面 的 例子 相同 , 假定 o2 = 1. 
(由 Design-Expert 得 到 的 ) 图 12.10 与 图 12.11 分 别 给 出 了 这 些 模型 的 过 程 均值 与 POE (POE 是 方差 
响应 曲面 的 平方 根 ) 的 等 高 线 图 . 

在 这 个 问题 中 , 较为 理想 的 情况 是 将 过 程 的 均值 保持 在 30 以 下 . 由 图 12.10 和 图 12.11 可 以 看 到 , 如 
琳 我 们 希望 过 程 方 差 较 小 ， 显然 必 须要 有 某 种 折衷 .因为 内 有 两 个 可 控 变 量 ,完成 这 个 折衷 的 合理 方法 应 该 
是 如 图 12.12 所 示 , SUBOSHÉR CRUZ; ENSAR. 这 张 图 显示 了 过 程 均 值 小 于 等 于 30, 过 程 标 准 差 小 于 等 
T 5 的 等 高 线 , 这 两 条 等 高 线 所 围 区 域 是 低 平均 值 响 应 和 低 过 程 方 差 的 典型 的 运行 区 域 . 


1.00 r-- — T 1.00 ; 


—ü, 50 


— 1.00 —ü.50 0.00 (0.50 1.00 -1.00 -0.50 Ü.0C 0.50 1.00 
Fi T 
图 12.10 4 12.2 中 均值 模型 的 等 高 线 图 图 12.11 例 12.2 中 POE 的 等 高 线 图 


-0.50 B 


L100  —0.50 0.00 人 50 1.00 


图 12.12 例 12.2 中 均值 与 POE f SER SS ELER, SEXESEII CR SER 
均值 与 方差 都 令 人 满意 时 的 过 程 操作 条 件 


12.5 ”设计 的 选择 


实验 设计 的 选择 是 RPD 问题 中 一 个 非常 重要 的 方面 . 一 般 而 言 ， 组 合 表 方 法 得 到 的 设计 比 
直 积 表 得 到 的 设计 小 . 而 且 , 响应 建 模 方法 允许 直接 加 入 可 控 因 子 与 噪声 因子 的 交互 作用 , 这 通 
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常 优 于 直接 的 均值 与 方差 建 模 . 因此 , 本 节 仅 评述 组 合 表 设计 . 

如 果 所 有 设计 因子 都 是 二 水 平 的 , 则 对 RPD 研究 来 说 , 分 辨 度 为 V 的 设计 是 一 个 很 好 的 
选择 , 因为 在 假定 所 有 三 因子 变 互 效应 和 更 高 阶 变 互 效 应 可 以 忽略 时 , 它 可 以 估计 所 有 主 效 应 和 
二 因子 交互 效应 . 在 有 些 情况 下 , 标准 的 2*-? 分 式 析 因 设 计 是 好 的 选择 . 例如 , 有 5 个 因子 , 设 
计 需 要 16 次 试验 . 然而 , 有 6 个 或 更 多 的 因子 时 , 标准 的 25 ? 分 式 析 因 设计 相当 大 . 如 第 8 X 
所 述 , Design-Expert 软件 包 包含 了 更 小 的 分 辨 度 为 V 的 二 水 平 设计 . 表 12.4 所 示 的 是 来 自 这 


表 12.4 有 7 个 因子 、30 次 试验 的 分 辨 度 为 V 的 设计 


A B C D E F 
" - - - - - S 
- + + + - 十 - 
4 - 十 - 十 - - 
- + | 十 - 4 
十 - 十 十 - - - 
十 十 十 十 十 
4 i i : E 
一 - t - - 十 
- 十 十 - 十 
十 - 十 - - 
- 4 十 十 - 十 
十 m 一 wm ee 
- - + + + 十 
十 十 - 十 - - - 
二 * 十 - - 十 
十 一 - - 十 
- - 十 十 - - - 
十 十 十 - - - - 
二 - - 十 十 
= — "IE — A — 十 
十 H - d 十 - 
- 十 - o + - + 
- + + + + + 
i = i = 十 十 "ES 
十 - - 十 - 十 十 
十 : - - 十 十 十 
十 十 十 - + 一 + 
+ - E 十 十 十 - 
+ - 一 + + + 十 
一 -~ + + + + IL 


个 软件 包 的 有 7 个 因子 的 设计 , 需要 30 次 试验 . 这 个 设计 可 容纳 7 个 因子 , 它们 可 以 是 可 控 变 
量 与 噪声 变量 的 在意 组 合 , 该 设计 可 以 估计 所 有 主 效应 和 二 因子 交互 效应 . 

有 时 可 以 用 只 有 很 少 试验 点 的 设计 . 例如 , 假设 有 3 TRTE (A, B, C) 和 4 个 噪声 变 
量 (D, E, F, G). 要 估计 可 控 变 量 的 主 效应 和 二 因子 交互 效应 (6 个 参数 )、 噪声 变量 的 主 效应 
(4 个 参数 ), 以 及 可 控 变量 与 噪声 变量 之 间 的 交互 效应 (12 个 参数 ). 包括 截 距 项 在 内 共 需 估计 
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23 个 参数 . 对 这 类 问题 , 用 DD 最 优 准 则 构造 的 设计 是 非常 好 的 设计 ， 

* 12.5 是 这 种 情况 的 含 23 次 试验 的 D 最 优 设 计 . 在 这 个 设计 中 , 包含 可 控 因 子 的 二 因子 
交互 作用 不 会 与 其 他 可 控 因子 的 二 因子 交互 作用 混杂 , 或 与 其 他 包含 可 控 因 子 与 噪声 因子 的 二 
因子 交互 作用 混杂 . 然而 这 些 主 效应 和 二 因子 交互 作用 与 噪声 因子 的 二 因子 交互 作用 混杂 , 所 
以 , 这 个 设计 的 有 效 性 取决 于 对 噪声 因子 的 二 因子 交互 作用 是 否 可 忽略 的 假定 . 

在 拟 合 可 控 变 量 的 完全 二 阶 模型 时 ， 中 心 复合 设计 (CCD) 是 选择 实验 设计 的 合理 依据 . 
CCD 可 以 像 例 12.2 那样 修改 为 只 有 可 控 变 量 方向 才 有 轴 向 点 , 例如 , 如 果 有 3 个 可 控 变 量 和 4 
个 噪声 变量 , 在 表 12.4 的 有 30 个 试验 点 的 设计 中 , 添加 关于 因子 A, B,C 的 6 个 轴 向 试验 点 ， 
以 及 4 个 中 心 点 , 所 得 的 设计 对 拟 合 响应 模型 而 言 是 非常 好 的 . 所 得 设计 有 40 个 试验 点 , 响应 
模型 有 26 个 参数 . 


R 12.5 3 个 可 控 变 量 和 4 个 噪声 变量 的 含 23 次 试验 的 D 最 优 设 计 


A B C D E F (s 
NN GENE e EEEEE CMM CC MEM MEC M Er EE 
+ - : 十 + + + 
- : 十 - 十 十 
二 十 - - - - + 
- + + - - - 十 
十 十 - - ~ 
十 十 十 
十 - =. E 
十 - 十 - - 十 
= = 十 z = =- 
- + + - * - 
E E 十 十 十 - 4 

— — 一 T = 

+ - 十 十 - - 

" 十 = 十 

十 二 - 十 - 

- 十 + + + -= 

- - - - - 十 

十 - + - + + 

+ - E 十 - - 

十 十 - + - + 

= + = = = + — 
十 十 - 


* 12.6 3 个 控制 变量 和 2 个 噪声 变量 的 拟 合 二 阶 响 应 模型 的 D 最 忧 设计 


[m 
Cy 
S 
J 
t [t 


+ + 
+ 十 - + 
+ - - 十 - 
0 十 - : 
4 十 4 - + 
- - + + 


(8) 
A B C D E 
= = 十 十 一 
十 十 - - - 
十 - - - 十 
十 0 - - 
- 4 - - 十 
- - 十 十 
十 0 十 
0 0 0 0 十 
- B 十 十 
- " i - a 


也 可 以 用 其 他 方法 构造 二 阶 情况 下 的 设计 . 例如 , 假设 有 3 个 可 控 因 子 和 2 个 噪声 因子 . 一 
个 修改 过 的 CCD 在 立方 体 中 有 16 次 试验 (257), 在 可 控 变 量 方向 有 6 个 轴 向 试验 点 , 以 及 
4 个 中 心 试验 点 ,这 产生 了 一 个 有 26 次 试验 的 设计 , 可 估计 有 18 个 参数 的 模型 . 另 一 种 方法 
是 用 立方 体 小 复合 设计 (11 次 试验 ), 并 加 上 在 可 控 变 量 方 向 上 的 6 个 轴 向 试验 点 和 4 个 中 心 
A. 这 个 俊 计 总 共 只 有 21 次 试验 . 也 可 以 用 D 最 优 方法 . 表 12.6 中 的 有 18 次 试验 的 设计 是 
用 Design-Expert 软件 构造 的 . 这 是 一 个 饱和 设计 . 一 般 来 说 , 设计 越 小 , 响应 模型 中 参数 就 越 
不 能 像 大 的 设计 那样 估计 得 更 好 , 预测 的 方差 也 越 大 . RPD 设计 和 过 程 稳健 性 研究 方面 更 多 的 
内 容 可 参阅 Myers and Montgomery (2002) 以 及 其 中 的 参考 文献 


12.1 


*12.2 


12.3 


12.4 


12.06 HB # 题 


再 考虑 表 12.1 中 的 簧 片 实 验 .， 设 实验 目标 是 找 出 一 组 运行 条 件 ， 使 得 簧 片 的 平均 自由 高 度 尽 可 能 
接近 7.6 英寸 , 同时 簧 片 自 由 高 度 的 方差 尽 可 能 小 ， 为 达到 上 述 目标 , 你 推荐 什么 运行 条 件 ? 

考虑 思考 题 6.18 中 的 瓶装 饮料 实验 ， 设 碳酸 百分比 (A) 是 噪声 变量 (02 = 1 规范 单位 ). 

(a) 对 这 些 数 据 氢 合 响应 模型 ， 有 稳健 设计 问题 吗 ? 

(b) 求 出 均值 模型 以 及 方差 模型 或 POE. 

(c) 找 出 可 以 使 灌注 偏差 尽 可 能 接近 零 并 最 小 化 传递 方差 的 一 组 运行 条 忻 . 

考虑 思考 题 11.12 中 的 实验 ， 设 温度 是 噪声 变量 (02 — 1 规范 单位 )， 对 两 个 响应 分 别 拟 合 响应 模 
型 .关于 这 两 个 响应 ， 有 稳健 设计 问题 吗 ? 找 出 一 组 运行 条 件 ， 使 转化 率 最 大 化 ， 活 性 在 55 至 60 
之 间 , 并 且 司 温度 传递 的 变异 性 最 小 化 . 

再 考虑 表 121 中 的 管 片 实验 . HAT A, B, CC 是 可 挖 变量 , 因子 DAE 是 噪声 因子 . 建立 一 个 
直 积 表 设 计 来 研究 这 个 问题 , 假定 所 有 可 挖 变量 的 二 因子 交互 作用 可 忽略 不 计 ， 你 获得 的 是 哪 一 种 
设计 ? 

续 思 考题 12.4. 再 考虑 表 12.1 中 的 得 片 实验 . 设 因 子 A, B, C 是 可 控 变 量 , 因子 D 和 E ROM 
BAT. 怎样 列 出 一 个 组 合 表 设计 ， 使 之 可 用 于 估计 所 有 二 因子 交互 作用 且 只 需 16 次 试验 ， 将 此 
设计 与 思考 题 12.4 中 的 直 积 表 设 计 进 行 比 较 . 从 中 可 以 看 到 ,一 般 情况 下 组 合 表 设计 比 直 积 表 设 
计 的 试验 次 数 会 如 何 减少 ? 
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12.6 考虑 表 12.2 中 的 连接 器 拉 开 力 实 验 ， 用 这 个 设计 可 以 估计 哪些 主 效 应 及 可 挖 因子 的 交互 效应 ? 注 
意 所 有 可 控 变 量 都 是 定量 因子 . 

12.7 考虑 表 12.2 中 的 连接 器 拉 开 力 实验 ， 对 这 个 问题 怎样 列 出 一 个 设计 的 实验 , 使 它 可 拟 合 这 样 的 模 
型 , 其 中 包含 可 控 变 量 的 全 二 次 模型 的 所 有 项 、 噪声 变量 的 主 效应 及 噪声 变量 与 可 控 变 量 的 交互 作 
H. 这 个 设计 需要 多 少 次 试验 ? 比较 这 个 设计 与 表 122 中 的 设计 . 

'12.8 考虑 思考 题 11.11 中 的 实验 ， 设 压强 是 噪声 变量 (02 = 1 规范 单位 )， 拟 合 务 度 响应 的 响应 模型 
找 出 犁 度 尽 可 能 接近 600 并 最 小 化 噪声 变量 压强 所 传递 变异 的 一 组 运行 条 件 

12.9 44 12.1 的 变形 . 在 例 12.1 (CHA 6.2 的 数据 ) 中 , 我 们 发 现 过 程 变量 之 -- (B = 压强 ) 并 不 重 
X. 删 去 这 个 变量 后 , 就 变 成 一 个 二 次 重复 的 23 设计 . 数据 如 下 ， 


C D A(-F) A(-) y s* 
: 3 45,48 71,65 57.25 161.58 
x = 68,80 60,65 68.25 72.25 

" 43,45 100,104 73.00 1 124.67 


T + T5,70 86,96 81.75 134.92 
Å— ———————————————————————————MÀÁ—ÀÁ——— 


假定 C 和 D ETRAF, A 是 噪声 因子 . 
(a) 拟 合 均值 响应 的 模型 . 
(b) 拟 合 In(s?) 响应 的 模型 . 
(c) 找 出 平均 渗透 率 超过 75 且 最 小 化 方差 的 运行 条 件 . 
(d) 将 你 的 结果 与 例 12.1 中 的 结果 比较 , 哪个 用 了 误差 传递 方法 两 个 答案 如 何 类 似 ? 
*12.10 在 一 篇 文章 中 ( "Let's All Beware the Latin Square," Quality Engineering, Vol.1, 1989, pp. 
453-465), J. S. Hunter 说 明了 与 3*-» 分 式 析 因 设 计 有 关 的 一 些 问 题 因子 4 是 添加 到 标准 燃料 
中 乙醇 的 量 , B 表示 空气 /燃料 比 ， 响应 变量 是 一 氧化 碳 (CO) 排放 量 , 单位 g/m?. 设计 如 下 . 


B x To y 

D 0 一 ] 一 了 66 62 
1 0 0 —1 78 8l 
2 0 T1 —1 90 04 
0 1 —1 T2 67 
1 1 0 o 80 81 
2 ] 十 1 0 75 78 
Ü 2 一 +1 68 66 
l 2 0 T1 66 69 
2 2 


注意 到 我 们 已 经 使 用 了 0, 1, 2 符号 系统 来 表示 因子 的 低 , 中 , 高 水 平 . 我 们 也 使 用 了 一 1, 0, 1 的 
“几何 符号 ”系统 . 设计 中 的 每 个 试验 重复 两 次 . 
(a) 验证 二 阶 模 型 


ý = 78.5 + 4.5:4 — 7.0x2— 4.52? 一 4.072 — S.0rizs 


是 该 实验 的 一 个 合理 的 模型 . 画 出 CO 浓度 在 zi, r 空间 上 等 高 线 的 草图 . 
(b) 假定 用 四 因子 的 31-7? 分 式 析 因 设计 取代 二 因子 获得 与 (a) 中 完全 相同 的 数据 ， 设计 将 会 是 


设计 观测 

A B C D T I2 T3 T4 y 

Ü 0 0 0 —1 —1 —1 一 | 66 62 
| 0 1 l 0 —1 0 Ü 78 8l 
2 0 2 2 -Fi —1 +1 +1 90 94 
0 l 2 i —1 Ü +1 0 T2 67 
1 1 0 2 0 0 —1 十 1 80 81 
2 1 1 Q +1 0 0 —1 75 TR 
0 2 1 2 —1 +i 0 +1 68 66 
1l 2 2 Ü 0 +1 +1 —1 66 69 
2 2 0 1 +1 +1 一 ] 0 60 58 


计算 CO 响应 在 4 个 因子 A, B, C, D 每 个 水 平 上 的 边际 平均 . 画 出 这 些 边际 平均 的 图 形 并 解 
TER. 可 以 看 出 因子 C 和 有 强 的 效应 吗 ? 这 些 因子 的 确 对 CO 排放 有 影响 吗 ? X AT 
们 有 强 的 效应 ? 

用 (b) 中 的 设计 可 拟 合 模型 


GU, 
a 
B 


y = fo + z fiti 2» Biz, +e 
假定 真正 的 模型 是 
y = fo + » Biti + x Bijz? 十 Y Y Bore +e 
证 明 , 如 果 Â 表示 拟 合 模型 中 系数 的 最 小 二 乘 估计 ,， 则 
E(ĝo) = o — Pis — B14 — Baa E(B11) = An — (fs — 821)/2 


E(&1) = f — (B23 + B24)/2 E(B22) = B22 + (B13 + B14 + B34)/2 
E(B2) = Ba — (Pia + Bia + B34)/2 E(833) = 33 — (B24 — B12)/2 + Aia 
E(Bs) = Ba — (Bia + 24) /2 E(B44) = Ba4 — (B12 — B23) /2 + f13 


E(ĝ4) = Ba — (B12 + B23)/2 
这 有 助 于 解释 在 (b) 中 所 观测 到 的 因子 C 和 D 的 强 效 应 吗 ? 
12.11 在 晶片 涂 层 的 工序 中 进行 实验 ， 实 验 中 的 每 次 试验 生产 一 个 晶片 ， 并 在 晶片 的 不 同位 置 测量 若干 个 
涂 层 的 厚度 . 得 到 涂 层 厚度 的 平均 值 y 和 标准 差 yo. 数据 [根据 Box and Draper (1987) 改写 ] 


WFE: 
试验 号 速度 压强 距离 均值 y 标准 差 y pum 速度 压强 距离 ”均值 yt 标准 差 加 
EL =i lL 0 12.5 15 十 1 0 0 5017 02.5 
2 O0 -1 T 3903 8.4 16 -1 +1 0 2640 63.5 
3 +1 -1 —1 2137 42.8 | 17 0 +i 0 427.0 88.6 
A. x] 0 -1 86.0 3.5 18 +1 +1 0 730.7 21.1 
5 0 0 -1 13686 80.4 | 19 -1 -1 +1 2907 133.8 
6 +1 0 -1 3407 16.2 20 0 —-1 41 239.7 23.5 
T —1 4l -1 1123 27.6 | 21 M -1 +1 4220 18.5 
8 0 +1 —1 2563 4.6 | 22 -1 0 +1 1990 29.4 
D -FL Ar eu 3713 23.6 | 23 0 0 +1 4853 44.7 
10 —1 —1 0 810 0.0 24 +1 0 +1 673.7 158.2 


0 101.7 17.7 25 -l1 +1 +1 176.7 55.5 
0 357.0 32.9 26 0 +1 +i 5010 138.9 
13 -1 Ü 0 171.3 15.0 | 27 +1 +1 +1 10100 142.4 
0 372.0 0.0 
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(a) 实验 所 用 的 是 哪 种 类 型 的 设计 ? 它 是 拟 侣 二 次 模型 好 的 选择 吗 ? 
(b) 建立 两 个 响应 的 模型 . 
(c) 找 出 均值 尽 可 能 大 且 标 准 差 小 于 60 的 一 组 最 优 运行 条 件 . 
"12.12 假设 有 4 个 可 控 变 量 和 2 个 噪声 变量 ， 需 要 估计 所 有 可 控 变 量 的 主 效应 和 二 因子 交互 作用 、 噪声 
变量 的 主 效应 以 及 所 有 可 控 因 子 与 噪声 因子 之 间 的 二 因子 交互 作用 . 者 所 有 因子 有 两 个 水 平 , 可 居 
夺 有 所 有 模型 参数 的 组 合 表 设计 最 小 试验 次 数 是 名 少 ? 用 DD 最 优 算法 找 出 一 个 设计 . 
“12.13 RA 4 个 可 控 变 量 和 2 个 噪声 变量 . 需要 拟 合 的 模型 包括 ; 可 控 变 量 的 完全 二 次 模型 的 所 有 项 、 w 
PUER EOM, ELRBUÉRCREREES T E RS RIT [8L IL ETEEN. 用 修改 中 心 复合 设计 的 方 
式 对 此 问题 建立 一 个 组 合 表 设计 . 
12.14 再 考虑 思考 题 12.13 的 情况 . 对 此 问题 可 以 使 用 改进 的 小 复合 设 计 吗 ? 用 小 复合 设计 有 什么 缺点 ? 
12.15 再 考虑 思考 顾 12.13 的 情况 . 可 伍 计 所 有 模型 参数 的 组 合 表 设计 的 最 少 试验 次 数 是 多 少 ? 用 万 最 
优 算法 对 此 问题 找 出 一 个 合理 的 设计 . 
12.16 刘波 动 焊接 过 程 做 一 个 实验 ， 有 5 个 可 控 变 量 和 3 RATE, 啊 应 变量 是 每 百 万 次 焊接 中 焊接 
缺陷 的 个 数 ， 所 用 的 实验 设计 是 如 下 所 示 的 直 积 表 . 


^ * F —1 1 1 —1 

A B C D E G —1 1 —1 1 

H 一 一 ] 1 

1 1 1 一 了 —1 194 197 193 275 

1 1 一 1 1 136 136 132 136 

! —1 1 —1 1 185 261 264 264 

1 —I —1 l =l 47 125 127 42 

-1 1 1 1 —-1 295 216 204 293 

一 —I —1 l 234 159 231 157 

-1 一 1 1 1 1 328 326 24T 322 

—1 -1 —1 —1 —1 186 187 105 104 
—————————————————ÓÉÉQ 0:9 


(a) 内 表 和 外 表 所 用 的 分 别 是 哪 种 类 型 的 设计 ? 这 些 设 计 的 别名 关系 是 什么 ? 
(b) 建立 焊接 缺陷 的 均值 模型 与 方差 模型 ， 你 会 推荐 什么 操作 条 件 ? 

12.17 HB BS 126 中 的 波动 焊接 实验 ， 找 出 此 实验 需要 较 少 试验 次 数 的 组 合 表 设 计 . 

12.18 再 考虑 思考 题 12.16 中 的 波动 焊接 实验 . 设 需 要 拟 合 的 模型 包括 ， 可 控 变 量 的 完全 二 次 模型 的 所 有 
Hj. 噪声 变量 的 所 有 主 效 应 ， 以 及 所 有 可 控 变 量 与 噪声 变量 之 间 的 交互 作用 .你 推荐 什么 设计 ? 
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本 章 纲要 
13.1 ”随机 效应 模型 13.7.3 ”方差 分 量 的 最 大 和 似 然 估计 
13.2 ”会 随机 因子 的 二 因子 析 因 设计 第 13 章 补 充 材料 
13.3 ”二 因子 混合 模型 313.1 随机 模型 的 期 望 均 方 
13.4 ”会 随机 效应 的 样本 量 的 确定 513.2 ”混合 模型 的 期 望 均 方 
13.5 ”期 望 均 方 的 计算 法 则 513.3 约束 混合 模型 与 无 约 东 混合 模型 
13.6 ”近似 下 检验 5134 样本 容量 不 等 的 随机 与 混合 模型 
13.7 “关于 方差 分 量 估计 的 一 些 其 他 论题 913.5 ”关于 修正 的 大 样本 方法 的 背景 材料 
13.7.1 方差 分 量 的 近似 置信 区 间 813.6 ”基于 修正 的 大 样本 方法 的 
13.7.2 ”修正 的 大 样本 方法 方差 分 量 比 的 置信 区 间 


本 书 大 部 分 都 假定 实验 中 的 因子 是 固定 因子 , 即 实验 者 采用 的 因子 水 平 是 感 兴趣 的 特定 水 
P. 这 意味 着 , 对 因子 所 做 的 统计 推断 被 限制 于 所 研究 的 特定 水 平 . 在 例 5.1 电池 寿命 实验 中 研 
究 3 种 材料 , 我 们 的 结论 只 对 这 些 特定 的 材料 类 型 有 效 , 当 一 个 或 多 个 因子 是 定量 因子 时 , 会 出 
现 与 此 不 同 的 情况 . 这 时 , 我 们 通常 用 一 个 把 响应 与 因子 相 联系 的 回归 模型 来 预测 实验 设计 中 因 
子 水 平 范围 内 的 响应 , 第 5 章 到 第 9 章 中 已 给 出 几 个 例子 . 一 般 来 讲 , 对 于 固定 效应 , 实验 的 推 
断 空间 是 指 所 研究 的 一 组 特定 的 因子 水 平 . 

(ESSERE TB, 因子 水 平 是 从 大 量 的 可 能 水 平 中 随机 选 出 的 , 实验 者 想 从 中 得 出 适用 于 所 有 
水 平 的 结论 , 而 不 仅仅 是 适用 于 那些 实验 设计 中 用 到 的 水 平 . 此 时 , 这 种 因子 称 为 随机 因子 . 我 
们 先 从 一 个 简单 的 情况 开始 , 单 因子 实验 中 的 因子 是 随机 的 , 以 此 引进 用 于 方差 分 析 和 方差 分 量 
分 析 的 随机 效应 模型 . 随机 因子 也 经 常 在 析 因 实验 以 及 其 他 类 型 的 实验 中 出 现 ， 本 章 主要 讨论 
有 随机 因子 的 析 因 实验 的 设计 与 分 析 的 方法 . 第 14 章 将 介绍 的 几 套 设计 与 裂 区 设计 在 实际 中 经 
党 会 遇 到 随机 因子 . 
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实验 者 经 常会 对 某 个 有 许多 可 能 水 平 的 因子 感 兴趣 . 车 实验 者 从 这 众多 水 平 中 随机 选取 a 
个 水 平 , 则 称 该 因子 是 随机 的 . 由 于 实验 中 采用 的 该 因子 的 水 平 是 随机 选取 的 , 相应 的 推断 对 因 
子 的 全 体 水 平 都 有 效 ， 假定 因子 的 水 平 总 数 是 无 限 的 或 大 到 可 以 认为 是 无 限 的 . 通常 不 会 遇 到 
随机 因子 的 水 平 总 数 小 到 只 能 利用 有 限 总 体 方法 的 情况 . 关于 有 限 总 体 情况 时 的 讨论 , 可 以 参见 
Bennett and Franklin(1954) 以 及 Searle and Fawcett (1970). 
线性 统计 模型 为 
Vg = H+ Ti + ei | pe iia (13.1) 
站 全 


其 中 与 Ei 部 是 随机 变量 . £ Ti 的 方差 为 02, H5 Eij 独立 ， 则 任 一 观测 值 的 方差 为 
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V(yij) = o7  o* 


方差 oz 与 o? 称 为 方差 分 量 , 而 模型 (13.1) 式 ] 称 为 方差 分 量 或 随机 效应 模型 . 为 了 检验 该 模 
型 的 假设 , 我 们 要 求 (6:5) 是 NID(0, 0°), {7i} 是 NID(0,02), 且 与 £i; 相互 独立 中 
方差 分 析 的 平方 和 分 解 式 
SIT = Ssys + SI (13.2) 


仍然 有 效 . 即 我 们 将 观测 中 的 总 差异 分 解 成 两 部 分 , 一 部 分 度量 了 处 理 间 的 差异 (SSum), 六 一 
部 分 度量 了 处 理 内 部 的 差异 (SSe). 检验 单个 处 理 效 应 是 没有 意义 的 , 所 以 我 们 对 方差 分 量 o7 
的 假设 进行 检验 ; 

Ho:o2 —0 

Hi:o2 > 0 
E o? = 0, 则 所 有 处 理 都 相等 ; 若 o2 > 0, 则 处 理 间 存在 差异 . 和 以 前 一 样 , $s/o? 服从 自由 
度 为 N — a 的 卡 方 分 布 , 在 零 假设 下 , SSua/o? 服从 自由 度 为 a — 1 的 卡 方 分 布 . 所 有 随机 变 
量 部 相互 独立 . 这 样 , 在 零 假设 下 , 比值 


(13.3) 


SS 


.. a-1 M Sya 
HRS SSE ”MSE Gi 
服从 自由 度 为 a 一 1 和 N -a 的 FA. 但 是 , 为 了 说 明 检验 方法 , RIEDI 
考虑 
a y2 y? 
E(M Sua) = —— E(SSgu) = DX e J 


2 2 
1 ] 2 1 o n 
= E | 一 Bd Tidi mic c Ti + E44 
2-1 H (ès | s (EE: J| 


因为 E(n)- = 0, 所 以 平方 后 逐 项 求 期 望 时 , 包含 rz 的 项 都 用 o; EHE. 同时 , 包含 c2. 6? 和 
2 EX Ti 的 项 分 别 用 no?. anc? 和 an?o? 替换 , 而 且 所 有 包含 r 或 £ij Miu AM 
为 零 所 以 
E( M Sya) = — [N p" 4 No + ag? — Ny — nci 一 a°] 
BẸ 
E(M Sua) = c? + no? (13.5) 
类 似 地 , 可 以 证 明 
E(MSg) = c? (13.6) 
由 期 望 均 方 可 知 , YE Ho 下 检验 统计 量 [(13.4) XX] 的 分 子 和 分 母 都 是 o7 的 无 偏 估计 , 而 在 
Hi 下 分 子 的 期 望 大 于 分 母 的 期 望 . 所 以 Fo 的 值 特别 大 时 我 们 应 该 拒绝 Ho. 这 是 上 尾部 的 单 
边 拒绝 域 , 因此 , 当 FS > Fa a-1, N-a 时 我 们 拒绝 Ho. 
D {n} 是 独立 的 随机 变量 这 一 假设 意味 着 ， 固 定 效应 模型 中 的 一 般 假 设 z Ti = 0 并 不 应 用 于 随机 
效应 模型 . 
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随机 效应 模型 的 计算 步骤 和 方差 分 析 类 似 于 固定 效应 的 情形 . 不 过 结论 对 处 理 的 所 有 水 平 
有 效 , 这 点 上 有 很 大 不 同 . 

我 们 通常 需要 估计 模型 中 的 方差 分 量 (o2 与 o7). 用 于 估计 o2 与 o^ 的 方法 称 为 方差 分 析 
法 , 因为 它 利 用 方差 分 析 表 得 到 . 计算 步骤 为 : 先 令 方差 分 析 表 中 的 各 期 望 均 方 等 于 它们 的 观测 
值 , 然后 解 得 方差 分 量 . 在 单 因子 随机 效应 模型 中 , 令 各 均 方 观测 值 等 于 它们 的 期 望 值 , 得 到 


M Sya 二 a^ + not, MSp = 0° 
所 以 , 方差 分 量 的 估计 为 
8^ = MSp, (13.7) 
样本 容量 不 等 时 , 把 (13.8) APH n 换 成 
|]. Èra 
Th) 一 EET E Th 一 i=l (13.9) 
d i=1 ni 


估计 方差 分 量 的 方差 分 析 法 并 不 要 求 正 态 假 定 . 得 到 的 o? 与 o? 估计 是 最 优 二 次 无 偏 的 
( 即 在 由 观测 值 的 二 议 函 数 构成 的 所 有 无 偏 估计 中 , 这 类 估计 量 的 方差 最 小 )， 

有 时 方差 分 析 法 会 得 到 负 的 方差 分 量 估计 值 . 显然 , 由 定义 知 , 方差 分 量 是 非 负 的 , 所 以 负 
的 方差 分 量 估计 值 应 该 被 特别 对 待 . 一 种 做 法 是 , 假定 抽样 波动 导致 负 的 估计 值 , 则 可 接受 该 估 
vr, 并 以 此 作为 方差 分 量 的 实际 值 为 零 的 依据 . 这 种 做 法 很 直观 , 但 在 理论 上 有 一 些 问题 . 例如 ， 
用 零 代替 负 的 估计 值 会 影响 其 他 估计 的 统计 性 质 . 另 一 种 做 法 是 , 采用 总 是 得 到 非 负 估 计 的 其 他 
方法 重新 估计 这 个 负 的 方差 分 量 . 还 有 一 种 做 法 是 , 得 到 负 估 计 说 明 线 性 模型 的 假定 是 错误 的 ， 
应 该 重新 检查 线性 假定 . 方差 分 量 估计 的 更 多 内 容 参 见 Searle(1971a, 1971b), Searle, Casella, 
and McCullogh(1992), 以 及 Burdick and Graybill(1990). 

例 13.1 一 家 纺织 三 用 许多 台 织 机 编织 一 种 织物 , 希望 织 机 尽量 相同 使 得 织物 的 强度 一 致 . 过 程 工程 
师 怀 疑 , 除了 同一 台 织 机 编织 的 织物 间 强 度 会 有 差异 外 , 在 不 同 的 织 机 间 织 物 的 强度 也 有 显著 差异 . 为 此 , 她 
随机 选择 了 4 台 织 机 , 并 对 每 台 织 机 生产 的 织物 进行 了 4 次 强度 测量 . 实验 按 随 机 顺序 进行 , 数据 如 表 13.1 
Pros. 进行 方差 分 析 , 其 结果 列 在 表 13.2 上 . 根据 方差 分 析 , 得 出 工厂 的 织 机 间 存 在 显著 差异 的 结论 . 


X 13.1 例 13.1 的 强度 数据 
观测 值 


T0) 1 2 3 4 s 
] 98 97 99 96 390 
2 91 90 93 92 366 
à 96 95 g7 95 383 
4 95 96 99 98 388 
1527 = y.. 


方差 分 量 的 估计 为 52 = 1.90, H 


29.73 — 1.90 
gs ——4 — = 6.96 
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表 13.2 (£4 13.1 强度 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P {Ë 
织 机 89.19 3 29.73 15.68 «0.001 
误差 22.75 12 1.90 
RI 111.94 15 
一 一- 一 -一 -~ aeo ae LLL 


所 以 , 任 一 强度 观测 的 方差 的 估计 为 
8y = ë? +? = 1.90 + 6.96 = 8.86 


这 里 大 部 分 的 变异 源 于 织 机 间 的 差异 . 

上 述 例子 说 明 方差 分 量 的 一 个 重要 应 用 一 一 分 离 影响 一 个 产品 或 系统 的 不 同 变异 来 源 . 质 
量 保证 中 经 常会 遇 到 产品 的 变异 性 问题 , 但 要 分 离 变异 的 来 源 通 常 比较 困难 . 例如 该 研究 也 许 
缘起 于 观测 到 织物 的 强度 间 有 很 大 的 变异 性 , 如 图 13.1a AR. 该 图 显示 了 将 过 程 产 出 (织物 强 
RE) 看 作 方差 ôy = 8.86( 即 例 13.1 中 对 强度 观测 值 的 方差 的 估计 值 ) 的 正 态 分 布 . 强度 规格 的 
上 限 与 下 限 也 都 标示 在 图 13.1a b, 容易 看 出 , 过 程 产 出 中 有 相当 大 的 比例 落 在 规格 限 之 外 (图 
13.1a 的 尾部 阴影 区 域 ). 过 程 工程 师 疑 虑 为 什么 这 么 多 的 织物 不 合格 , 需要 报废 、 返 修 或 降格 为 
低 质量 产品 . 答案 是 产品 强度 的 差异 主要 源 于 织 机 间 的 差异 ， 织 机 间 性 能 的 差异 可 能 源 于 错误 的 
UE. 缺乏 保养 .、 缺少 监管 、 操 作 员 技 术 差 .原材料 有 问题 等 . 


LSL H USL LSL " USL 
(a) 过 程 产 出 的 变异 (b) 35o2— 0 时 的 过 程 产 出 的 变异 


图 13.1 纤维 性 织物 强度 问题 中 的 过 程 产 出 


过 程 工程 师 现 在 需要 区 分 造成 织 机 性 能 差异 的 具体 原因 . 若 她 能 找 出 并 消除 织 机 间 差 异 的 
根源 , 过 程 产 出 的 方差 就 可 以 明显 减少 , 也 许可 以 低 到 55 = 1.90, 即 例 13.1 中 织 机 内 【随机 误 
差 ) 方差 分 量 的 估计 值 . 图 13.1b 显示 的 是 织物 强度 的 方差 为 5y = 1.90 的 正 态 分 布 , 注意 此 时 
产 出 中 的 不 合格 品 率 已 被 大 大 降低 . 虽然 不 太 可 能 根除 织 机 间 的 所 有 差异 , 但 是 , 方差 分 量 的 明 
显 减 小 显然 能 大 大 提高 所 产 织物 的 质量 . 

容易 求 得 方差 分 量 o? 的 置信 区 间 . 车 观测 值 是 正太 的 且 相 互 独立 , M (N - a) M Se Jo? 的 
分 布 为 xN_。. 因此 有 | 


(N — a)M Sg 


a? E Xena —1l-—«ao 


P an S 


从 而 o? 的 100(1 — o)96 的 置信 区 间 为 
(N —a)MSg 2 


: N —a)M 
- g ( a)MSzg 
Xao/2,N—a 


+ 
XI1-(a/2),N_a 


(13.10) 
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现在 考虑 方差 分 量 o2 的 置信 区 间 . oz 的 点 估计 为 
.7 M Sya = MSE 
E. cm —S 
TL 
随机 变量 (a — 1)M .Sum/(o? + no2) 的 分 布 为 Xii, (N - a)M Sg/o? 的 分 布 为 Xw_a. 所 以 
62 的 概率 分 布 为 两 个 卡 方 分布 随 机 变量 的 线性 组 合 , RD 


2 2 
UiXa-1 ~ U2XN -a 


其 中 


c^ 十 nc? c? 


ui = ; uU: = — 
n(a — 1) n(N — a) 
不 幸 的 是 , 对 于 这 个 卡 方 分 布 随机 变量 的 线性 组 全 的 分 布 而 言 无 法 得 到 其 精确 表达 式 . 这 样 , 就 
不 能 构造 c2 的 精确 置信 区 间 . 近似 算法 参见 Graybill(1961) 和 Searle(1971a)， 也 可 以 参见 
Tm. 
容易 得 到 关于 比值 o2/ (o7 + o2) 的 置信 区 间 的 精确 表达 式 . 该 比值 称 为 组 内 相关 系数 , E 
反映 了 , 在 观测 值 的 方差 中 , 由 处 理 间 的 差异 产生 的 那 部 分 所 占 的 比例 , 为 了 推导 在 平衡 设计 情 


形 下 它 的 置信 区 间 , 注意 到 JM SE 与 MSaa 是 相互 独立 的 随机 变量 , 而 且 可 以 证 明 


M Sys / (na? T o^) 


j Bad Nn 


MSg/a? 
所 以 ， 
MSam o’ 
(Fi-a/2,a—-1,N—a £ MS. a ao & Fa/2a-1,N-a) =l- Q (13.11) 
将 (13.11) AEE, 可 以 得 到 : 
c? 
P(r« S «u)-1-o (13.12) 
cC 
其 中 
1 / MSys 1 
L= — — ~ —1 13.1 
n ( MSg Fa/2a-1,N-a ) Usedom) 
l/MSas ] ) 
U=- ——————- -1 13.13b 
n ( MSg Fi-aa-iN-a 


这 里 L 与 U 分 别 是 比值 oi/o? 的 100(1 一 o)96 置信 下 限 与 上 限 . 所 以 比值 o2/(o? +02) 的 
100(1 一 a) 名 置信 区 间 为 
EN NEN S 
1-L o2? ^14U 
为 说 明 该 方法 , 我 们 根据 例 13.1 中 的 强度 数据 计算 02 / (0? -- 02) 的 9596 的 置信 区 间 , 由 于 
MSas = 29.73, MSE = 1.90, a = 4, n = 4, Fo.025312 = 447, H. 上 0.975 .3 12 = i = 
msi = 0.070. 所 以 由 等 式 (13.13a) 和 (13.13b), 


1 /2973 1 1/2973 | 1 
Es l lode M UD R i E 
4 ( 190 ^" 447 )) P Ae ( : 1) 96.633 


(13.14) 
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由 (13.14) È, o2/(o? +02) 的 9596 的 置信 区 间 为 
0.625 _ a2 55.633 


Bn 


c? 
0.38 < ——. « 0.98 
c2 +o? 


我 们 认为 在 织物 强度 观测 的 方差 中 织 机 间 的 变异 占 了 389539] 98% 的 比重 . 这 里 的 置信 区 间 比 较 
宽 是 因为 实验 中 的 样本 容量 较 小 . 不 过 , 显然 织 机 间 的 变异 是 不 能 忽略 的 . 


13.2 含 随机 因子 的 二 因子 析 因 设计 


假定 有 两 个 因子 4 和 B, 它们 都 有 许多 水 平 受到 关注 (如 上 节 所 述 ， 假定 水 平 的 总 数 是 无 
FE) 随机 选取 因子 4 的 a 个 水 平 , 因子 B 的 5 个 水 平 ， 并 采用 析 因 实验 设计 来 安排 它们 的 
水 平 组 合 . 若 实 验 重复 n 次 , 我 们 可 用 线性 模型 


į 一 ] ,2 QG 
Vik = B t Ti B; t (TB) + Eijk 了 一 12，， b (13.15) 
—1,2,-:-,n 


描述 观测 值 , 其 中 模型 参数 Ti, Bj, (TP sy EG 是 随机 变量 . 还 要 假定 随机 变量 Ti, p, (TB), Eijk 
部 服从 均值 为 0 IRE AS, 方差 分 别 为 V(rj) = o2, V(8;) = o2, VI(78);;] = 078, V(Eijk) = 
o*. 任 一 观测 值 的 方差 是 

V(yijk) = 97 +08 d- 025 +o’ (13.16) 
H o2,02,025,0? 称 为 方差 分 量 . 我 们 要 检验 的 假设 是 Ho : o? = 0, Ho : os = 0, 
Ho : org = 0. 注意 它们 与 单 因子 随机 效应 模型 的 相似 性 . 方差 分 析 中 的 数值 计算 不 变 . 也 
就 是 说 , 554, SSB, SSAn, SSe 的 计算 方法 都 和 固定 效应 的 情况 相同 . 但 是 要 给 出 检验 统计 量 ， 
须 先 考察 各 期 望 均 方 . 可 以 证 明 


E(MSA) — c? + nors + bno?, E(M Sp) — c? + no25 + anc; (13.17) 


E(MSag)-—o0^--ne2s, | E(MSg)— c? 
由 期 望 均 方 看 出 , 用 来 检验 无 交互 作用 假设 Ho : 075 = 0 的 恰当 的 统计 量 是 


_ MSAB 

ROME. 

因为 在 Ho F, Fo 的 分 子 与 分 母 的 期 望都 是 o7, WEB, 仅 当 Hs 不 真 时 , 才 有 E(M.Sap) 大 于 
E(MSE). 比值 Fo 的 分 布 为 P(a—1)b-i1)ab(n-i). 同 理 , 要 检验 Ho : c2 — 0, 可 用 


(13.18) 


_ MSa 
Fo = MSs (13.19) 
其 分 布 为 Fa—i,ta-1)—1); 要 检验 Ho : c = 0, 统计 量 是 
MSg 


(13.20) 
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其 分 布 为 Pepen 这 些 都 是 上 尾部 的 单 边 检验 . 注意 , 这 些 检验 统计 量 与 因子 4 和 B 
都 是 固定 效应 时 所 用 的 检验 统计 量 不 同 . 均 方 的 期 望 常常 可 以 用 来 指导 检验 统计 量 的 构造 . 

在 许多 涉及 随机 因子 的 实验 中 , 方差 分 量 的 估计 人 至 少 受到 与 假设 检验 同等 程度 的 关注 . 可 用 
方差 分 析 法 来 求 出 方差 分 量 的 估计 . 也 就 是 说 , 令 方 差分 析 表 中 观测 到 的 均 方 值 等 于 它们 的 期 望 
值 , 进而 解 得 方差 分 量 . 得 出 

2 MSas — MSE 


ô= MSg, êg = EU EE (13.21) 
.2 Mop— MSAg 42 MS4-— M5Anp 
fa = 一 一 一， GIL 一 一 -一 一 
an bn 


作为 二 因子 随机 效应 模型 中 方差 分 量 的 点 估计 . 我 们 将 在 13.7 节 中 讨论 方差 分 量 点 估计 的 其 他 
方法 , 以 及 构造 置信 区 间 的 方法 . 

例 13.2 测量 系统 的 能 力 研究 

统计 设计 的 实验 经 常用 于 研究 影响 一 个 系统 的 变异 来 源 ， 一 个 常见 的 工业 应 用 是 用 实验 设计 去 研究 一 
个 测量 系统 的 变异 成 分 ， 这 类 研究 常 称 为 量具 能 力 研究 (gauge capability studies) 或 量具 可 重复 性 与 
JAMIE (gauge repeatability and reproducibility, RER) 研究 , 因为 它们 是 受到 关注 的 变异 成 
分 (关于 R&R 研究 的 更 多 讨论 , 参见 本 章 补充 材料 ). 

一 个 典型 的 R&R 实验 [来 自 Montgomery(2001)] MÆ 13.3. 量具 用 于 测量 工件 的 关键 尺寸 . 从 生产 
2x L3ki 20 个 工件 , 随机 选择 3 名 操作 员 用 这 种 量具 测量 每 个 工件 两 次 ， 测量 次 序 是 完全 随机 的 , 所 以 这 
是 一 个 二 因子 析 因 实验 , 设计 因子 是 工件 与 操作 员 , 有 两 次 重复 . 工件 与 操作 员 都 是 随机 因子 . 应 用 (13.16) 
式 中 的 方差 分 量 等 式 ， 即 


d a z 2 2 
Fy — C. +og 十 aza +o 


表 13.3 £04 13.2 的 测量 系统 能 力 实验 


工件 编号 操作 员 1 操作 员 2 操作 员 3 
1 21 20 20 20 19 2 
2 24 23 24 24 23 24 
3 20 21 19 21 20 22 
4 27 27 28 26 2T 28 
5 19 18 19 18 18 21 
6 23 21 24 21 23 22 
7 22 21 22 24 22 20 
8 19 17 18 20 19 18 
9 24 23 25 23 24 24 
10 25 23 26 25 24 25 
11 21 20 20 20 21 20 
12 18 19 17 19 18 19 
13 23 25 25 25 25 25 
l4 24 24 23 25 24 25 
15 29 30 30 28 31 30 
16 . 26 26 25 26 25 27 
17 20 20 19 20 20 20 
18 19 2] 19 19 21 23 
19 25 26 25 24 25 25 
20 19 19 18 Pf 19 lf 
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其 中 o2 是 总 变异 (包括 了 由 不 同 工 件 、 操 作 员 以 及 量具 造成 的 变异 )，c2 是 工件 的 方差 分 量 ， c2 是 操作 
员 的 方差 分 量 , o2, 是 工件 与 操作 员 的 交互 作用 的 方差 分 量 ，r2 是 随机 实验 误差 的 方差 ， 特别 地 , 由 于 o? 
被 认为 是 反映 了 由 同一 名 操作 员 测 量 同一 工件 时 观测 到 的 变异 , 所 以 方差 分 量 o? 称 为 量具 的 可 重复 性 ， 而 
cci, 反映 了 操作 员 使 用 量具 所 造成 的 测量 系统 中 的 其 余 的 变异 ， 所 以 它 被 称 为 量具 的 可 再 现 性 . 

X 13.4 列 出 了 本 实验 的 方差 分 析 . 计算 是 由 Minitab 中 的 Balanced ANOVA 过 程 完 成 的 ， 根据 
P 值 , 我 们 认为 工件 的 效应 是 大 的 , 操作 员 也 许 稍微 有 些 影响 , 工件 一 操作 员 交 互 作用 没有 显著 效应 . 用 
13.21 式 佑 计 各 方差 分 量 如 下 : 


.39 — 0. .71 — 0.99 
ji TE. ds 82, 一 pc cili 
(3)(2) 2 
é2 — D O7l 10015, 252—099 
(20)(2) 


713.4 例 13.2 的 方差 分 析 (Minitab Balanced ANOVA) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 

part random 20 1 2 3 4 5 6 T 
8 9 10 11 i2 13 14 
15 16 17 18 19 20 

operator random 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF SS MS F P 

part 19 1185.425 62.391 87.65 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 0.861 

Error 60 59.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using unrestricted model) 

1 part 10.2798 3 (4) + 2(3 + 6(1) 

2 operator 0.0149 3 (4) + 2(3) + 40(2) 

3 part*operator  -0.1399 4 (4) + 2(3) 


4 Error 0.9917 (4) 
一 -~ — Lá 


Minitab 输出 的 表 13.4 的 底部 包含 了 随机 模型 的 各 期 望 均 方 ， 带 圆 括号 的 数字 代表 了 方差 分 量 [(4) 
代表 c7, (3) 代表 xz0， 等 等 |， 还 给 出 了 方差 分 量 的 估计 ， 以 及 用 于 检验 方差 分 析 中 的 方差 分 量 的 误差 项 . 
术语 "unrestricted model( 无 约束 模型 )” 与 随机 模型 无 关 , 它 要 在 后 面 才 讨 论 . 

注意 到 有 个 方差 分 量 ( 即 c25) 的 估计 是 负 的 . 这 当然 不 合理 ， 因为 根据 定义 方差 是 非 负 的 ,遗憾 的 是 ， 
采用 方差 分 析 法 进行 估计 ， 可 能 会 得 到 负 的 方差 分 量 估计 值 . 可 以 用 不 同 的 方法 来 处 理 这 种 负 的 估计 值 . 一 
种 方法 是 ， 假定 负 的 估计 值 意味 着 方差 分 量 实际 值 为 零 ， 于 是 就 看 其 为 零 , 其 余 方 差分 量 估计 值 不 变 , 另 一 
种 方法 是 , 用 一 种 确保 估计 值 非 负 的 方法 来 估计 方差 分 量 最 后 , 注意 到 表 13.4 中 交互 作用 项 的 P 值 很 大 ， 


13.3 二 因子 混合 模型 


这 可 看 作 o2, 实际 值 为 零 且 没有 交互 效应 的 证 据 , 因此 拟 合 如 下 的 莘 化 模型 : 


Vijk = b Ti + DB + Eijk 


其 中 不 会 交互 作用 项 . 这 种 方法 相对 简单 ,很 多 时 候 与 更 复杂 的 方法 几乎 同样 有 效 ， 
表 13.5 显示 了 简化 模型 的 方差 分 析 . 由 于 模型 中 没有 交互 作用 项 , 两 个 主 效应 都 与 误差 项 相 比 来 进行 


检验 , 各 方差 分 量 的 估计 如 下 : 


.2 _ 62.39 — 0.88 
(3)(2) 


QF 三 


1.31 — 0.88 
(20)(2) 


R 183.5 DJ 13.2 的 简化 模型 的 方差 分 析 


— 10.25, 63 一 — 0.010 8, 


4 = (0.88 
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Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type 


part random 


operator random 


Levels Values 


20 1 2 3 4 5 6 
B 9 10 11 12 13 
15 16 17 18 19 20 
3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source 
part 
operator 
Error 
Total 


Source 
1 part 


2 operator 
3j Error 


DF SS MS F P 
19 1185.425 62.391 70.64 0.000 
2 2.617 1.308 1.48 0.232 
98 86,550 0.883 
118 1274.592 
Variance 


component term (using unrestricted model) 
10.2513 3 (3) * 6(1) 

0.0106 3 (3) * 40(2) 

0.8832 (3) 


c cc LL 
最 后 , 用 方差 分 量 估计 62 与 63 的 和 来 估计 量具 的 方差 


量具 的 变异 性 相对 于 产品 的 变异 性 显然 为 小 ， 这 是 一 种 理想 的 情况 ， 说 明 量具 能 够 区 分 不 同等 级 的 产品 ， 


gg — 67 + 62 = 0.88 + 0.010 8 = 0.890 8 


Error Expected Mean Square for Each Term 


测量 系统 能 力 研 究 是 实验 设计 的 常见 的 应 用 . 这 些 实验 中 几乎 都 有 随机 效应 . 要 了 了 解 更 多 的 
内 容 或 参考 文献 , 参见 Burdick, Borror, and Montgomery(2003). 


13.3 ”二 因子 混合 模型 


现在 考虑 因子 A 固定 而 因子 B 随机 的 情况 , 称 之 为 方差 分 析 混合 模型 线性 统计 模型 为 
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1212,35. 
Vijk = H + Ti + B; t (TB)is + Eijk fala eD (13.22) 
sD 


其 中 n 是 固定 效应 ， Bj 是 随机 效应 , 假定 交互 作用 (70), 是 随机 效应 , 而 c. 是 随机 误差 . 
还 假定 {r} 是 使 得 x 7; = 0 的 固定 效应 , 而 8; 是 NID(0,o2) 的 随机 变量 . 交互 作用 效应 


(r8); 是 正 态 随机 变量 其 均值 为 0, 方差 为 [(a — 1)/a]o25. 但 交互 作用 分 量 按 固定 效应 加 起 
来 为 零 . 这 就 是 说 
24 (TB) = (08) =0 j—1, 2,- ,b 


这 意味 着 , 固定 因子 不 同 水 平 上 的 某 些 交互 作用 元 素 不 是 独立 的 ， 事实 上 , 可 以 证 明 ( 见 思 考题 
13.25) 
Cov(rB)g.(rB)e] = zo iki 

而 对 了 关 了 , (TA) 5 (Ajy 的 协 方差 为 零 , 随机 误差 项 ciur 则 是 NID(0, 0°). 因为 交互 作用 
效应 在 固定 因子 的 各 水 平 上 的 总 和 等 于 零 , 这 种 混合 模型 也 称 为 约束 模型 

在 这 个 模型 中 , (78);; 的 方差 定义 为 [(a — 1)/a]o75, 而 不 是 c2,. 这 是 为 了 简化 期 望 均 方 . 
而 假定 (r8); = 0 对 期 望 均 方 也 有 作用 , 可 以 证 明 
bn » T? 

二 

E(M Sg) = c? 十 ana3， E(MSg) — c* 


因此 , 检验 固定 因子 效应 的 均值 是 否 相等 ( 即 Ho : rm = 0) 的 恰当 的 统计 量 是 


E(MS4) = c? + no25 + E(MSAnp) = e? 4 no2; (13.23) 


|. M$4 
ium MSAB 
它 服从 FF_1,(a-1y(8_1) 分 布 . 为 检验 Ho : oa = 0, 检验 统计 量 是 
_ MSB 
ne MSE 
其 分 布 为 人 最 后 为 检验 Ho : 028 = 0, 用 
_ MSanp 
Fo = MSE 
其 分 布 为 Fta -1)(5-1),ab(n—1)- 
在 混合 模型 中 , 可 以 估计 固定 效应 为 
À-g. (13.24) 
Ti -= Yi.. — Ü... ge l, PME 


方差 分 量 oa, orpyc” 可 以 用 方差 分 析 法 来 估计 . 在 (13.23) a 留 下 有 3 个 
未 知 量 的 3 个 方程 , 其 解 为 


^d 
Ug 
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2 _ MSas- MoE (13.25) 


这 个 一 般 的 方法 可 以 用 来 估计 任 一 混合 模型 的 方差 分 量 . 在 舍弃 含有 固定 因子 的 均 方 后 , 通常 在 
留 下 的 方程 组 中 能 够 解 出 方差 分 量 . 
混合 模型 中 , 试验 者 可 能 会 对 固定 因子 的 某 个 处 理 均 值 的 假设 检验 或 置信 区 间 构 造 感 兴 趣 . 
在 使 用 这 些 方法 时 , 必须 小 心地 使 用 处 理 均值 的 合适 标准 误 . 固定 效应 处 理 均 值 的 标准 误 是 
iba he E 7? [M5aB 
每 个 处 理 均 值 的 观测 值 个 数 bn 
注意 该 标准 误 就 是 将 固定 效应 模型 中 使 用 的 标准 误 中 的 M S e 换 成 了 用 于 假设 检验 的 均 方 . 
例 13.3 测量 系统 的 能 力 研 究 实 验 再 探 
重新 考虑 例 13.2 提 到 的 量具 R&R 实验 . 现 假 定 只 有 3 名 操作 员 使 用 这 种 量具 , 所 以 操作 员 是 固定 因 
T. 然而 , 因为 工件 是 随机 选择 的 , 所 以 现在 实验 要 采用 混合 模型 . 
混合 模型 的 方差 分 析 列 在 表 13.6 中 . 计算 由 Minitab 中 的 Balanced ANOVA 过 程 完成 ， 我 们 规定 
在 Minitab 分 析 的 模型 是 约束 模型 . Minitab 还 生成 了 该 模型 的 期 望 均 方 . 在 Minitab 的 输出 中 , 值 Q2 
b 
标记 了 固定 因子 效应 操作 员 的 二 次 表达 式 ， 即 QI2]— 5; 92/(b 一 1). 结论 与 例 13.2 相似 . 由 (13.25) $, 
j=l 


方差 分 量 可 估计 为 


R 13.6 154 13.3 中 混合 模型 的 方差 分 析 (Minitab): 假定 采用 约束 模型 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 


part random 20 1 2 3 4 5 6 7 
8 9 10 11 12 13 14 
15 16 i7 18 19 20 
operator fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF SS MS F P 

part 19 1185.425 62.391 62.92 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 30.861 

Error 60 58.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using restricted model) 

1 part 10.2332 4 (4) + 6(1) 

2 operator 3 (4) + 2(3) + 40Q[2] 

3 part*operator  -0.1399 4l (4) + 2(3) 


4 Error 0.9917 (4) 
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工具 一 TE 2.39 — 0.99 
oh, = Mérs- MSE 8239-099... 


an (3)(2) 
M5 — MS 0.71 — 0.99 
.2 : Ij x WES E on 
0 工作 x 操作 员 C 2 ss 


9? = MSp = 0.99 


Minitab 输出 也 给 出 这 些 结果 , 又 得 到 了 交互 作用 的 方差 分 量 的 负 的 估计 值 . 一 种 合适 的 做 法 是 , 正如 
我 们 在 例 13.2 所 做 的 , 拟 合 简化 模型 . 这 时 混合 模型 有 两 个 因子 ， 得 到 与 例 132 中 相同 的 结果 . 

其 他 混合 模型 

和信 们 曾 提 出 几 种 不 同 的 混和 台 模 型 . 这 些 模型 在 关于 随机 分 量 的 假定 方面 不 同 于 上 面 研 究 的 
约束 混合 模型 , 现 简要 讨论 其 中 之 一 . 

考虑 模型 

Vijk = Ht Ou by; + (oy) T Eijk 
其 中 aili = 1,2, ,4) 是 满足 y o, = 0 的 固定 效应 , x;、 (ay) 以 及 cir 是 不 相关 的 随机 
i=] 

变量 , 其 均值 都 为 零 , 方差 分 别 为 V(3,) = 9^, Vilari] = 02%y, V(eijk) = o?. 注意 这 里 并 没 
有 用 到 原先 对 交互 效应 的 约束 条 性， 这 种 混合 模型 一 般 被 称 为 无 约束 混合 模型 . 

可 以 证 明 , 这 一 模型 的 期 望 均 方 是 (参见 本 章 的 补充 材料 ) 


bn » a2 
E(MS4) = a? + no2, + lc po EQOMSap) = o? + no, (13.26) 
E(MSp) = c? + naay 十 ana?, E(MSg) — o? 


将 这 些 期 望 均 方 与 (13.23) 武 中 的 期 望 均 方 进行 比较 ， 可 以 看 出 仅 有 随机 效应 一 项 有 明显 的 差 
Pi, 在 随机 效应 的 期 望 均 方 中 出 现 方差 分 量 Tay: (ZELE, 由 于 关于 交互 作用 效应 方差 的 定义 不 
相同 , 这 两 个 模型 还 有 其 他 的 差别 .) 因此 , 我 们 用 统计 量 而 = Sa. 检验 随机 效应 的 方差 分 量 
FẸ (Ho : c2 = 0) 的 这 一 假设 类 似 于 在 约束 模型 中 用 Fo = JMSBp /MSE 检验 Ho: c3 — D. 

两 个 模型 的 参数 有 密切 的 关系 . 事实 上 , 可 以 证 明 

Tj = ti, B; = "ys 十 (ay).5, (TB); = (ayj T (aF); 
o = 0$ Lož, 075 = Tai 

可 以 用 方差 分 析 法 来 估计 方差 分 量 . 参照 期 望 均 方 , 对 (13.25) 式 仅 需 改变 

:2 _ MSs — MSAB 


ôy = 一 人 (13.27) 


这 两 个 模型 都 是 Scheffé (19562, 1959) 所 提出 的 混合 模型 的 特殊 情况 . 该 模型 假定 观测 值 
可 表示 为 


i 二 1,2,:.. ,0 
Vijk = Tij d Eijk 2—712,.-..,b 
k -—1,2,-..-,.m 


其 中 Thig 5 Eijk 是 独立 随机 变量 . Milij 的 结构 为 


Mij = u+ +b tcg, E(mj)-g-T, >》 五 二 0 
i=] 
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e= gel a. 

b; 和 ci; 的 方差 与 协 方差 用 m; 的 协 方差 来 表示 , 而 且 , 在 混合 模型 的 其 他 公式 中 , 随机 效应 参 
数 和 b; 与 cu; 有 关 . 除了 当 Ho : 7; = 0 为 真 时 , 统计 量 MSA/MSAn 不 总 是 服从 F 分 布 这 
一 点 之 外 , Scheffé 模型 的 统计 分 析 法 和 我 们 的 约束 模型 相同 ， 

鉴于 混合 模型 的 多 样 性 , 一 个 逻辑 上 很 自然 的 问题 是 , 人 们 该 用 哪 一 个 模型 呢 ? 我 个 人 更 看 
好 约束 模型 , 而 且 它 也 是 文献 中 最 为 常见 的 , 约束 模型 实际 上 比 无 约束 模型 更 一 般 些 . 因为 在 约 
束 模 型 中 , 随机 因子 水 平 相同 的 两 个 观测 值 的 协 方差 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ; 而 在 无 约束 模型 
中 , 这 种 协 方差 只 能 是 正 的 . 如 果 随 机 分 量 的 相关 结构 不 强 , 则 这 些 混 合 模型 都 适用 , 它们 之 间 
仅 有 微小 的 差别 . 另 一 方面 , 混合 模型 的 无 约束 形式 更 适用 于 设计 为 不 平衡 的 场合 , 因为 它 使 用 
方便 , 而 且 许 名 计算 软件 在 显示 期 望 均 方 时 都 假定 为 无 约束 模型 ， (SAS 就 是 如 此 , 而 Minitab 
中 的 默认 模型 也 是 无 约束 模型 , 尽管 这 很 容易 更 改 .) 以 后 , 当 提 到 混合 模型 时 , 我 们 假定 是 约 东 
模型 不过, 当 数 据 有 强 的 相关 性 时 , 则 必须 用 Scheffé 模 型 .模型 的 选择 应 该 主要 取决 于 数据 . 
Hocking (1973) 的 论文 清晰 地 总 结 了 各 种 混合 模型， 

例 13.4 无 约束 模型 

一 些 计 算 软 件 包 只 支持 一 种 混合 模型 . 而 Mintab 同时 支持 约束 与 无 约束 模型 , 尽管 如 上 面 提 到 的 , SX 
认 的 是 无 约束 模型 . € 13.7 列 出 了 对 例 13.3 中 实验 采用 无 约束 模型 的 Mintab 输出 . 可 以 看 到 , 这 些 期 望 
537753 (13.26) 式 中 的 期 望 均 方 相同 . 结论 和 约 东 模型 分 析 击 得 的 相同 ， 而 且 方 差分 量 估 计 也 非常 相近 . 

R 13.7 例 13.3 中 采用 无 约束 模型 的 实验 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 
part random 20 1 2 3 4 5 6 T 
8 9 10 11 12 13 14 


operator fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF SS MS F P 

part 19 1185.425 62.391 87.65 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 0.861 

Error 60 59.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using unrestricted model) 

1 part 10.2798 3 (4) + 2030 + 6(1) 

2 operator 3 (4) + 2(3) + QI2] 

3 part*operator -0.1399 £ (4) + 2(3) 


4 Error 0.9917 (4) 
PE clic NEIN M NOR" 
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13.4 ” 含 随 机 效应 的 样本 量 的 确定 


附录 中 的 抽检 特性 曲线 可 用 于 确定 有 随机 因子 实验 的 样本 量 . 考虑 13.1 节 中 的 单 因 子 随机 
效应 模型 . 该 随机 效应 模型 的 第 II 类 错误 概率 是 


8 二 1 一 P{ 拒 绝 Ho|Ho 不 真 } = 1- P(Fo > Foa_LN_alo? > 0) (13.28) 


这 仍 要 用 到 检验 统计 量 Fo = MSus/MSg 在 备 择 假设 下 的 分 布 . 可 以 证 明 , 当 H yA (c2 > 
0) 时 , Fo 的 分 布 是 自由 度 为 a 一 1 和 N -a 的 中 心 分 布 . 

因为 随机 效应 模型 的 第 II 类 错误 概率 是 基于 常用 的 中 心 FP 分 布 , 我 们 可 以 用 附录 中 的 F 
分 布 表 来 求 (13.28) 式 的 值 . 不 过 , 用 抽检 特性 曲线 来 确定 检验 的 灵敏 度 则 更 为 简单 ， 附 录 的 表 
VI 给 出 了 一 系列 有 不 同 的 分 子 自 由 度 、 分 母 自由 度 且 a EX 0.05 或 0.01 时 的 抽检 特性 曲线 . 这 
类 曲线 画 出 关于 参数 和 的 第 TT 类 错误 的 概率 , 其 中 


nož 


g? 
注意 和 含有 两 个 未 知 参数 02 与 07. 如 果 对 全 体 处 理 中 的 有 待 检测 的 变异 程度 有 所 TA, 我们 
也 许可 以 估计 o7. o? 的 估计 可 根据 以 往 的 经 验 与 判断 来 选择 . 有 时 , 通过 探求 比值 c/o? 将 有 
助 于 我 们 确定 所 感 兴趣 的 o2 WE. 


例 13.5 假定 有 5 个 随机 选 出 的 处 理 , 每 个 处 理 有 6 个 观测 值 , a = 0.05, # o2 等 于 o2, 我 们 想 要 
确定 检验 的 势 . 因为 a = 5, n= 6, H o? = o2, 可 算出 


Accu 


(13.29) 


A= V4 61) = 2.646 
IRSE BH .a—-1—4, N-as 25, E œ = 0.05 的 特性 曲线 , 可 以 得 到 
B zz 0.20 


所 以 检验 的 势 近似 为 0.80. 
也 可 以 通过 观测 标准 差 增 加 的 百分比 来 确定 样本 量 . 若 各 处 理 是 齐 次 的 , 则 随机 选取 的 观测 
的 标准 差 为 go. 但 是 , 若 处 理 间 有 差异 , 则 随机 选取 的 观测 的 标准 差 为 


TP 为 给 定 的 观测 标准 差 的 增加 百分比 , 超出 它 就 要 拒绝 零 假设 ， 
vo? 十 c2 
J 了 


= 1 + 0.01F 
Bp 
c 
LÉ = (1-4-0.01P)* — 1 
因此 , 由 (13.29) 式 , 得 到 
nao? 
Aca] 3 = Vl-n[(1- 0.01P)? — 1] (13.30) 


对 给 定 的 P, 附录 的 表 VI 中 的 特性 曲线 可 用 来 确定 所 需 的 样本 容量 
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对 于 二 因子 随机 效应 模型 和 混合 模型 , 我 们 仍 可 以 用 抽检 特性 曲线 来 确定 样本 的 容量 . 附录 
VI 用 于 随机 效应 模型 . 参数 A、 分子 自 由 度 、 分 母 自 由 度 列 在 表 13.8 的 上 半 部 分 . 对 于 混合 模 
型 , 附录 V 与 附录 VI 都 要 用 到 . 合适 的 9? 值 与 和 值 列 在 表 13.8 的 下 半 部 分 ， 


表 13.8 用 于 附录 中 表 V 与 表 VI 中 关于 二 因子 随机 效应 模型 


和 混合 模型 的 抽检 特性 曲线 的 参数 
随机 效应 模型 
因子 ` 4r B EIUS 4r BEES E E 
A "mp E (a — 1) —1) 
TË 
B "T3 bod (a — 1)(b — 1) 
Tä 
AB "EET (a — 1)(b — 1) ab(n — 1) 
混合 模型 
因子 参数 分 子 自 由 度 分 母 自 由 度 附 表 
bn T 72 
B(B& 9L) A= A14 ues bes] ab(n — 1) VI 
AB 和 = /1+ 下 (a — 1)(b — 1) ab(n — 1) VI 
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实验 设计 问题 的 重要 部 分 是 进行 方差 分 析 . 这 涉及 要 确定 模型 每 一 分 量 的 平方 和 以 及 与 每 
一 平方 和 相关 的 自由 度 , 然后 , 为 了 构造 恰当 的 检验 统计 量 , 就 必须 确定 期 望 均 方 . 在 复杂 的 设 
计 情 况 下 , 特别 是 涉及 随机 模型 或 混合 模型 的 设计 ， 给 这 一 过 程 建立 一 种 规范 的 方法 常常 是 有 好 

我 们 将 提出 一 组 计算 法 则 , 用 来 计算 模型 中 各 效应 (此 处 说 的 效应 包括 主 效应 与 交互 作用 ) 
的 平方 和 、 自 由 度 以 及 期 望 均 方 . 这 些 法 则 对 任何 平衡 的 析 因 设计 、 媒 套 设计 “或 幅 套 析 因 实验 
都 适用 ，( 但 对 部 分 的 平衡 安排 ， 如 拉丁 方 与 不 完全 区 组 设计 ， 并 不 适用 .) 此 外 还 有 其 他 一 些 法 
则 , 例如 , 参见 Scheffé(1959), Bennett and Franklin(1954), Cornfield and Tukey(1956) 以 及 
Searle(1971a, 1971b). 通过 考察 期 望 均 方 ， 人 们 可 以 提出 检验 关于 任 一 模型 参数 的 假设 的 恰当 
统计 量 . 检验 统计 量 是 期 望 均 方 的 一 个 比值 ， 它 的 取 法 是 使 分 子 均 方 的 期 望 值 与 分 母 均 方 的 期 户 
值 仅仅 在 我 们 感 兴趣 的 方差 分 量 或 固定 因子 上 有 所 不 同 . 

对 任 一 模型 , 通常 有 可 能 像 我 们 在 第 3 章 中 曾 做 过 的 那样 去 确定 期 望 均 方 , 也 就 是 , 通过 直 
接应 用 期 望 算 子 . 这 种 常 被 叫做 “ 硬 算 ， 的 方法 , 是 很 元 长 乏味 的 ， 下面 所 给 出 的 求 任 一 设计 期 


(D 散 套 设计 将 在 第 14 章 介绍 . 
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望 均 方 的 法 则 , 不 需要 硬 算 , 且 在 实践 中 , 用 起 来 相对 简单 . 当 应 用 于 混合 模型 时 , 我 们 用 假定 有 
n 放 重 复 的 二 因子 固定 效应 析 因 模型 来 说 明 这 些 法 则 . 

法 则 1 模型 中 的 误差 项 为 cijom, 其 中 下 标 m 是 重复 下 标 . 对 二 因子 模型 说 来 , 该 法 则 意 
味 着 误差 项 为 Eijk- eij...m 的 方差 分 量 是 0°. 

法 则 2 ER T SOSA (u) 和 误差 项 cijom 之 外 , 模型 包含 所 有 的 主 效 应 和 任 一 实验 者 假定 存 


在 的 交互 作用 . WR k 个 因子 所 有 可 能 的 交互 作用 都 存在 , 则 有 6) 个 二 因子 交互 作用 ， 5) 


个 三 因子 交互 作用 ,…., 1 个 大 因子 交互 作用 . 如 果 某 一 项 中 有 一 个 因子 出 现在 小 括号 内 , 则 在 
那 一 项 中 , 那个 因子 和 其 他 的 因子 之 间 没 有 交互 作用 . 

法 则 3 对 模型 中 除 均值 (n) 和 误差 项 外 的 每 一 项 , 将 其 下 标 划分 为 3 类 ， (a) 可 变动 
的 一 一 在 该 项 中 出 现 的 但 不 在 小 括号 内 出 现 的 那些 下 标 ; (b) 固定 的 一 一 在 该 项 中 出 现 的 且 
在 小 括号 内 出 现 的 那些 下 标 ; (0) 不 出 现 的 一 一 在 模型 中 出 现 但 在 该 项 中 不 出 现 的 那些 下 标 . 注 
意 二 因子 固定 效应 模型 中 没有 固定 的 下 标 , 不 过 我 们 将 在 以 后 碰 到 这 种 模型 比如 , 在 二 因子 模 
型 中 , 对 于 (78), i 与 了 是 可 变动 的 ,上 是 不 出 现 的 . 

法 则 4 (自由 度 ) 模型 中 任 一 项 的 自由 度 是 与 每 一 固定 下 标 有 关 的 水 平 数 和 与 每 一 可 变动 下 
标 有 关 的 水 平 数 减 一 的 乘积 . 例如 , (78); 的 自由 度 是 (a — 1)(b — 1). iR hEN -1 
减 去 所 有 其 他 自由 度 的 和 , 其 中 N 是 观测 的 总 数 . 

法 则 5 模型 中 的 每 一 项 都 有 一 个 与 它 有 关 的 方差 分 量 (随机 效应 ) 或 固定 因子 (固定 效应 ). 
如 果 某 一 交互 作用 至 少 包含 一 个 随机 效应 时 , 则 整个 交互 作用 看 作 是 随机 的 . 方差 分 量 用 希腊 字 
母 作 为 下 标 来 标记 特定 的 随机 效应 . 这 样 , 在 因子 4 固定 而 因子 B 随机 的 二 因子 混合 模型 中 ， 
B 的 方差 分 量 是 o5, 而 AB 的 方差 分 量 是 o2,. 固定 效应 通常 用 与 那 一 因子 有 关 的 模型 分 量 的 
平方 和 除 以 它 的 自由 度 来 表示 . 在 我 们 的 例子 中 , 4 的 固定 效应 是 

Yd 
il 
&—1 

法 则 6 (期 望 均 方 ) 每 一 模型 分 量 都 有 期 望 均 方 . 误差 的 期 望 均 方 为 E(MSg) = c?. 在 约束 
模型 中 , 对 模型 的 其 他 各 项 来 讲 ， 期 望 均 方 或 包含 该 项 的 方差 分 量 或 包含 该 项 的 固定 效应 分 量 ， 
加 上 问题 中 包含 的 效应 的 所 有 模型 其 他 项 的 分 量 , 以 及 与 其 他 固 定 效 应 没有 交互 作用 的 其 他 项 
的 分 量 , 再 加 上 o?. 每 个 方差 分 量 或 固定 效应 的 系数 是 在 该 分 量 取 不 同 值 时 的 观测 个 数 . 

用 二 因子 固定 效应 模型 的 情形 来 说 明 , 考虑 交互 作用 的 均 方 期 望 E(JMSaB) 的 计算 . 均 方 期 
ERER AB 交互 作用 的 固定 效应 (因为 没有 其 他 模型 项 包含 AB) A o^. 而 .4 的 固定 效应 
SEL n, 因为 在 交互 作用 分 量 的 每 个 不 同 值 处 有 n 个 观测 值 (在 每 个 单元 处 有 n 个 观测 ). 所 
以 , AB 的 均 方 期 望 为 "T 

n», 2 (r8) 
: PSU PR DET 
作为 二 因子 固定 效应 模型 中 的 另 一 个 说 明 , 主 效应 A 的 均 方 期 望 为 
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Af E bn, 因为 4 的 每 个 水 平 上 有 on 个 观测 , 交互 作用 项 AB 没有 包含 在 期 望 均 方 
中 , 因为 虽然 它 的 确 包 含 与 A 有 关 的 效应 , 但 是 B 是 固定 效应 

为 说 明 法 则 6 如 何 用 于 随机 效应 模型 , 我 们 考 虚 二 因子 随机 模型 ,交互 作用 AB 的 均 方 期 
tB 

E(M SAB) = c? 十 noeg 
而 主 效应 4 的 均 方 期 望 为 
E(MSA) = o? + no25 + bno? 

注意 这 和 包含 了 交互 作用 4 的 方差 分 量 , 因为 A 包含 在 AB 中 而 B 是 随机 效应 . 

再 考虑 约束 的 二 因子 混合 模型 . 交互 作用 AB 的 均 方 期 望 为 


E(M Sag) — o? + no25 
而 固定 因子 4 的 主 效 应 的 均 方 期 望 为 


ü 
bn Y^ T? 
i=] 


E(MS4) = o? + no2, 十 


a— il 
它 包 含 了 交互 作用 的 方差 分 量 , 因为 4 包含 在 AB 中 而 B 是 随机 效应 . 对 于 因子 B 的 主 效应 ， 
期 望 均 方 为 
E(M Sg) = c? + ano3 

这 里 诡 互 作用 的 方差 分 量 没 有 出 现 , 因为 虽然 B 包含 在 AB 中 但 4 是 固定 效应 . 请 注意 这 些 期 
望 均 方 与 前 面 (12.23) 式 的 二 因子 混合 模型 的 那些 结果 是 一 致 的 . 

法 则 6 可 以 很 方便 地 修改 , 以 用 于 无 约束 混合 模型 的 期 望 均 方 的 计算 . 仅仅 包括 所 考虑 项 的 
效应 , 加 上 包含 该 效应 的 所 有 项 , (只 要 存在 至 少 一 个 随机 因子 ). 为 了 说 明 , 考虑 无 约束 二 因子 泥 
合 模 型 的 情况 . 二 因子 的 交互 作用 项 的 均 方 期 望 为 


E(M SaB) = o? + no?5 
(请 回忆 约束 模型 与 无 约束 模型 中 模型 分 量 记号 的 差别 .) 对 于 固定 因子 4 的 主 效 应 , 期 望 均 方 为 
bn Y. ri 


E(MS4) — c^ + no25 + —-— 


a—1 


而 对 于 随机 因子 B 的 主 效应 , 期 望 均 方 则 为 
E(MSg) = o? + no25 + ano3 


注意 这 些 是 原先 关于 无 约束 混合 模型 的 (13.26) 式 给 出 的 期 望 均 方 . 

例 13.6 考虑 三 因子 析 因 实验 , 因子 4 有 a 个 水 平 , 因子 BC b 个 水 平 , 因子 C 有 e 个 水 平 ,n 次 
ER. 假定 所 有 因子 都 是 固定 效应 , 5.4 节 给 出 了 这 一 设计 的 分 析 . 现在 假定 所 有 因子 都 是 随机 的 ,要 确定 期 
望 均 方 , 合适 的 统计 模型 是 


Vijkl = H t Ti Dj yk + TA) + Una + (BY) yr + (THY)ijk + eig 
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用 前 面 所 说 的 法 则 , 期 望 均 方 的 演算 列 在 表 13.9 中 . 

由 表 13.9 的 期 望 均 方 , 我 们 注意 到 , WR A, B, C 都 是 随机 因子 , 则 对 主 效 应 不 存在 精确 的 检验 法 . 也 
MEI, 如 果 想 要 检验 假设 o2 = 0, 则 我 们 不 能 构造 两 个 期 望 均 方 的 比值 使 得 分 子 仅 比分 母 多 一 项 beno2. 
B 与 C 的 主 效 应 也 有 同样 的 现象 . 对 二 因子 和 三 因子 的 交互 作用 的 精确 检验 法 是 存在 的 ， 但 是 , 对 实验 者 
来 说 , 关于 主 效应 的 检验 法 可 能 更 加 重要 , 因此 , 应 该 怎样 来 检验 主 效应 昵 ? 这 一 问题 在 13.6 节 中 考虑 


表 13.9 三 因子 随机 效应 模型 的 期 望 均 方 


CO 
模型 项 因 T 期 望 均 方 
Ti A, ER c? 十 ena? ipai E cian 
Bj B, 主 效应 c? 十 ena? 2g 十 anc. 十 no? LUE acno? 
Yh C, 主 效应 o? + bna? is ano; 十 no? s abno? 
(r9 AB, 二 因子 交互 作用 c? 十 no gy 十 nT g 
(T?)ik AC, HF EHEH c? + no? 2 gy t moż, 
(8o) ix BC, 二 因子 交互 作用 g? AA + Ne 
(THY)ijk ABC, 三 因子 交互 作用 g? 十 n92 ga 
Sijkl RA g? 
ŘS 
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在 有 3 个 或 更 多 个 因子 的 随机 模型 或 混合 模型 的 析 因 实验 中 , 或 某 些 更 为 复杂 的 设计 中 ， 
模型 的 菜 些 效应 常常 没有 精确 的 检验 统计 量 ， 应 对 这 种 困境 的 一 种 可 能 的 解法 是 假定 某 些 交 
ee 比如 , 当 有 理由 假定 例 13.6 中 所 有 的 二 一 因子 弯 互 作用 都 可 以 忽略 时 , 则 可 令 

o2, = o3, = o, = 0, 从 而 可 进行 主 效应 的 检验 . 

虽然 这 样 做 看 起 来 很 有 吸引 力 , 但 必须 指出 , 为 了 假定 有 一 个 或 多 个 交互 作用 可 以 忽略 , 须 
要 对 生产 过 程 的 本 质 有 所 了 解 或 者 说 要 有 一 些 坚 实 的 先 验 知识 才 行 . 一 般 说 来 , 这 种 假定 是 不 易 
做 到 的 , 也 不 应 该 轻易 使 用 . 在 没有 足够 的 证 据 证 明 那 样 做 是 恰当 的 时 候 , 不 应 当 删 除 模型 的 革 
EHEN. 有些 实 实验 者 提倡 的 方法 是 首先 检验 交互 作用 , 然后 令 那些 不 显著 的 交互 作用 为 零 
再 在 同一 实验 中 检验 其 他 效应 时 假定 这 些 交互 作用 为 零 . 尽管 有 时 在 实践 中 会 这 样 做 但 这 一 方 
法 是 有 和 危险 的 , 因为 关于 交互 作用 的 任何 决定 , 都 使 人 们 容易 遭受 第 ] 类 和 第 TI 类 错误 . 

这 一 想法 的 一 种 变形 , 是 在 方差 分 析 中 将 某 些 均 方 合并 起 来 ， 以 便 得 到 有 更 大 自由 度 的 误差 
佑 计量 . 例如 , 在 例 13.6 F, 假定 检验 统计 量 Fo = oa 不 显著 . 于 是 , Ho: ee 一 0 
EHE Pil, MSasc 5 MSE 都 可 估计 误差 方差 o? . 实验 者 可 按照 下 式 合 并 MSAnBc 

与 MSg: 
abc(n — 1)M Sz + (a — 1)(b — 1)(c — 1)MSAnc 
abc(n — 1) + (a — 1)(b — 1)(e — 1) 
使 得 E(MSp.) = o?. MSa 有 abc(n — 1) + (a — 1)(b — 1)(e — 1) 个 自由 度 , 而 原先 的 M SE 
有 abc(n — 1) 个 自由 度 . 

合并 的 危险 在 于 , 可 能 产生 第 I 类 错误 并 将 实际 上 有 显著 性 的 因子 的 均 方 与 误差 合并 起 来 

从 而 导致 新 的 残 差 均 方 (M.Sg,) KA. 这 会 使 其 他 显著 性 效应 更 难于 检测 . 另 一 方面 如 果 原 来 


MSg — 
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的 误差 均 方 的 自由 度 很 小 (例如 , 小 于 6), 由 于 合并 可 能 会 潜在 地 增加 进一步 检验 的 精确 度 , SE 
验 者 也 许 会 获 益 更 多 . 一 种 合理 的 实用 方法 如 下 . 如 果 原 来 的 误差 均 方 的 自由 度 等 于 6 或 更 多 ， 
则 不 合并 , 如 果 原 来 的 误差 均 方 的 自由 度 小 于 6, 则 仅 当 被 合并 的 均 方 的 F 统计 量 在 大 的 a fü 
(比方 说 a = 0.25) 处 不 显著 时 才 进 行 合并 . 

如 果 不 能 假定 某 些 交互 作用 可 忽略 , 而 我 们 仍 须 作出 关于 那些 不 存在 精确 检验 法 的 效应 的 
统计 推断 时 , 则 可 以 使 用 Satterthwaite (1946) 所 提供 的 方法 .Satterthwaite 法 使 用 均 方 的 线 
性 组 合 , 例如 ， 

MS — MS.+...+ MS, (13.31) 
MS" = MS, - ---- MS, (13.32) 


其 中 (13.31) A5 (13.32) 式 的 均 方 选择 是 要 使 得 E(M S") 一 E(M SS") 等 于 零 假设 中 所 考虑 的 
效应 (模型 参数 或 方差 分 量 ) 的 倍数 . 此 时 检验 统计 量 是 


MS 


F = 一 一 一 3: 
M S" (13.33) 
其 分 布 近似 为 Fp,q; 其 中 
P= MSI/fe 4 MST, (13.34) 
M Sau e.t MS, a 
- t (13.35) 


T" MS2/fa + -+ MSF 
在 p 与 g 中 , fi 是 均 方 MS: 的 自由 度 . 我 们 不 能 确保 p 与 q 都 是 整数 , 所 以 需要 在 F 分 布 表 
中 进行 插值 . 例如 , 在 三 因子 随机 效应 模型 ( 表 13.9) 中 , 易 见 用 于 检验 Ho : o2 = 0 的 合适 的 检 
验 统计 量 是 F= MS/MS", 其 中 


MS = MS4 + MSABc, MS" = MSas + MSac 


F 的 自由 度 可 以 由 (13.34) 和 (13.35) 式 算得 . 

该 检验 的 理论 依据 是 检验 统计 量 [(13.33) R] 的 分 子 与 分 母 都 近似 为 卡 方 变量 的 乘积 ,而且 
因为 没有 均 方 同时 出 现在 分 子 与 分 母 中 , 所 以 分 子 与 分 母 相互 独立 , 所 以 (13.33) 式 中 的 FE 
似 服 从 Fpa 分 布 . Satterthwaite 指出 , 当 MY 与 M.S” 中 某 些 均 方 取 负 值 时 , 应 用 上 述 方 法 
要 特别 小 心 . Gaylor and Hopper(1969) 提出 , # M5' = MS, — M52, 则 当 


NMS] 
MS, > Fo025,f2,f X Fo.so,f2,12 


H. fi & 100 和 f > fi/2 BT, Satterthwaite 的 近似 检验 仍然 适用 . 

例 13.7 WISLISSEPLIERKIEU ES 7]253:398.— Wr PRAE HB CEUEAE 7) 2E DECRE BEI: 入 口 端的 气 
体温 度 (A). 测量 员 (B). 测量 员 所 用 的 测 压 表 (C). 这 3 个 因子 被 安排 在 一 个 析 因 设计 中 , 其 中 气温 固定 ， 
测量 员 与 测 压 表 是 随机 的 . 3€ 13.10 中 给 出 有 两 次 重复 的 规范 数据 ， 该 设计 的 线性 模型 是 ， 


Vijkl — M Ti + Bs yk + (TA) + (TY + GyY);k + (TBY)ijk + eii 


其 中 n 是 气体 温度 (A) 的 效应 ,有 是 测量 员 (B) 的 效应 , ye EWER (C) 的 效应 . 
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方差 分 析 见 表 13.11. 期 望 均 方 的 一 列 加 进 该 表 中 ,该 列 中 的 各 项 都 是 用 13.5 节 所 讨论 的 准则 推导 出 
来 的 . 由 均 方 期 望 这 一 列 可 看 到 , 除 4 的 主 效应 外 , 对 其 他 所 有 效应 都 存在 精确 的 检验 法 . 检验 结果 显示 在 


表 13.11 F. 
要 检验 气体 温度 效应 , 或 Ho: n = 0, 使 用 统计 量 
p. MS' 
MS" 
3X 13.10  jmSEHLSCUR RO ER 71 38 LS HRS 
温度 A) 
测 压 表 测量 员 (B) AE (B) 测量 员 (B) 
(C) l 2 3 4 1 2- 3 4 1 2 3 4 
1 —2 0 -1 4 14 6 1 一 了 —8 一 2 一 1 一 2 
一 3 -9 —8 4 14 0 2 6 —8 20 —2 1 
2 —6 一 5 —8 一 3 22 8 6 一 5 一 有 1 一 9 —8 
4 zu 一 各 一 了 24 6 2 2 3 —T7 —8 3 
3 =j 一 4 0 一 2 20 2 3 -5 -2 一 1 —4 1 
0 0 


215 —8 Ei 4 16 zr —1 -2 sT 3 
CC 
X 13.11 压力 差 数 据 的 方差 分 析 
方差 来 源 FHA hë 期 望 均 方 均 方 Fa PË 
T ——————M———————MÓRÓ LL 7 n Pi 


温度 , A 1023.36 2 o?*-Fbno2, + cna2, +no2, + ben 27 rj 511.68 222 0.17 
TB TÜ^* c3 
测量 员 , B 423.82 3 o° + ano? +acno? 141.27 4.05 0.07 
WER, C 7.19 2 c*-ranc?, 4 abno? 3.60 0.10 0.90 
AB 1 211.97 6 0? no2,,  cna?, 202.00 14.59 «0.01 
AC 137.89 4 a? + no?g, + bno2, 34.47 2.49 0.10 
BC 209.47 6 c?-Fano2. 34.91 163 017 
ABC 166.11 12 at + nog, 13.84 0.65 0.79 
误差 770.50 36 o? 21.40 
合计 3 950.32 71 
一 M9 — ÉL 
其 中 
MS' = MS4 + MSAnpc, M S" = MSas + MSAc 
因为 
E(MS") — E(MS") = misi 


为 确定 检验 Ho: 7; = 0 的 统计 量 , 我 们 算得 


MS' = MS4-- MSABc = 511.68 + 13.84 = 525.52 
MS" = MSA4g + MSac = 202.00 + 34.47 = 236.47 
MS' 525.52 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 2.22 
MS" 236.47 
根据 (13.34) 和 (13.35) 5t, 此 统计 量 的 自由 度 如 下 ， 


(MS4 + MSApcY? (525.52)? 


n 


= wa 
MSAa/2+ MSSpc/1l2  (511.68)2/2 + (13.84)? /12 i 
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(MSaAp + MSAc)? (236.47)* — 78858 


77 MS2,5/64 MS?../A  (202.00)2/6 + (34.47)? /4 
将 F —2.22 5 Fo.05,2,8 = 4.46 HER, 我 们 不 能 拒绝 Ho. 其 P 值 约 等 于 P = 0.17. 

站 B( 即 气温 与 测量 员 ) 的 交互 作用 是 大 的 , 而 有 迹象 表明 4C( 即 气温 与 测 压 表 ) 存在 交互 作用 . AB 交 
百 作 用 与 AC 交互 作用 的 图 形 分 析 显 示 在 图 13.2 H, 它 表 明 当 使 用 测量 员 1 和 测量 表 3 BI, 气温 的 效应 
比较 大 . 这 样 一 来 , 气温 与 测量 员 的 主 效应 有 可 能 被 大 的 AB 交互 作用 所 掩盖 . 

X 13.12 Æ Minitab Balanced ANOVA XT fi 13.7 中 的 实验 的 输出 结果 . 我 们 规定 的 是 
约束 模型 , Q[1] 代表 了 气压 的 固定 效应 . 可 以 看 到 , 方差 分 析 表 中 的 各 项 与 表 13.11 中 的 基本 相 
同 , 除了 气温 的 F 检验 统计 量 的 值 (因子 A) 以 外 . Minitab 注 明 该 检验 不 是 精确 检验 (由 期 户 
均 方 可 见 ). Minitab 用 的 合成 检验 就 是 Satterthwaite 方法 , 但 它 的 检验 统计 量 与 我 们 的 有 点 不 
同 . 从 Minitab 的 输出 结果 可 以 看 到 , 检验 因子 A 的 误差 均 方 是 


(4) 十 (5) — (7) = MSas + MSac — MSAnc 


A» B Rc BRI 
A» CRÉCG pA RI 


图 13.2 压力 差 实验 中 的 交互 作用 
其 期 望 值 为 : 


E[(4) + (5) — (7)] 2o? + n325. t cna?25 a? + 102 9., + bno2., — (o? + 02 5.,) 


2 2 2 2 
=0° + nazg., t cnozg + ONO y 


它 是 一 个 合适 的 用 来 检验 4 的 均值 效应 的 近似 误差 均 方 . 这 很 好 地 说 明了 Satterthwaite 方法 
中 可 以 用 不 止 一 种 的 方法 来 构造 合成 均 方 . 不 过 , 一 般 我 们 更 倾向 于 选择 均 方 的 线性 组 合 ,而 不 
是 Minitab 所 用 的 那 种 线性 组 合 , 因为 它 不 能 保证 该 线性 组 合 的 均 方 非 负 ， 

* 13.13 给 出 了 例 13.7 的 无 约束 模型 的 分 析 . 与 约束 模型 的 主要 差别 在 于 , 对 全 部 3 个 
均值 效应 的 均 方 的 期 望 值 是 不 存在 精确 检验 的 ， 无 约束 模型 中 两 个 随机 均值 效应 可 以 用 它们 的 
交互 效应 进行 检验 , 但 这 时 B 的 均 方 期 望 涉及 oz。 和 os, C 的 均 方 期 望 涉及 075, 和 o. 
Minitab 多 一 次 构造 合成 的 均 方 , 并 用 Satterthwaite 方法 来 检验 这 些 效应 . 除了 测量 员 效 应 的 
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方差 外 , 无 约束 模型 的 结论 与 约束 模型 的 大 体 上 没有 根本 的 差异 . 无 约束 模型 得 到 了 一 个 负 的 
o5 的 估计 . 因为 测量 表 因 子 在 两 个 分 析 中 都 不 显著 , 接 下 来 进行 某 种 模型 简化 是 可 能 的 . 


X 13.12 $ 13.7 的 Minitab Balanced ANOVA 输出 (约束 模型 ) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 

GasT fixed 3 60 75 90 

Üperator random 4 1 2 3 4 
Gauge random 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Drop 


Source DF SS MS F P 
GasT 2 1023.36 511.68 2.30 0.171 x 
Üperator 3 423.82 141.27 4.05 0.069 
Gauge 2 7.19 3.60 0.10 0.904 
Gast*Üperator 6 1211.97 202.00 14.59 0.000 
Gast*Gauge 4 137.89 34.47 2.49 0.099 
Üperator*Gauge 6 209.47 34.91 1.63 0.167 
Gast*Üperator*Gauge 12 166.11 13.84 0.65 0.788 
Error 36 TTO.b50 21.40 

Total 7i | 3950.32 

X Not an exact F-test. 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 


component term (using restricted model) 


1 GasT 本 (8) + 2(7) + 8(5) + 6(4) + 24Q[1] 
2 Üperator 5.908 6 (8) + 6(6) + 18(2) 

3 Gauge -1.305 6 (8) + 6(6) + 24(3) 

4 GasT*Üperator 31.559 7 (8) + 207) + 6(4) 

5 GasT*Gauge 2.579 7 (8) + 2(7) + 8(5) 

6 Operator*Gauge 2.252 8 (8) + 6(6) 

7? Gast*Üperator*Gauge  -3.780 8 (8) + 2(7) 

8 Error 21.403 (8) 

* Synthesized Test. 

Error Terms for Synthesized Tests 

Source Error DF Error MS Synthesis of Error MS 


1 GasT 6.97 222.63 (4) + (5) - (7) 
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表 13.13 04 13.7 的 Minitab Balanced ANOVA 输出 〈 无 约束 模型 ) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


.AT 
.91 
.B4 
.40 


75 90 
2 3 4 
2 
F P 
2.30 0.171 x 
.63 0.616 x 
0.06 0.938 x 
14.59 0.000 
2.49 0.099 
2.52 0.081 
0.65 0.788 


Total 71 | 3950.32 


Expected Mean Square for Each Term 


(using unrestricted model) 


Factor Type Levels Values 
GasT fixed a 60 
Üperator random 4 1 
Gauge random 3 1 
Analysis of Variance for Drop 
Source DF SS 
GasT 2 1023.36 511 
Üperator 3 423.82 141 
Gauge 2 7.18 3. 
Gast*Üperator 6 1211.97 202 
Gast*Gaugae 4 137.89 34 
Üperator*Gauge 6 208.47 34 
Gast*Dperator*Gauge 12 166.11 13 
Error 36 770.50 21 
x Not an exact F-test. 
Source Variance Error 
component term 
1 GasT * (8) 
2 Dperator -4.544 * (8) 
3 Gauge -2.164 * (8) 
4 GasT*Üperator 31.359 T7 (8) 
5 GasT*Gauge 2.579 7 (8) 
6 Üperator*Gauge 3.512 T (8) 
7 Gast*Üperator*Gauge  -3.780 8 (8) 
8 Error 21.403 (8) 
* Synthesized Test. 
Error Terms for Synthesized Tests 
Source Error DF Error MS 
1 GasT 6.97 222.63 
2 Üperator 7.09 223.06 
3j Gauge 5.98 55,54 


+ 


2(7) + B(5) + 6(4) + Q[1] 
2(7) + 6(6) + 6(4) + 18(2) 
2(7) 6(6) + 8(5) + 24(3) 
2(7) + 6(4) 

2(7T) + B(5) 

2(7) + 6(6) 

2(7) 


+ + + 


Synthesis of Error MS 
(4) + (5) - (7) 
(4) + (6) - (7) 
(5) * (6) - (7) 


————————————————————————————————— M áÀÀ— 
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13.7 ”关于 方差 分 量 估计 的 一 些 其 他 论题 


正如 我 们 前 面 看 到 的 , 随机 模型 或 混合 模型 中 方差 分 量 的 估计 , 对 实验 者 来 讲 , 常常 是 非常 
重要 的 目标 . 本 市 将 给 出 一 些 在 信 计 方差 分 量 时 更 深入 的 结果 和 更 有 用 的 技术 . 主要 考虑 计算 方 
差分 量 的 置信 区 间 的 方法 , 以 及 说 明 如 何 计算 方差 分 量 的 最 大 似 然 估 计 . 当 方差 分 析 方 法 产生 负 
的 估计 时 , 最 大 似 然 估 计 方 法 可 能 是 非常 有 用 的 替换 方法 . 


13.7.1 方差 分 量 的 近似 置信 区 间 


13.1 市 引入 了 随机 效应 模型 , 当时 给 出 了 简单 设计 中 o? 以 及 方差 分 量 的 其 他 函数 的 精确 
100(1 — a)n 置信 和 区间, 方差 分 析 中 , 对 任意 一 个 能 表示 为 某 个 均 方 期 望 的 方差 分 量 的 函数 , 总 
能 找到 它 的 精确 置信 区 间 . 例如 , 考虑 误差 均 方 . 因为 E(JMSg) = o?, 我 们 可 以 求 出 o? 的 精确 
置信 区 间 , 这 是 因为 

feMSgp/o’ e feô? jo? 
服从 自由 度 为 fe 的 卡 方 分 布 . 精确 的 100(1 一 o)96 置信 区 间 是 
JEMSE feMSe 


z C 


(13.36) 


2 T a 
Xa/2, fp X1—2o/2,f i 


不 幸 的 是 , 在 很 多 涉及 多 个 设计 因子 的 复杂 实验 中 , 一 般 不 能 找到 那些 方差 分 量 的 精确 置信 区 间 . 
这 是 因为 这 种 方差 不 是 方差 分 析 中 单个 均 方 的 精确 期 望 . 不 过 , 在 13.6 节 中 介绍 的 Satterth- 
waite 的 近似 伪 F 检验 中 的 概念 , 可 以 用 于 对 那些 没有 精确 置信 区 间 的 方差 分 量 构造 近似 置信 
[x fE]. 

Satterthwaite 方法 中 用 到 均 方 的 两 个 线性 组 合 ; 


MS = MS, +--+ MS, 


和 
MS" = MS, 十 十 MS, 
检验 统计 量 
p. MS 
zs M S" 


近似 于 F 分 布 . 采用 (13.34) 和 (13.35) 式 定义 的 MS" 与 MS" 的 近似 自由 度 , 可 以 将 这 个 伪 
F 统计 量 用 于 对 感 兴趣 的 参数 或 方差 分 量 的 显著 性 的 近似 检验 . 
要 检验 方差 分 量 oo 的 显著 性 , 选择 两 个 线性 组 合 MS 与 MS", 使 它们 期 望 值 的 差 等 于 该 
方差 分 量 的 某 个 数 乘 , 即 
E(AMS ) — E(M S") = ko 
或 
2 E(MS")— E(MS") 
| Eg k 
(13.37) 式 给 出 了 ci 的 一 个 点 估计 : 
MS'—MS" | 


E. "M 1 1 
- = EMSr + + TMS, - FMS = — TMS. (13.38) 


(13.37) 


P 


2 
Go = 
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(13.38) 式 中 的 各 均 方 (MS) 相互 独立 , B. f;iMSi/o? = 599/o; 有 自由 度 为 f; 的 卡 方 分 布 . 
方差 分 量 ol 的 估计 量 是 均 方 的 一 个 线性 组 合 , 而 r6a/ea 有 自由 度 为 7 的 近似 卡 方 分 布 , 其 中 


2 
u ( a) (MS ++ + MS,— MS, —---— MS,) (13.39) 
C m ms — MS MSi | MSi 4 MSi 
ES. fi p y d i 


该 结果 仅 在 ca > 0 时 才 成 立 . 因为 7 通常 不 是 整数 , 一 般 要 用 到 卡 方 表 的 插值 . Graybill(1961) 
导出 了 关于 > 的 一 般 结果 . 
因为 r63/o3 REAREA r 的 近似 卡 方 分 布 , 所 以 


JA. 


2 rag 2 
P [ap S 32 S X] —1-a 
0 


E. 52 
Pi Ss -lo 
Xa 2,r Xi-aJ/2,r 
所 以 od 的 近似 100(1 — o)96 置信 区 间 为 


ad LM 
TG, TUO 
z — € 09 € —— 
Xa J/2,r X1—a/2,r 


(13.40) 


Bi 13.8 为 说 明 该 方法 , 我 们 考虑 例 13.7 中 的 实验 ， 这 里 用 一 个 三 因子 混 侣 模型 研究 涡轮 机 膨胀 阅 的 
压力 差 . 模型 是 


Vijkl = H Ti t Bj E Yt (TO) + (TY)ik + (BY)yk + (THY)k + Eijk 


其 中 or 是 固定 效应 , 其 余 效 应 都 是 随机 效应 . 我 们 要 求 出 25 的 近似 置信 区 间 . 根据 表 13.11 中 的 均 方 其 
TUUS, 二 因子 交互 效应 AB 与 三 因子 交互 效应 ABC 上 的 均 方 期 望 的 差 是 所 感 兴趣 的 方差 分 量 2 
的 倍数 ， 


E(MSAgpg) — E(MSAnBcoc) — c? + noža + Cn g 一 (ea t no25.,) = cna?, 
这 样 , c2 。 的 点 估计 为 


.2 | MSa4g- MSApgc — 202.00 — 13.84 
er 一 ”一 一 一 一 


= S 人 
da cn (3)(2) 
H | 
MSa4p-—MS E 202.00 — 13.84)? 
s (MSAB ABC) ES. ) 5.19 


M S2 MS — (202.00)2 q (13.8092 = 
&—1)(b—1 T racTRE- DIST 2)(3 G3) 


由 (13.40) X, 可 得 o2. 的 近似 95% 8 EE [E] F: 


22 22 
rog Tor 
2 Soje € — 

X0.025,r X0.975,r 
(5.19)(31.36) (5.19)(31.36) 
一 一 一 gg}, g A 

]iid ^ 9957  —g.90 


12.39 < o2, « 180.84 
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13.7.2 ”修正 的 大 样本 方法 
上 面 的 Satterthwaite 方法 是 相对 简单 的 构造 方差 分 量 近似 置信 区 间 的 方法 , 所 处 理 的 方差 
分 量 能 表示 为 均 方 的 线性 组 合 , BD 
60 — 9 cMS: (13.41) 


i=] 
当 每 个 均 方 MS, 的 自由 度 都 比较 大 , 并 且 (13.41) 式 中 的 所 有 c; 都 为 正 数 时 , Satterthwaite 
方法 非常 适用 . 但 是 , 经 常会 有 一 些 c; 是 负 的 . Graybill and Wang (1980) 提出 一 个 称 为 修正 
的 大 样本 方法 , 它 是 Satterthwaite 方法 的 一 个 非常 有 用 的 补充 . 车 (13.41) 式 中 的 所 有 c; 都 为 
正 数 , 则 ca 的 近似 100(1 一 a)% 的 大 样本 置信 区 间 为 


Q Q 
0a 一 P» G?R MS? < oo < 60 +4) "» H2c2MS? (13.42) 


1 
Pa fo0 NT Pica; 
注意 , 分 母 自 由 度 是 无 穷 的 F 随机 变量 等 价 于 一 个 卡 方 分 布 的 随机 变量 除 以 自身 的 自由 度 . 
现在 考虑 比 (13.41) 式 更 一 般 的 情况 , 其 中 的 常数 c; 没有 都 为 正 数 的 约束 , 这 可 以 表示 为 


其 中 


Gi; 一] 一 一 


L 


p Q 
ó9— 5;4MS;— Y, ceMS;j, G0 (13.43) 
+i 


Ting 等 人 (1990) 给 出 了 og 的 近似 100(1 — a}% 的 置信 下 限 为 
L—-6i- V/V, (13.44) 
其 中 


P Q P Q 
VL-LGIGMS;t L HjjMS? - Y, Y. Goce MSMS, 
i=l 7=P+1 P+1 


i=] j= 


P—1 P 
十 » x Gcic; M S; M 5S, 

i=] t-l1 

1 


iu Pica oo 
2 2 2 
OU c 1 - GIFS sg; Hj 


Gij 
] Fa tf 
z 2 2 2 
l (fi + fi) Gifi Gif : 
$B..—] ——-——--—-ij(P-1, P’ 
Gi; = | (x) Rf: Ff fi ( ) 


0, M po] 


这 些 结果 还 可 以 推广 到 方差 分 量 比值 的 近似 置信 区 间 . 关于 这 些 方法 的 完整 说 明 ， 参见 
Burdick and Graybill(1992) 这 一 优秀 专著 . 也 可 以 参见 本 章 的 补充 材料 . 
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例 13.9 为 说 明 修正 的 大 样本 方法 , 重新 考虑 例 13.7 中 的 三 因子 混合 模型 ,我 们 要 求 出 o2, 的 近似 
959558 4E DX [8]. 回顾 afp 的 点 估计 为 l 
.2 _ MSAp ~ MSanc _ 202.00 — 13.84 
ns en = G2) 


因此 , 用 (13.43) 式 的 记号 , el = ca = 5, H 


= 31.36 


jk 
ML 


1 
= 一 一 一 上 上 三 一 -一 
F0.95,12,oo 0.435 
— (Fo.o5,812 — 1)? — (G1)? F$ 05,512 — (H2)? 
F0.05,6,12 
01M 7 E 2y l 2 1.3 2 
_ (3.00 — 1) ues (3.00)? (133 _ a 


Gr12 


GT e 

由 (13.44) x, 
VL — G2c2MS2 p + H2c2M $2 po + Gizc1c2M SAgM SA BC 
= (0.524)? (1/6)? (202.00)? + (1.3)2(1/6)? (13.84)? 
-(—0.054) (1/6)(1/6) (202.00) (13.84) 

— 316.02 

所 以 o2, 的 近似 9576846: FRA 
L = 624 — VVL = 31.36 — v/316.02 = 13.58 

该 结果 与 F 精确 检验 关于 该 效应 的 结果 一 致 . 
13.7.3 ”方差 分 量 的 最 大 似 然 估计 


本 章 着 重 讲述 关于 方差 分 量 估计 的 方差 分 析 方 法 , 因为 方差 分 析 相 对 直接 并 且 用 的 都 是 常 
见 量 , 即 方 差分 析 表 中 的 那些 均 方 . 不 过 , 该 方法 也 有 一 些 缺 点 , 包括 有 时 会 给 出 负 的 方差 估计 . 
而 且 , 方差 分 析 方 法 其 实 是 一 种 矩 估 计 (moment estimator) 的 方法 ， 由 于 用 矩 估计 得 到 的 估计 
量 的 统计 性 质 一 般 不 太 好 , 数理 统计 学 家 一 般 不 喜欢 用 矩 估 计 , 数理 统计 学 家 更 愿意 使 用 的 参数 
估计 方法 是 最 大 似 然 法 (method of maximum likelihood). 这 种 方法 实施 起 来 I iE IER, 特 
列 是 对 于 实验 设计 模型 . 但 从 某 种 意义 来 讲 , 最 大 似 然 法 选 出 的 参数 估计 , 能 针对 具体 模型 与 具 
体 误差 分 布 , 使 样本 观测 结果 出 现 的 概率 最 大 化 . Milliken and Johnson(1984) 对 最 大 似 然 法 在 
实验 设计 模型 中 的 应 用 给 出 了 一 个 很 好 的 综述 . 

最 大 似 然 法 的 完整 介绍 超出 了 本 书 的 范围 , 但 它 的 基本 思想 还 是 容易 说 明 的 . 假设 x 是 一 
个 概率 分 布 为 f(x; 9) 的 随机 变量 , 其 中 6 是 未 知 参 数 , 设 r,r ors 是 有 个 观测 的 随机 
样本 , 则 该 样本 的 似 然 函数 (likelihood function) 为 


L(8) = f(z1:0) - f(x2;0) +--+ f(24;0) 


注意 , 似 然 函数 只 是 一 个 关于 未 知 参数 9 的 函数 , 6 的 最 大 似 然 估计 是 使 似 然 函数 L0) 达到 最 
大 的 的 值 . 
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为 说 明 该 方法 如 何 用 于 带 有 随机 效应 的 实验 设计 模型 , 考虑 a= b = n = 2 的 二 因子 模型 
此 模型 为 


Vijk = H +H Ti + B+ (7TH)i; + Eijk 
AP i= 1,2, j=1,2 A k=1,2. 任 一 观测 的 方差 是 


(ys) = ag — 02 05-025 +o? 


且 协 方差 为 
=0r+ogtole i=t j=j kk 
3 , oh af 
= 0. =i, Ej 
Cov ij ot F dnd 
(Vijk sj, ) — 02 ixXidj-y 
— () ETJET 


个 荡 把 观测 值 看 作 一 个 8 x 1 向 量 , 记 为 


W111 
3112 
Uy211 
i212 
121 
1122 
1221 
222 


而 方差 与 协 方差 可 以 表示 为 一 个 8 x 8 的 协 方差 矩阵 ; 


^ 
p 1 1 
出 21 E 


其 中 Ei, Foz, Di2, Xa = Dio 是 如 下 的 4 x 4 的 矩阵 ; 


2 2 2 2 2 2 
gy or + ost or [» pn Ur 
2 2 2 2 2 2 
| Oy 2s cr 
Mr ung SS 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 
g2 OF of 十 03 +o? T 


0 0 B cà 
H Ea 就 是 D 的 转 置 . 现 每 个 观测 都 服从 方差 为 cy 的 正 态 分 布 , 假定 所 有 N = abn 个 观 
SUBE EEG IE dS 2), 则 随机 模型 的 似 然 函 数 为 


2 2 2 2 1 1 ; Fas ; 
L(y, 07,08,078,0 ) 一 (2n)N72| x; 172 9XP |-itv 一 了 RH & (y -zw 
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其 中 ja 是 Nox 1 的 分 量 都 为 1 的 向 量 . ,02,08,078,0” 的 最 大 似 然 估计 是 使 似 然 函 数 取 到 
最 大 值 时 这 些 参数 的 取 值 . 另外 , 还 需要 将 方差 分 量 的 估计 约束 为 非 负 值 . 所 以 在 实际 中 , 我 们 
将 在 此 约束 下 最 大 化 似 然 函数 . 

由 最 大 似 然 法 估计 方差 分 量 的 计算 要 用 到 特定 的 计算 机 软件 . 一 些 通用 统计 软件 包 都 具有 
此 功能 . SAS 用 SAS PROC MIXED 来 计算 随机 或 混合 模型 中 的 方差 分 量 . 我 们 通过 将 PROC 
MIXED 用 于 例 13.2 和 13.3 中 的 二 因子 析 因 模型 , 来 说 明 PROC MIXED 的 使 用 . 

首先 考虑 例 13.2. 该 模型 是 一 个 二 因子 析 因 的 随机 效应 模型 方差 分 析 法 得 到 了 交互 作用 
效应 方差 分 量 的 一 个 负 的 估计 值 . 用 PROC MIXED 可 以 避免 方差 分 量 的 负 估 计 值 , 只 要 指定 
使 用 约束 (或 残 差 ) 最 大 似 然 估计 方法 (REML). REML 实际 上 约 东 方差 分 量 的 估计 为 非 负 值 . 

SAS PROC MIXED 需要 输入 模型 参数 的 协 方差 矩阵 . 随机 变量 相互 独立 的 随机 模型 的 协 
方差 结构 为 

02 了 0 0 
G=| 0 cil 0 (13.46) 


Ü gar 


其 中 了 是 单位 阵 ， 模 型 的 该 协 差 阵 结构 , 可 以 通过 在 PROC MIXED 中 RANDOM 语句 规定 
TYPE=structure option 来 实现 . 例 13.2 中 模型 的 协 方差 矩阵 结构 是 用 TYPE=SIM (PROC 
MIXED 中 的 默认 情形 ) 来 规定 的 , 它 规定 了 模型 参数 的 协 方差 矩阵 是 (13.46) 式 给 出 的 简单 
结构 . 

表 13.14 给 出 了 用 SAS PROC MIXED 对 例 13.2 中 实验 的 分 析 结 果 . 我 们 选择 了 方差 分 
量 估 计 的 REML 方法 . 输出 的 结果 被 标 上 了 数字 以 便于 下 面 进行 解释 . 

(1) 方差 分 量 估计 与 相关 输出 . 

(2) 协 方差 参数 . 类 似 于 模型 的 参数 : 62 162,624, 07. 

(3) 效应 的 方差 估计 与 残 差 方差 估计 的 比值 : 62/67. 

(4) 参数 估计 . 这 些 是 方差 分 量 的 REML 估计 值 62,62,624,67?. 要 注意 02,4 的 REML fi 
计 值 为 0. 

(5) 估计 的 标准 误 . 这 是 参数 估计 的 大 样本 标准 误 , se(62) = J/V(82). 

(6) 与 方差 估计 有 关 的 2 统计 量 : Z = 62/se(62). 

(D 算出 的 z 统计 量 的 P fü. 

(8) 用 于 计算 置信 区 间 的 a KF. 

(9) 关于 方差 分 量 的 100(1 — o)96 的 大 样本 正 态 理 论 置 信 区 间 的 下 限 与 上 限 : 


L =ô? — Za;5se(62), U = 62 + Zo jase(02) 


(10) f&vE BOXILIA 97 2:5BBE. 这 是 方差 分 量 信 计 的 大 样本 协 方差 矩阵 . 

(11) 用 于 比较 不 同 模 型 拟 合 程度 的 模型 拟 合 度量 . 

注意 , 用 SAS PROC MIXED 得 到 的 结 采 , 与 例 13.2 中 用 简化 模型 (没有 交互 作用 项 ) 拟 
合 数 据 时 所 给 出 的 结果 相当 一 致 . 

在 例 13.3 中 , 考虑 同样 的 实验 , 但 假定 操作 员 是 固定 因子 , 导出 一 个 混合 模型 . SAS PROC 
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MIXED 能 用 于 这 种 情况 的 方差 分 量 的 估计 . 假定 所 有 随机 变量 都 是 相互 独立 的 ( 即 无 约束 混合 


模型 ), 观测 值 的 协 方差 结构 为 


2 
— 02-02, +o 


i= ři j=jf k= k 


2 2 d Ti E mi r 
= 9 - o0; i=1,}=7,kÆk 
Cov(yijs s Veg) p ens ii (13.47) 
— Ug i x tJ =] 
=0 ai 


$ 13.14 £4 13.2 中 量具 可 重复 性 与 可 再 现 性 研究 分 析 的 SAS PROC MIXED 
输出 (使 用 方差 分 量 的 REML 估计 ) 


一 UUU 


The MIXED Procedure 


Class Level Information 


Class Levels Values 

PART 2012 3.4 56 7 B8 9 10 11 12 13 
14 15 16 i7 18 19 20 

ÜPERATUR 3 12 3 

REPLICAT 2 1 2 


Covariance Parameter Estimates (REML) 


2] [3] [4] 


is| [e] [zv [s [s] 


Cov Parm Ratio Estimate Std Errors Z Pr > |z| Alpha Lower Upper 
ÜPERATOR 0.01203539 0.01062922 0.03286000 0.32 0.7463 0.05 -0.0538 0.0750 
PART 11.60743820 10.25126446 3.37376878 3.04 0.0024 0.05 3.6388 16.8637 
PART*ÜPERATUR  -0.00000000 -0.00000000 
Residual 1.00000000 0.88316339 0.12616620 7.00 0.0000 0.08 0.6359 1.1304 
10] 
Asymptotic Covariance Matrix of Estimates 
Cov Parm OPERATOR PART PART*OPERATOR Residual 
OPERATOR 0.00107978 0.00006632 0.00000000 -0 . 00039795 
PART 0. 00006632 11.38231579 0.00000000 -0.00265287 
PART*(ÜPERATOR 0.00000000 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 
Residual -0. 00039795  -0.00265287 -0 . 00000000 0.01591791 


Model Fitting Information For VALUE 


Description Value 
Übservations 120.0000 
Variance Estimate 0.8832 
Standard Deviation Estimate 0.9398 
REML Log Likelihood -204,696 
Ákaike?'s Information Criterion -208.696 
Schwarz's Bayesian Criterion -214.254 


-2 REML Log Likelihood 409.3913 
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模型 参数 的 协 方差 矩阵 为 


2 
galat u (13.48) 


(这 是 在 调用 PROC MIXED 时 通过 选取 TYPE-SIM 规定 的 )，SAS PROC MIXED 对 例 
13.3 的 无 约 东 混合 模型 的 输出 列 在 表 13.15 中 . 这 次 仍然 采用 了 REML 方法 . 对 因子 “工件 ” 
的 方差 估计 与 采用 随机 模型 得 到 的 估计 非常 相似 . 另外 , 输出 中 还 包括 了 固定 效应 的 检验 . 
表 13.15 “量具 可 重复 性 与 可 再 现 性 研究 分 析 的 SAS PROC MIXED 
输出 其 中 操作 员 作 为 固定 效应 ， 使 用 方差 分 量 的 REML 估计 
The MIXED Procedure 


Covariance Parameter Estimates (REML) 


Cov Parm Ratio Estimate Std Error Z PR > |z| Alpha Lower Upper 
PART 11.60743876 10.25126472 3.37376895 3.04 0.0024 0.05 3.6388 16.8637 
PART*OPERATUR . 0.00000000  0.00000000 
Residual 1.00000000 0.88316337 0.12616620 7.00 0.0000 0.05 0.6359 1.1304 


Asymptotic Covariance Matrix of Estimates 


Cov Parm PART PART*OPERATOR Residual 
PART 11.38231693 0.00000000 . -0.00265287 
PART*ÜPERATOR 0.00000000 0.00000000 . -0.00000000 
Residual -0.00265287 O.00000000 . -0.01591791 


Model Fitting Information for VALUE 


Description Value 
Übservations 120.0000 
Variance Estimate 0.8832 
Standard Deviation Estimate 0.9398 
REML Log Likelihodd -204.729 
AKaike's Information Criterion -207.729 
Schwarz's Bayesian Criterion -211.872 
-2 REML Log Likelihood 409.4572 


Tests of Fixed Effects 
Source NDF DDF Type III F Pr > F 


OPERATOR 2 38 1.48 0.2401 


13.8 思考 d 


“13.1 一 家 纺织 三 有 很 多 织 布 机 . 假定 每 台 织 机 每 分 钟 产 出 的 布 相同 . 为 研究 该 假定 ， 随 机 选择 5 台 织 布 
机 , 并 记录 它们 在 不 同时 间 的 产量 . 所得 数据 如 下 : 
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织 布 机 产量 (1b/min) 
1 14.0 14.1 14.2 14.0 14.1 
2 13.9 13.8 13.9 14.0 14.0 
3 14.1 14.2 14.1 14.0 13.9 
4 13.6 13.8 14.0 13.9 13.7 
5 13.8 13.6 13.9 13.8 14.0 


(a) 解释 为 什么 这 是 一 个 随机 效应 实验 . 各 织 机 的 产 出 是 否 相 同 ?( 取 a = 0.05) 
(b) 估计 织 机 间 的 差异 . 
(c) 估计 实验 误差 方差 . 
(d) 求 oz2/(o2 -- o?) 的 95 包 置信 和 区间 . 
(e) 分 析 访 试验 的 残 差 ， 你 认为 该 方差 分 析 的 假定 条 件 是 天 满足 ? 
13.2 一 位 制造 商 怀疑 供 货 商 提供 的 各 批 原 料 在 含 钙 量 上 有 显著 差异 目前 仓库 里 有 许 包 不同 的 批 次 ， 从 
中 随机 选 出 5 批 进行 研究 . 一 位 化 学 家 对 每 批 做 5 次 测定 , 得 到 如 下 数据 : 


批 次 1 批 次 2 批 次 3 批 次 4 批 次 5 
23.46 23.59 23.51 23.28 23.29 
23.48 23.46 23.64 23.40 23.46 
23.56 23.42 23.46 23.37 23.37 
23.39 23.49 23.52 23.46 23.32 
23.40 23.50 23.49 23.39 23.38 

(a) 各 批 次 的 含 钙 量 有 显著 变化 吗 ? (W a= 0.05) 

(b) 估计 方差 分 量 . 


(c) K o2/(o2 +a?) 的 95 入 置信 区 间 . 
(d) 分 析 该 试验 的 残 差 . 方差 分 析 的 假定 条 件 是 否 满足 ? 

13.3 金属 加 工 车 间 有 几 只 炉子 用 于 加 热 金 属 样品 . 假设 所 有 炉子 都 在 同一 温度 上 工作 ,尽管 这 一 假设 不 
一 定 为 真 . 随机 选 出 3 只 炉子 , 测量 它们 的 加 热 温度 . 收集 到 的 数据 如 下 : 


炉子 d o m 
1 491.50 498.30 498.10 493.50 493.60 
2 488.50 484.65 479.90 477.35 
3 490.10 484.80 488.25 473.00 471.85 478.65 


(a) 炉子 间 的 温度 有 显著 差异 吗 ? ( 取 a = 0.05) 
(b) 估计 这 一 模型 的 方差 分 量 . 
(c) 分 析 该 试验 的 残 差 , 并 判断 模型 的 适合 性 . 

*13.4 Journal of the Electrochemical Society (Vol. 139, No. 2, 1992, pp. 924—532) 上 的 一 篇 论文 
提 到 一 个 研究 名 晶 硅 低压 气相 沉积 的 实验 . 该 实验 是 在 得 克 萨 斯 州 的 奥斯汀 的 Sematech 的 大 容 
量 反应 器 中 进行 的 ， 该 反应 器 有 多 个 晶片 位 置 ， 从 中 随机 选 出 4 个 . 响应 变量 是 膜 厚 的 均匀 度 ， 实 
验 进行 3 次 重复 , 数据 如 下 : 


晶片 位 置 均匀 许 
1 2.76 9.607 4.49 


2 
à 2.34 1.97 1.47 
4 
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(a) 晶片 位 置 有 显著 差异 吗 ? ( 取 a = 0.05) 
(b) 估计 由 于 晶片 位 置 造成 的 方差 . 
(c) 估计 随机 误差 分 量 . 
(d) 分 析 该 试验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 ， 

13.5 考虑 思考 题 13.4 中 的 气相 沉积 实验 . 
(a) 估计 均匀 度 响应 的 总 变异 . 
(b) 均 句 度 响应 的 总 变异 中 有 凶 少 是 由 反应 器 中 位 置 的 不 同 产 生 的 ? 
(c) 车 由 反应 器 中 不 同位 置 所 产生 的 变异 可 以 消除 ， 则 均匀 上 度 响应 的 变异 可 以 降低 到 何 种 程度 ? 你 
认为 是 这 种 下 降 显 着 吗 ? 

13.6 Journal of Quality Technology (Vol. 13, No. 2, 1981, pp. 111—114) 上 的 一 篇 论文 提 到 一 个 研 
究 4 种 化 学 漂白 剂 对 纸 桨 白 度 影响 的 实验 . 这 4 种 化 学 漂白 剂 是 从 太 量 的 漂白 剂 中 随机 地 选取 的 . 


数据 如 下 ; 
28 EURI 纸浆 日 度 
1 TT.199 74.466 02.746 76.208 82.876 
2 80.522 79.306 81.914 80.346 73.385 
3 79.417 T8.017 91.596 50.802 80.626 
4 78.001 78.358 TT.544 77.364 77.386 


(a) 漂白 剂 不 同类 型 间 有 显著 变化 吗 ? (W a = 0.08) 
(b) 估计 由 漂白 剂 类 型 产生 的 变异 . 
(c) 估计 由 随机 误差 产生 的 变异 . 
(d) 分 析 试 验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 
13.7 考虑 单 因 子平 衡 随 机 效应 方法 . 试 找 出 一 个 求 o2/(o2 + 0?) 的 100(1 一 a)96 的 置信 区 间 的 方法 . 
13.8 考虑 思考 题 13.1. 
(a) E o2 是 误差 方差 o7 的 4 倍 , 则 接受 假设 Ho 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 者 织 布 机 之 间 的 差异 大 得 足以 使 观测 值 的 标准 差 增 加 2096, 我 们 要 至 少 以 0.80 的 概率 检测 出 
这 一 变异 来 源 . 应 使 用 名 大 的 样本 量 ? 
"13.9 进行 一 项 实验 , 来 研究 一 个 测量 系统 的 能 力 . 随机 选取 10 个 工件 , 并 且 随 机 选 出 两 位 的 操作 员 各 自 
将 它们 重复 测量 3 次 . 测量 次 序 是 随机 的 , 数据 如 下 : 


操作 员 1 操作 员 2 

工件 编号 测量 值 测量 值 
1 2 3 1 2 3 
1 50 49 50 50 48 51 
2 52 52 51 51 51 51 
3 53 50 50 54 52 51 
4 49 51 50 48 50 51 
5 48 49 48 48 49 48 
6 52 50 50 52 50 50 
T 51 51 51 51 50 50 
8 52 50 49 53 48 50 
9 50 51 50 51 48 49 
10 4T 46 49 46 47 48 


“13.10 Hoof 和 Berman 的 一 篇 论文 ("Statistical Analysis of Power Module Thermal Test Equipment 
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“13.11 


13.12 


13.13 


*13.14 


13.15 


13.16 


13.17 


13.18 


13.19 


13.20 
13.21 


Performance," IEEE Transactions on Components, Hybrids, and Manufacturing Technology 
Vol. 11, pp. 516-5520, 1988) 描述 了 这 样 一 个 实验 ， 该 实验 研究 一 种 用 于 感应 电机 启动 器 的 功率 
模块 的 热 抗 能 力 (^C/wx100). 有 10 个 部 件 , 3 位 检验 员 , 重复 3 次 , 数据 如 下 表 所 示 ， 


检验 员 1 检验 员 3 

工件 检验 值 检验 值 
编号 1 J 3 ] 2 3 
1 37 38 37 41 42 41 
2 42 41 43 43 42 43 
3 30 31 31 29 30 28 
4 42 43 42 42 42 42 
5 28 30 29 31 29 29 
6 42 42 43 44 46 45 
7 25 26 2T 29 27 27 
8 40 40 40 43 43 41 
9 25 25 25 26 26 26 
10 35 34 34 35 34 35 


(a) 假定 工件 与 检验 员 都 是 随机 效应 ， 分 析 该 实验 的 数据 

(b) 用 方差 分 析 方 法 估计 方差 分 量 . 

青 考虑 思考 题 5.6 中 的 数据 . 假设 两 个 因子 (机 器 与 操作 员 ) 都 是 随机 选择 的 

(a) 分 析 该 实验 的 数据 . 

(b) 用 方差 分 析 方 法 计算 方差 分 量 的 点 估计 . 

再 考虑 思考 题 5.13 中 的 数据 . 假定 两 个 因子 都 是 随机 的 . 

(a) 分 析 该 实验 的 数据 . 

(b) 估计 方差 分 量 . 

假设 思考 题 5.11 中 炉 的 位 置 是 随机 选择 的 ， 从 而 是 一 个 混合 模型 实验 ， 在 此 新 假定 下 重新 分 析 访 
实验 的 数据 . 估计 合适 的 模型 分 最. 

重新 分 析 思 考题 13.9 中 的 测量 系统 实验 , 假定 操作 员 是 固定 因子 ， 估 计 合适 的 模型 分 是 

旦 新 分 析 思 考题 13.10 中 的 测量 系统 实验 , 假定 检验 员 是 固定 因子 ， 估 计 合适 的 模型 分 量 

思考 题 5.6 中 , 假设 只 对 4 台 机 器 感 兴趣 , 但 操作 员 是 随机 选择 的 ， 

(a) 哪 种 模型 是 适合 的 ? 

(b) 进行 分 析 并 估计 模型 分 量 . 

采用 约束 模型 的 假定 通过 计算 期 望 ， 求 出 二 因子 析 因 设计 的 混合 模型 的 各 均 方 的 期 望 值 将 你 的 
结果 与 (13.23) 式 中 给 出 的 期 望 均 方 进行 比较 ， 看 看 是 否 一 样 

考虑 例 13.6 中 的 三 因子 设计 . 给 所 有 的 主 效 应 和 交互 效应 提出 合适 的 检验 统计 量 . 对 A, B HE 
H C 随机 的 情况 重 做 一 次 . 

考虑 例 13.7 中 的 实验 . 对 A, B C 都 是 随机 的 情况 进行 分 析 . 

推导 表 13.11 中 的 期 望 均 方 . 

SHEFIBITWIBISER, 其 中 因子 A 有 a 个 水 平 , 因子 B 6 个 水 平 ,因子 C 有 。 个 水 平 因子 D 
有 d 个 水 平 , 有 n 次 重复 . 对 下 列 情况 求 出 平方 和 、 自 由 度 以 及 期 望 均 方 , 下 面 的 所 有 模型 都 假定 
是 约束 模型 . 可 以 使 用 诸如 Minitab 之 类 的 计算 软件 . 

(a) A, B, C, D 都 是 固定 因子 . 

(b) A, B, C, D 都 是 随机 因子 . 

(c) A 固定 , B, C, D 都 是 随机 的 . 

(d) A, B 固定 , 且 C 与 D 随机 . 


13.22 


13.23 


13.24 


13.25 


13.26 


13.27 


13.28 


13.29 


13.30 


13.31 


13.32 


13.33 


13.34 


13.35 
13.36 
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(e) A, B, C 固定 , D 随机 . 

所 有 的 效应 存在 精确 的 检验 法 吗 ? 如 果 不 是 , 给 那些 不 能 直接 检验 的 效应 提出 检验 统计 量 . 

重新 考虑 13.21 中 的 情况 (c), (d), (e). 假定 是 无 约 东 模型 , 求 出 期 望 均 方 . 可 以 使 用 诸如 Minitab 
之 类 的 计算 机 软件 . 将 这 些 结果 与 约 东 模型 的 结果 进行 比较 . 

在 思考 题 5.17 中 , 设 3 名 操作 工 是 随机 选取 的 ， 在 这 些 条 件 下 分 析 那 些 数 据 并 写 出 结论 .估计 方 


差分 量 . 
考虑 三 因子 析 因 模型 
i= 1,2,... ,a 
yijk = H + Ti + BS y (TH) + (YN € j= 1,2,...,b 
k—112 xen 


假定 所 有 因子 都 是 随机 的 , 写 出 包括 期 望 均 方 的 方差 分 析 表 . 给 所 有 的 效应 提出 恰当 的 检验 统计 量 . 
只 有 一 次 重复 的 三 因子 析 因 模型 是 

Vk = P+ Ti Bs ok c (0B) + (BY)yk + (rie + (r8Y)k + Eijk 
如 条 所 有 因子 都 是 随机 的 . 任 一 效应 都 能 检验 吗 ? 如果 不 存 在 三 因子 交互 作用 以 及 交互 作用 (7 有);j， 
能 检验 所 有 其 余 的 效应 吗 ? 
在 思考 题 5.6 P, 假设 机 器 与 操作 员 都 是 随机 选择 的 .确定 用 于 识别 机 器 效应 02 = o? 这 一 检验 
的 势 , 其 中 o2 是 机 器 因子 的 方差 分 量 . 重复 两 次 是 否 足 够 ? 
在 二 因子 混合 模型 的 方差 分 析 中 , 证 明 Cov[(r8);5, (78);5;] = —(1/a)o2,5, 155 t. 
证 明 在 任意 随机 或 固定 模型 中 , 方差 分 析 法 总 能 得 到 各 方差 分 量 的 无 偏 估计 . 
采用 通 前 的 正 态 性 假定 ， 推 寻 出 用 方差 分 析 法 会 得 出 负 的 方差 分 量 的 概率 的 表示 式 ， 由 此 结果 ， 写 
出 单 因 子 方差 分 析 中 得 到 o? < 0 的 概率 . 谈 谈 该 概率 结果 的 意义 . 
分 别 采 用 约 东 与 无 约束 混合 模型 ,分析 思 考题 13.9 中 的 数据 . 比较 两 种 模型 下 的 结果 . 
考虑 二 因子 混合 模型 , 证 明 固定 因子 均值 (如 A) 的 标准 误 为 [MYS4B /bn]!/?. 
考虑 思考 题 13.9 中 随机 模型 的 方差 分 量 . 
(a) K o? 的 精确 9596 置信 区 间 . 
(b) 用 Satterthwaite 法 求 其 他 方差 分 量 的 近似 0596 置信 区 间 . 
对 思考 题 5.6 中 描述 的 实验 , 假定 两 个 因子 都 是 随机 的 ， 求 o? 的 精确 9596 置信 区 间 ， 用 Sat- 
terthwaite 法 构造 其 他 方差 分 有 量 的 近似 95965. 置信 和 区间. 
考虑 思考 题 5.17 中 的 三 因子 实验 , 并 假定 操作 工 是 随机 选择 的 . 求 操作 工 方差 分 量 的 近似 0595 RI 
f&i bx [a]. 
Hi 13.7.2 节 介 绍 的 修正 的 大 样本 方法 重 做 思考 题 13.30. 比较 并 讨论 两 类 置信 区 间 的 差异 . 
用 13.7.2 市 介绍 的 修正 的 大 样本 方法 重 做 思考 题 13.32. 比较 并 讨论 这 种 置信 区 间 与 原来 得 到 的 
置信 区 间 的 差异 . 


581439 — HER AD&IT 


本 章 纲要 

14.1 —Sékde wi 14.5 dx Wu n RASSE 
14.1.1 统计 分 析 14.5.1 多 于 两 个 因子 的 型 区 设计 
14.1.2 iE E 14.5.2 Z2 Xp Wi 
14.1.3 Jj EE 14.5.3 WRR EH 
14.1.4 ERER 第 14 章 补充 材料 

14.2 一 般 的 m 级 千 套 设计 S14.1 ZERE 

14.3 ”会 被 套 因 子 和 交叉 因子 的 设计 514.2 BE EAE WW 

14.4. 裂 区 设计 


本 章 介 绍 两 类 重要 的 实验 设计 : EEH (nested design) RIZ DX igit (split-plot design). 
这 两 类 设计 在 工业 实验 设计 中 有 着 相当 广泛 的 应 用 . 它们 常常 含有 一 个 或 多 个 随机 因子 , 所 以 这 
里 将 用 到 第 13 章 中 介绍 的 一 些 概念 . 


14.1 ZR Ew 


在 某 些 多 因子 实验 中 , 一 个 因子 (例如 , 因子 B) 的 各 个 水 平 相对 于 另 一 个 因子 (例如 , 因子 
A) 的 各 个 水 平 而 言 , 相似 但 不 相同 . 这 样 的 设计 叫做 以 因子 B 的 水 平 被 套 在 因子 4 的 水 平 下 
FEE TERRA RET. 例如 , 考虑 一 家 公司 从 3 个 不 同 的 货主 手中 购买 原料 . 公司 想 确 定 各 个 
货主 供应 的 原料 的 纯度 是 否 相 同 . 从 每 位 货主 可 得 4 批 原料 ， 对 每 批 原料 要 进行 3 次 纯度 测量 . 
这 种 情况 画 在 图 14.1 P. 


Ei E 
a — Ap] [E 
Vui Wi hai Vial i1 13221 Yg] Wa LIT 321 1331 sat 
E Viia ma Mya Ma ha Ur 1532 Poya I2 Yat 15333 1342 
uiis V23 — isa Piaj ETE Wa a n3 ihia 1333 1h33 1h43 


图 14.1 二 级 概 赛 设计 


ZET RRERH, 批 次 被 套 在 货主 下 面 . 乍 一 看 , 你 可 能 会 问 为 什么 这 不 是 一 个 析 
AKRE? 车 这 是 析 因 实 验 , 则 批 次 1 总 是 归属 于 同一 批 , 批 次 2 总 是 归属 于 同一 批 , 等 等 . 现 
fe, 显然 不 是 这 种 情况 , 因为 每 位 货主 供应 的 批 次 只 属于 那 位 特定 的 货主 . 也 就 是 说 , 货主 1 供 
应 的 批 次 1 和 其 他 任何 一 位 货主 供应 的 批 次 1 没有 关系 , 货主 1 供应 的 批 次 2 和 其 他 任何 一 位 
货主 供应 的 批 次 2 没有 关系 , 等 等 . 为 了 强调 每 位 货主 供应 的 批 次 不 同 这 一 事实 , 也 可 以 重新 纺 
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£3 1,2,3,4 是 货主 1 供应 的 ; 5,6, 7, 8 是 货主 2 供应 的 ; 9, 10, 11, 12 是 货主 3 供应 的 , 如 
图 14.2 Br. 


图 14.2 —£EBCEBWBEILS—mg 


有 时 , 我 们 也 许 不 能 确定 一 个 因子 究竟 是 被 交叉 在 一 个 析 因 设计 中 还 是 被 杠 套 在 一 个 析 因 
设计 中 . 如 果 因 子 的 各 个 水 平 可 以 任意 地 如 图 14.2 那样 重新 编号 , 则 这 因子 就 是 被 嵌 套 的 , 


14.1.1 统计 分 析 


二 组 稻 套 设计 的 线性 统计 模型 是 
pq eis 
Yijk = H + Ti + Dj) + Edgy 38],2--,b (14.1) 
k —1,2,---,n 


也 就 是 说 , 因子 A 有 a 个 水 平 , 因子 B 的 5 个 水 平 被 套 在 A 的 每 个 水 平 下 , n 是 重复 数 . 下 标 
IO 表示 因子 B 的 第 7 个 水 平 被 嵌 套 在 因子 4 的 第 i 个 水 平 下 . 把 重复 试验 看 作为 被 柑 套 在 
AURI B 的 水 平 组 合 之 内 是 方便 的 , 这 样 一 来 , 下 标 (ij)k 表示 误差 项 . 因为 在 4 的 每 个 水 平 内 
B 的 水 平 数 相 等 以 及 重复 数 相等 , 所 以 这 一 设计 是 平衡 嵌 套 设计 . 因为 因子 B 的 每 个 水 平 不 能 
和 因子 4 的 每 个 水 平一 起 出 现 , 所 以 A 和 B 之 间 没 有 交互 作用 . 

可 以 把 总 的 校正 平方 和 写 为 
Y (yisk — 9) — 35 22 E (9i. — 9) - (B3. gi.) + Qe — ui. (14.2) 


i=l j=1 k=1 i=l j=1 k=1 


» J Y (mjr — V...) =bn Y UE 
m : (14.3) 


uo» 2 (Jii. 一 Fi.. )” + p 2 和 (Vus — Ju.) 
因为 3 T AESOGREUSUS SE. (14.3) 式 表明 , 总 的 平方 和 可 以 分 解 为 因子 4 的 平方 和 、 在 4 的 水 
平 下 因子 OB 的 平方 和 以 及 误差 的 平方 和 . 用 符号 表示 , 可 以 把 (14.3) 式 写 为 
SSr = SS4 + SSg(A) + SSE (14.4) 
其 中 55r 有 abn 一 1 个 自由 度 , SSA 有 a 一 1 个 自由 度 , S854; 有 a(b 一 1) 个 自由 度 , 误差 的 
自由 度 为 ab(n — 1). 注意 , abn — 1 = (a 一 1) 十 a(b 一 1) - ab(n — 1). 如 果 误 差 是 NID(0, o°), 
S TRE RI DLE (14.4). 式 右边 每 项 平方 和 除 以 它 的 自由 度 来 求 得 独立 分 布 的 均 方 , 使 得 任意 两 个 
均 方 的 比 服从 五 分 布 . 
用 来 检验 因子 4 和 因子 B 并 应 的 恰当 统计 量 依赖 于 ARI B 究竟 是 固定 的 还 是 随机 的 如 
RET 4 和 B 是 固定 的 , 我 们 假定 Dn — 0 M. Bi = 0(i — 1,2,.… ,a). 也 就 是 说 ,4 
i=1 j=] 
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的 处 理 效应 和 为 零 , 在 4 的 每 个 水 平 内 , B 的 处 理 效应 和 为 零 . 如 果 ANB 是 随机 的 , 则 可 以 
假定 r: 是 NID(0, 02) 以 及 8,5) 是 NID(0,o2). A 固定 B. 随机 的 混合 模型 也 很 常见 . 期 望 均 
方 可 以 直接 用 第 13 章 的 法 则 来 确定 . 表 14.1 给 出 了 这 些 情况 的 期 望 均 方 . 


表 14.1 二 级 做 大 设计 的 期 望 均 方 
E(MS) A 固定 , B 固定 A HE, B 随机 
E(MSA) e" FS TL : : 


A 随机 , B 随机 
c? 十 nos + bno? 


E(MSp(A)) c? 十 —R e c? + no? a? + na? 


E(M Sg) o z z 
ana Lu. 

* 14.1 表明 , WR 4 和 B 的 水 平 是 固定 的 ,Ho。: n — 0 用 MSA/MSg 检验 ， 而 
Ho: Bia — 0 则 用 MSBp(cay/M SE 检验 . 如 果 A 是 固定 因子 B 十 随 机 因子 , 则 Ho: 7; — 0 
用 MS4/MSg(4) 检验 , 而 Ho : o3 —0 用 MSp /MSg 检验 . 最 后 WE ANB 都 是 随机 
因子 , 则 检验 Ho : o? = 0 用 MS4/MSpa, 检验 Ho : 08 —0 Hl MSg(/MSg. 检验 方法 
概括 在 表 14.2 所 示 的 方差 分 析 表 中 . 这 些 平方 和 的 计算 公式 通过 展开 (14.3) 式 的 量 并 加 以 简 
化 就 可 求 得 . 它们 是 


Nn: y 
5 — = 2 mm 1 B 
SA bn A Ji.. abn (14.5) 
] 2 b 2 1 å 2 
SOBA) = z 25 2- Vi. — gn 25 Wi. (14.6) 
i-]j—1 T5 i=] 
a b n 3 ] a b 3 
Se= F E Eyr- —). Y Vij. (14.7) 
i-]j—1k—1 TL i —1 j=1 
ü b Th 2 y^ 
S Sr 一 ijik 一 一 一 一 14.8 
2 2- 2- TUR abn ( ) 
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方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 
A bn (gi. — g...)? 区 一 MSA 

A 内 的 B n5 » a. -— iji. )? a(b — 1) MSg(A; 
误差 2,252. (Vije — ij.) ab(n — 1) MSy 


起 和 22,2 gk — 9... ? abn — 1 
一 CC 
计算 S55p(4) 的 (14.6) 式 可 写 为 
b 


2, |1 2 Wi. 
SSn(A) x d 一 Vij. — Em 


i=l | ” j=1 


这 个 计算 公式 说 明 : ER SSara, 只 要 先 求 出 在 A 的 每 个 水 平 下 B 的 水 平 间 的 平方 和 , 然后 
再 对 4 的 所 有 水 平 求 和 即 可 ， 
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例 14.1 考虑 一 家 公司 , EA 3 位 不 同 的 货主 中 买 了 几 批 原料 .原料 的 纯度 差别 相当 大 ,这 在 制造 成 
品 时 会 引起 问题 . 我 们 想 要 确定 , 纯度 的 差异 性 是 否 归 因 于 货主 之 间 的 差异 . 从 每 位 货主 中 随机 选取 4 批 原 
料 , 每 批 进行 3 次 纯度 测量 . 当然 , 这 是 一 个 二 级 崩 套 设计 . 将 测量 数据 减 去 93 后 得 到 的 规范 数据 如 表 14.3 
Bros. 


X 14.3 8014.1 的 纯度 规范 数据 (规范 值 : yi 大 一 纯度 一 93) 


货主 1 货主 2 货主 3 
I 9-4 
上 2 g 1 O0 =1 3 -2 1 3 
=i  -3 0 4 —2 4 0 3 4 D--- 2 
D  —4 1 0 2957 OM s 1 Y 2 2. 1 
批 次 总 和 — yu. 0 -9 -1 5 -4 6 -3 5 6 0 2 6 
货主 总 和 yi. —5 4 14 
算得 的 平方 和 如 下 ， 
SS D 人 $ : "n = 153.00 一 ur = 148.31 
di Mem ijk — as 36 | — 
SS : » 2 Jg 1 [一 5) + (4)? + (14)2] 一 (13)* 一 15.06 
AT L £46. abn E (4)(3) i 36 n 
SS m Y i ys pi 
BU ned bud 
Ui 


UE L 
SSg — 55 D D Un 一 ue» D > Vi. — 153.00 — 89.67 — 63.33 


A255 RUE 14.4. 货主 是 固定 的 , 批 次 是 随机 的 , 所 以 期 望 均 方 可 由 表 14.1 中 间 一 列 求 得 .为 方便 起 见 ， 
TEX 14.4 中 重 写 这 一 列 . 通过 查看 P 值 知道 , 货主 对 纯度 没有 显著 性 的 效应 , 但 是 , 同一 货主 供应 的 各 批 
次 原料 间 的 纯度 有 显著 性 差异 . 


表 14.4 5| 14.1 的 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 期 望 均 方 均值 Fo P 值 
货主 15.06 2 7.53 o? + 302 657 7? 0.97 0.42 
批 次 {货主 内 的 ) 69.92 9 TAY c? 4 302 2.94 0.02 
误差 63.33 24 2.64 c? 
总 和 148.31 35 


——————MMM————————————ÓÉ——ÉÉ————ÉÓÉ 

这 一 实验 的 实际 意义 和 分 析 十 分 重要 . 实验 者 的 目的 是 寻找 原料 纯度 变异 性 的 来 源 . 如 果 它 
是 来 目 货主 间 的 差异 , 则 可 以 选择 “最 好 的 ”货主 来 解决 此 问题 . 但 是 , 这 种 解决 问题 的 办 法 在 
此 处 不 适用 , 因为 变异 性 的 主要 来 源 是 货主 内 各 批 原料 纯度 之 间 的 差异 . 因此 , 我 们 要 解决 这 个 
问题 , 就 必须 和 货主 一 起 努力 来 减少 他 们 各 批 次 之 间 的 变异 . 这 就 可 能 涉及 改进 货主 的 生产 过 程 
或 他 们 内 部 的 质量 保证 系统 . 
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如 采 我 们 错误 地 将 这 一 设计 作为 二 因子 析 因 实验 来 分 析 , 将 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 如 果 认 为 批 

次 与 货主 是 交叉 的 , 对 有 3 次 重复 的 每 一 批 次 x 货主 单元 求 得 批 次 的 总 和 是 2, -3, -2 16. 这 

样 一 来 , 就 可 算出 批 次 的 平方 和 与 交互 作用 的 平方 和 . 假定 是 混合 模型 , 完全 析 因 的 方差 分 析 如 

表 14.5 所 示 . 


表 14.5 例 14.1 的 二 级 檬 塞 设 计 作 为 析 因 设计 的 错误 分 析 (SEAE, 批 次 随机 ) 


方差 来 源 平方 和 自由 度 期 望 均 方 Fo P 1H 
货主 (S) 15.06 2 7.53 1.02 0.42 
HE (B) 25.64 3 8.55 3.24 0.04 
Sx B 交互 作用 44.28 6 7.38 2.80 0.03 
误差 63.33 24 2.64 
总 和 148.31 35 


此 分 析 表 明 , 批 次 有 显著 性 差异 ， 且 批 次 与 货主 间 的 交互 作用 也 是 显著 的 . 但 是 , HEX x fh 
主 交 互 作用 难于 给 出 实际 的 解释 , 例如 . 这 一 显著 性 效应 意味 着 货主 效应 在 不 同 的 批 次 间 是 变化 
的 吗 ? 还 有 , 这 一 显著 性 的 交互 作用 与 不 显著 的 货主 效应 一 起 会 导致 分 析 者 得 出 这 样 的 结论 ， 即 
货主 实际 上 是 有 差异 的 ， 但 它们 的 效应 被 显著 性 的 交互 作用 掩饰 起 来 了 . 

计算 

一 些 统计 软件 包 可 以 处 理 幅 套 设计 的 分 析 . 表 14.6 给 出 了 Minitab 中 (使 用 约束 模型 ) 的 
平衡 ANOVA 过 程 的 输出 结果 , 这 个 数值 结果 与 表 14.4 的 手工 计算 结果 一 致 . Minitab 还 在 表 


14.6 的 下 半 部 分 给 出 了 期 望 均 方 . 注意 符号 Q1] 古代 表 货 主 的 固定 效应 的 平方 项 , 用 我 们 的 记 
SE: 


»- 
Qi) = = 


3 14.6 14.1 的 Minitab (Balanced ANOVA) 输出 结果 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels values 
Supplier fixed 3 1 2 3 
Batch (Supplier) random 4 1 2 3 4 


Analysis of Variance for Purity 


Source DF So MS F P 

Supplier 2 15.056 7.528 0.97 0.416 

Batch (Supplier) 9 69.917 7.769 2.94 0.017 

Error 24 63.333 2.639 

Total 35 148.306 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using restricted model) 

1 Supplier 2 (3) + 3(2) + 12Q(1] 

2 Batch (Supplier) 1.710 3 (3) + 3(2 


3 Error 2.639 (3) 
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d 3 
因此 , FH Minitab 中 的 固定 效应 项 表示 货主 的 期 望 均 方 是 1291] = 12 X T2/(3—1)— 6» T2, 
这 与 表 14.4 中 的 列表 算法 是 一 致 的 ， 

有 时 候 手头 没有 特别 为 嵌 套 设计 编 的 计算 机 程序 , 则 注意 比较 表 14.4 MR 14.5 可 知 : 
95SP 十 5935x 昌 一 25.64 + 44.28 = 69.92 = JIBS) 
也 就 是 说 , 货主 内 批 次 的 平方 和 由 批 次 的 平方 和 与 批 次 x 货主 交互 作用 的 平方 和 所 组 成 . 其 自 


由 度 有 类 似 的 性 质 , 也 就 是 说 ， 


批 次 ” 批 次 x 货主 ”货主 内 的 批 次 
z E EE MEE MN 


因此 , Ar xXUBTER EVE VE SCBURRUT t. n] ARARE, RUEHEASOEOEEDNCT I]. "EUNT 1i 
WEEDS T RUCRE UAI T HIA TE FH AHERE. 


14.1.2 ”诊断 检测 
诊断 检测 所 用 的 主要 手段 是 残 差 分 析 . 二 级 嵌 套 设计 的 残 差 是 
Eijk — Vijk — Üijk 
而 拟 合 值 是 
Üuk = B + Tc ita) 
如 果 对 模型 参数 加 上 通常 的 限制 974-0 ME Â= 1— 12,2, MA E 
i j 
Nic Was Bc = Jy. 一 Ji. 于 是 拟 合 值 是 
Dijk = Y... + (pi. — 9...) + (Fij. — i.) = Yiz. 
这 样 一 来 , ZARE ARE E 
Eijk — Yijk — Vi. (14.9) 
其 中 yg. 是 各 批 次 平均 值 . 
例 14.1 中 纯度 的 观测 值 、 氢 合 值 以 及 残 差 的 数据 如 下 表 . 


观察 值 viis WME fije = Jij. eijk = Vijk — Vig LEE yis 拟 合 值 gu = da. Cijk = Vijk — Tij. 


1 0.00 1.00 4 1.67 2.33 
—]1 0.00 — 1.00 0 1.07 — 1.67 
0 0.00 0.00 1 —1.33 2.33 
—2 —3.00 1.00 | 235 —1.33 —0.67 
-3 —3.00 0.00 | -3 —1.33 —1.67 
—4 —3.00 —1.00 0 2.00 —2.00 
-2 —0.33 —1.67 4 2.00 2.00 
0 —0.33 0.33 | 2 2.00 0.00 
1 —0.33 1.33 | _1 —1.00 0.00 


1 1.67 —0.67 Ü —1.00 1.00 
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( 续 ) 
WMR vi 拟 合 值 Dux = Jij. cije = Vijk 一 Jij. WEH Vijk WE Duk = Wu. Eijk = Yijk — Vs 
—2 — 1.00 —1.00 | 0 0.00 0.00 
Ü 1.67 — 1.67 2 0.00 2.00 
3 1.67 1.33 1 0.67 0.33 
2 1.67 0.33 | —1 0.67 —1.67 
2 2.00 0.00 | 2 0.67 1.33 
4 2.00 2.00 3 2.00 1.00 
0 2.00 —2.00 | 2 2.00 0.00 
—2 0.00 — 2.00 1 2.00 — 1.00 


通常 的 诊断 检测 一 一 包括 正太 概率 图 、 检 测 离 群 值 和 画 出 拟 合 值 与 残 差 的 关系 图 现在 都 
可 进行 了 . 作为 说 明 , 图 14.3 画 出 了 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 以 及 残 差 与 货主 因子 水 平 的 关系 图 . 


2 2 
W ] s 
SS | E 
| boue. p TERN 
—9 2 
S v a 0 1 2 1 2 3 
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(a) 预测 值 与 残 差 的 关系 图 (b) 货主 与 残 差 的 关系 图 


图 14.3 例 14.1 HREH 


在 例 14.1 所 描述 的 那 种 情形 下 , 残 差 图 因 其 包含 的 附加 诊断 信息 而 特别 有 用 . 例如 , 方差 
分 析 显 示 所 有 货主 供应 的 原料 的 纯度 平均 值 没有 显著 差异 ， 但 批 次 之 间 的 差异 有 统计 上 的 显著 
性 (Bl cs > 0). 但 是 所 有 货主 的 批 内 差异 都 相同 吗 ? 事实 上 我 们 假设 了 它们 都 相同 , 如 果 这 个 
假设 不 成 立 , 我 们 当然 也 想 了 解 它 ， 因为 这 对 实验 结果 的 解释 有 着 相当 大 的 实际 影响 . 图 14.3b 
给 出 了 残 差 与 货主 的 关系 图 , 它 很 简单 , 但 对 这 个 假设 的 检验 很 有 效 因为 所 有 3 个 货主 的 残 差 
分 布 大 致 相同 , 所 以 我 们 可 以 认为 , 所 有 这 3 个 货主 的 批 次 之 间 的 纯度 差异 大 致 一 样 
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对 随机 效应 情形 , 方差 分 析 法 可 用 来 估计 方差 分 量 o? c3, 02. 由 表 14.1 最 后 一 列 的 期 望 
均 方 , 得 


6* — MSg (14.10) 
. MS — MS 

ó5 一 E 2 (14.11) 
. MS4— MS 

ói- 一 (14.12) 


很 多 媒 套 设计 的 应 用 涉及 主因 子 (A) 固定 、 被 堪 套 因子 (B) 随机 的 混合 模型 ， 这 就 是 例 
14.1 所 描述 的 情形 ; 货主 (因子 A) 是 固定 的 , 而 原料 的 批 次 (因子 B) 是 随机 的 . 货主 的 效应 可 
估计 为 
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E E E I E 
m =p. — Y. 6 36 
EE” A 13 -1 
Icd ee qe 196. e 
4 13 29 
T3 = fja.. —9.— 192 36^ 36 


为 估计 方差 分 量 o? 和 o5, 我 们 删 去 方差 分 析 表 中 属于 货主 的 那 一 行 , 并 应 用 方差 分 析 信 计 法 


于 男 外 两 行 , 得 
8^ = MSp = 2.64 
8? De M Sg(A) = MSE EP TTT zx 2.64 
加 一 ”一 TM ——————— 
" 3 


这 些 结果 也 在 表 14.6 中 Minitab 输出 的 下 半 部 分 给 出 , 从 例 14.1 的 分 析 , 我 们 知道 : r 与 零 没 
有 显著 性 差异 , 而 方差 分 量 o3 则 远大 于 零 


14.1.4 交错 人 嵌 套 设计 


嵌 套 斌 计 的 应 用 中 可 能 会 碰 到 这 种 问题 , 有 时 为 了 在 最 上 层 处 得 到 数目 比较 合理 的 自由 度 ， 
我 们 可 以 在 较 低 层 去 掉 很 名 (也 许 非常 多 的 ) 自由 度 . 例如 , 假设 我 们 对 多 份 不 同 材料 研究 化 学 
分 析 的 差 寞 , 我 们 计划 对 每 份 材料 取 5 个 样品 , 每 个 样品 测量 两 次 , 如 果 想 要 估计 材料 的 方差 分 
量 , 不 妨 从 中 选择 10 份 不 同 的 材料 , 于 是 材料 有 9 个 自由 度 , 样品 有 40 个 自由 度 , 测量 有 50 
个 自由 度 . | 

避免 这 样 做 的 一 种 方法 是 使 用 一 种 特殊 的 不 平衡 嵌 套 设计 , 称 之 为 交错 嵌 套 设计 (staggered 
nested design). 图 14.4 给 出 了 交错 竺 套 设计 的 一 个 例子 . 注意 , 每 份 材料 只 取 两 个 样品 , 其 中 
一 个 样品 被 测量 两 次 , 而 另 一 个 样品 只 被 测量 一 次 . 如 果 共 有 a 份 材料 , 则 材料 ( 即 一 般 情 况 下 
EE) 有 a 一 1 个 自由 度 , 且 所 有 下 层 都 恰 有 a 个 自由 度 . 关于 这 种 设计 的 更 多 使 用 和 分 析 ， 
参见 Bainbridge (1965), Smith and Beverly (1981), 以 及 Nelson (1983,1995a,1995b). 本章 的 
补充 阅读 材料 中 给 出 了 一 个 交错 嵌 套 设计 的 完整 例子 . 
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图 14.4 ”一 个 三 级 交错 嵌 套 设计 


14.2 ”一般 的 m RES iit 


14.1 市 的 结果 容易 推广 到 m 个 完全 被 套 因 子 的 情形 . 这 种 设计 叫做 m. eR, 作为 
一 个 例子 , 设 和 铸造 三 要 研究 两 种 不 同 配方 合金 的 硬度 . 每 种 合金 配方 各 炼 3 炉 , 从 每 炉 中 随机 选 
KARR, 从 每 块 铸件 上 测量 硬度 两 次 . 图 14.5 说 明了 这 种 情况 . 
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图 14.5 =E 

在 此 实验 中 ， 炉 次 被 嵌 套 在 合金 配方 因子 的 水 平 下 ， 铸 块 被 嵌 套 在 炉 次 因子 的 水 平 下 . 因此 ， 

这 是 有 两 次 重复 的 三 级 谤 套 设计 . 
一 般 三 级 赚 套 设计 的 模型 是 


sd 


j — l, 2, ico ,0 
Vijkt = H + Ti Duo t Yetiz + € (ijk)l (14.13) 
k= 1,2,- ec 
l = ], 2,.. 中 (TL 


就 我 们 的 例子 来 说 , 7; 是 第 i 种 合金 配方 的 效应 ， Bio 是 第 i 种 合金 的 第 j 炉 的 效应 ， ?xd 是 
P k 块 铸 块 在 第 i 种 合金 的 第 j 炉 下 的 效应 ， Ejk 是 通常 的 NID(0, a?) 误差 项 . 这 一 模型 可 
直接 推广 至 m 个 因子 的 情形 . 

在 上 面 的 例子 中 , 硬度 的 总 变异 性 由 3 个 分 量 组 成 ， 一 个 由 合金 配方 所 得 , 一 个 由 炉 次 所 得 ， 
发 一 个 由 分 析 测 试 误差 所 得 . 硬度 总 变异 性 的 这 些 分 量 可 用 图 14.6 来 说 明 . 


合金 配方 的 变异 性 


平均 硬度 。 观测 到 的 硬度 
图 14.6 —HUdeUH PIT 77; 35 3e 
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这 个 例子 说 明了 巍 套 设计 是 如 何在 分 析 过 程 中 用 来 识别 输出 中 变异 性 的 主要 来 源 的 . 例如 ， 
如 果 合金 配方 方差 分 量 较 大 , 就 意味 着 总 硬度 变异 性 可 以 只 用 某 种 合金 配方 来 减少 . 

m 级 嵌 套 设计 的 平方 和 的 计算 法 及 方差 分 析 和 14.1 节 介 绍 的 分 析 方 法 相同 . 例如 , =R 
套 设计 的 方差 分 析 见 表 14.7, 平方 和 的 计算 公式 亦 列 在 此 表 内 . 它们 是 二 级 共 套 设计 计算 公 邢 的 
简单 推广 . 


X 14.7 IS A&Wi B7 x54 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 
A bcn Y. (9s... — 9... dd MSA 
B(A 内 的 ) en Y Y o. = Ta)? a(b —1) MSp(A) 
C(B 内 的 ) n2, 2 > kc 9 u^ ab(c — 1) MSc) 
Bx DEE nr.) abc(n — 1) MSE 
总 和 2 x > > (Viski — F... abcn — 1 


为 了 确定 恰当 的 检验 统计 量 , 必须 用 第 13 章 的 方法 来 求 期 望 均 方 . 例如 , n EDIT. AM B 
是 固定 的 , 因子 C 是 随机 的 , 则 可 以 像 表 14.8 所 列 的 那样 来 推导 出 期 望 均 方 . 这 张 表 给 出 了 此 
种 情况 的 恰当 检验 统计 量 . 


表 14.8 AM BEAZ. C 随机 的 三 级 赚 套 设计 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Ti c? + no2 十 acu ^ 
P a-—1 " 
Pit) g? 十 nc? 4- — (n 
Tk(ij) o? 十 na? 
EL(ijk) g* 


14.3 ” 含 被 套 因 子 和 交叉 因子 的 设计 


有 时 , 在 多 因子 实验 中 , 一 些 因子 是 交叉 的 , 而 另 一 些 因子 是 被 套 的 . 有 时 称 这 类 设计 为 赃 
套 析 因 设 计 (nested-factorial design). 下 面 的 例子 用 于 说 明 有 3 个 因子 的 这 种 设计 的 统计 分 析 . 

例 14.2 一 位 工业 工程 师 研 究 在 印刷 电路 板 上 手工 嵌入 电子 元 件 ， 以 求 改 进 装 配 速度 . 他 设计 了 看 来 
有 前 景 的 3 种 装配 夹具 和 2 种 工作 场所 布局 . 需要 操作 工 来 进行 装配 ,人 们 决定 对 每 种 夹具 -布局 组 合 随机 
选用 4 位 操作 工 . 但 是 , 因为 工作 场所 位 于 车 间 内 不 同 的 位 置 ， 人 们 难于 对 每 种 布局 选用 同样 的 4 位 操作 工 
进行 工作 . 因此 , 给 布局 | 选用 的 4 位 操作 工 和 给 布局 2 选用 的 4 位 操作 工 不 相同 . 因为 只 有 3 种 夹具 和 
2 a 而 操作 工 是 随机 选取 的 ,， 这 是 一 个 混合 模型 . SHE 以 随机 顺序 进行 有 两 次 重复 的 实 

验 . 以 种 为 单位 测 得 装配 时 间 如 表 14.9 所 示 . 

在 这 一 实验 中 ,操作 工 被 嵌 套 在 布局 的 水 平 内 ， 而 夹具 和 布局 是 变 叉 的 ， 这样 一 来 , 此 设计 既 有 被 套 因 
子 又 有 区 叉 因 子 , 其 线性 模型 是 
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[21,23 
21:2 
Wijkl = M t Ti Bj egy t (Bg + Unix) + £igky pon 294 (14.14) 
| — 1,2 
514.0 £4 14.2 的 装配 时 间 数 据 
MES — un —— OSEE LS I a LM o 00 o X. 
1 2 3 4 1 2 -+ 3 4 
ZH] 22 23 28 25 26 27 28 24 404 
24 24 29 23 28 25 25 23 
XR 2 30 29 30 27 29 30 24 28 447 
27 28 32 25 28 27 23 30 
2i 4 27 26 27 26 24 28 401 
XA 3 i s 25 23 25 24 27 27 
操作 工 总 和 yjyk 149 — 150 — 171 149 163 159 151 160 
布局 总 和 yj.. 619 633 1 252=y.... 


其 中 on 是 第 i 种 夹具 的 效应 ，B; 是 第 j HARRAN, wo) 是 在 第 j 种 布局 水 平 内 第 大 个 操作 工 的 效 
Y, (rB);; ERR x 布局 交互 作用 ， Cr7jikt 是 布 局 内 的 夹具 x 操作 工交 互 作用 ， ElijkYt 是 通常 的 误差 
项 . 注意 , 不 存在 布局 x 操作 工交 互 作用 ， 因 为 每 个 操作 工 不 能 使 用 所 有 的 布局 . 同 理 , 不 存在 三 因子 交互 
作用 夹具 x 布局 x WEI X 14.10 给 出 了 用 第 13 章 中 的 方法 并 假定 是 在 约束 混合 模型 下 得 到 的 期 望 
均 方 . 查阅 这 张 表 就 可 求 得 任 一 效应 或 交互 作用 的 恰当 检验 统计 量 . 


表 14.10 例 14.2 的 期 望 均 方 
模型 项 期 望 均 方 


Ti c* 202. -8)7 72 
8j a? -F 602 HAE 82 
Tk(3) a? + 602 
(TB); o? +202, AY Y. (08)2; 
(T?)ik(j) o? -- 202, 
€ (i jk)t c^ 


完整 的 方差 分 析 见 表 14.11. 可 以 看 到 , 装配 夹具 是 显著 的 , 布局 内 的 操作 工 也 有 显著 差异 布局 内 夹具 和 操 
作 工 之 间 也 有 显著 的 交互 作用 , 这 表明 , 不 同 夹具 的 效应 对 所 有 操作 工 说 来 也 不 是 相同 的 . 工作 场所 布局 看 
起 来 对 装配 时 间 只 有 很 小 的 效应 . 因此 , 要 使 装配 时 间 最 小 , 我 们 应 该 集中 于 夹具 类 型 1 和 3. (注意 表 14.9 
的 夹具 总 和 , 夹具 类 型 1 和 3 比 类 型 2 较 小 . 夹具 类 型 的 均值 差 可 以 用 多 重 比 较 法 来 正式 检验 ) XH, 操 
作 工 和 夹具 之 间 的 交互 作用 意味 着 使 用 相同 的 夹具 时 ， 某 些 操作 工 比 另外 的 操作 工效 率 高 这 类 操作 工 - 夹 
上 效应 多 半 可 单独 处 理 , 比如 对 操作 工 可 以 重新 培训 以 提高 他 们 的 技能 . 


X 14.11 例 14.2 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 值 
夹具 (F) 82.80 2 41.40 7.54 0.01 
布局 (L) 4.08 1 4.09 0.34 0.58 
操作 工 (RAI), OCL) 71.91 6 11.99 5.15 «0.01 
FL 19.04 2 9.52 1.73 0.22 
FO(CL) 65.84 12 5.49 2.36 0.04 
误差 56.00 24 2.33 
总 和 299.67 47 
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计算 

一 些 统计 软件 包 可 以 很 容易 地 分 析 套 析 因 设计 , 包括 Minitab 和 SAS. 在 约 东 形式 的 混合 
模型 假定 下 , 表 14.12 给 出 了 例 14.2 的 Minitab(Balanced ANOVA) 输出 . 位 于 表 14.12 的 下 
半 部 分 的 期 望 均 方 与 表 14.10 给 出 的 结果 一 致 . QU], Q[3], Q[4] 分 别 是 布局 、 夹具 以 及 布局 x 
夹具 的 轩 定 效应 . 方差 分 量 的 估计 是 : 


操作 工 (布局 ) : 2 = 1.609 
夹具 x BFL (布局 ) : Jc. = 1.576 
误差 ; o? — 2.333 


表 14.12 使 用 约束 模型 对 例 14.2 的 Minitab Balanced ANOVA 的 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 

Layout fixed 2 1 2 

Üperator (Layout) random 4 1 2 3 4 
Fixture fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Time 


source DF S2 MS F P 
Layout 1 4.083 4.083 0.34 0.581 
Üperator (Layout) 6 71.917 11.986 5.14 0.002 
Fixture 2 82.792 41.396 7.55 0.008 
Layout*Fixture 2 19.042 9.521 1.74 0.218 
Fixture*Üperator (Layout) 12 65.833 5.486 2.35 0.036 
Error 24 56.000 2.333 

Total AT 299.667 


Expected Mean Square 


Variance Error for Each Term (using 


Source component term restricted model) 

1 Layout 2 (6) + 6(2) + 24Q[1] 
2 Üperator (Layout) 1.609 6 (6) + 6(2) 

3 Fixture 5 (6) + 2(5) + 16Q[3] 
4 Layout*Fixture 5 (6) + 2(5) + 80 [4] 
5 Fixture*Üperator (Layout) 1.576 6 (6) * 2(5) 

6 Error 2.333 (6) 


———— E 

R 14.13 给 出 了 Minitab 使 用 无 约束 形式 的 混合 模型 对 例 14.2 的 分 析 . 在 这 张 表 的 下 半 部 
分 给 出 的 期 望 均 方 与 使 用 约束 模型 得 到 的 报告 结果 略 有 差异 , 于 是 对 操作 工 (布局 ) 因子 的 检验 
统计 量 的 构造 也 略 有 不 同 . 特别 地 , 在 约束 模型 中 操作 工 (布局 ) 的 正比 的 分 母 是 夹具 x 操作 
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T (布局 ) 的 交互 作用 (误差 项 自由 度 是 12), 而 在 无 约束 模型 中 P 比 的 分 母 是 布局 x 夹具 的 交 
互 作用 (RMA HRE 2). 因为 M Susxn > MSsnxar sms 它 的 自由 度 比较 少 , 所 以 布 
局 效应 内 的 操作 工 只 在 12% 水 平 下 是 显著 的 (在 约束 模型 分 析 中 相应 的 P 值 是 0.002). JEB, 
2j 2:5 BH VW. 53 = 1.083 较 小 . 然而 , 因为 有 着 很 大 的 夹具 效应 和 显著 的 夹具 x 操作 工 (布局 ) 
交互 作用 , 我 们 仍然 怀疑 这 里 存在 着 操作 工效 应 , 所 以 这 个 例子 得 到 的 实际 结论 不 会 因为 选择 了 
很 合 模型 的 约束 形式 或 者 无 约束 形式 而 受到 很 大 的 影响 . QU. 4] 和 Q[3, 4] 是 包含 布局 x 夹具 
这 个 交互 效应 的 固定 类 型 的 平方 项 . 


表 14.13 ”使 用 无 约束 模型 对 例 14.2 的 Minitab Balanced ANOVA 的 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 

Layout fixed 2 1 2 

Operator (Layout) random 4 1 2 3 4 
Fixture fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Time 


Source DF SS MS F P 

Layout 1 4.083 4.083 0.34 0.581 

Üüperator (Layout) 6 71.917 11.986 2.18 0.117 

Fixture 2 82.792 41.396 T.55 0.008 

Layout*Fixture 2 19.042 9.521 1.74 0.218 

Fixture*Üperator (Layout) 12 65.833 5.486 2.35 0.036 

Error 24 56.000 2.333 

Total 4T 299.667 

Source Expected Mean Square 
Variance Error for Each Term (using 
component term restricted model) 

1 Layout 2 (6) + 2(5) + 6(2) + Q[1,4] 

2 Üperator (Layout) 1.083 5 (6) + 2(5) + 6(2) 

3 Fixture 5 (6) + 2(5) + Q[3,4] 

4 Layout*Fixture 5 (6) + 2(5) + 日 [4] 

5 Fixture*Üperator 

(Layout) 1.576 6 (68) + 2(5) 
6 Error 2.333 (6) 
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如 果 手 头 没 有 像 SAS 或 Minitab 这 类 软件 ， 分 析 析 因 实验 的 计算 程序 也 可 以 用 来 分 析 有 被 
套 因子 和 交叉 因子 的 设计 . 例如 , 例 14.2 可 考虑 为 三 因子 析 因 设计 , 以 夹具 (F), 操作 工 (O) 以 
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及 布局 (L) 作为 因子 . 然后 , 将 析 因 设计 分 析 所 得 的 某 些 平方 和 与 自由 度 合并 起 来 , FJIRSCEES 
子 和 交叉 因子 设计 所 需 的 合适 量 , n PX. 


析 因 分 析 套 析 因 分 析 

平方 和 自由 上 度 平方 和 B HS 
SSF 2 DOF 2 
SSE 1 SS, l 
SSPE 2 SSPE 2 
SSo 3 

SSro 3 SSorr = 550 + SSro 6 
S5S5po 6 

SSPFOL 6 S5ro(L) 一 SIFO t ISFOL 12 
SSE 24 55g; 24 
SST 47 SS5T AT 
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在 有 些 多 因子 析 因 实验 中 ,我们 也 许 不 能 使 试验 顺序 做 到 完全 随机 化 . 这 种 情况 导致 了 析 因 
设计 的 一 种 推广 , 叫做 有 裂 区 设计 (spPlit-plot design). 

举 个 例子 , 有 家 造 张 厂 针对 3 种 不 同 的 纸浆 配制 方法 和 4 种 不 同 的 纸浆 燕 者 温度 , 想 要 研 
究 这 两 个 因子 对 纸张 的 抗 拉 强度 的 效应 . 作为 析 因 实验 , 每 次 重复 需 做 12 个 观测 值 , 而 且 实 验 
者 已 经 决定 要 做 3 KER. 但 是 , 实验 室 只 能 容许 每 天 做 12 个 试验 , 所 以 , 实验 者 决定 分 为 3 
天 来 做 , 每 天 做 一 次 , 并 且 把 天 或 重复 看 作为 区 组 . 任何 一 天 , 他 进行 如 下 的 实验 . 用 所 研究 的 3 
种 方法 之 一 生产 出 来 一 批 纸浆 . 然后 , 将 这 批 纸浆 分 为 4 个 样本 , 每 个 样本 用 4 种 温度 之 一 来 燕 
者 . 然后 , 第 2 批 纸浆 用 3 种 方法 的 另 一 种 制造 出 来 . 第 2 批 纸浆 也 分 为 4 个 样本 , 也 用 4 种 
温度 来 试验 . 再 用 第 3 种 方法 生产 一 批 纸浆 , 重复 这 一 过 程 . 所 得 数据 如 表 14.14 所 示 . 


X 14.14 纸张 抗 拉 强度 实验 


纸浆 配制 方法 重复 (或 区 组 )1 重复 (或 区 组 )2 重复 (或 区 组 )3 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
温度 CF) 
200 30 34 29 28 31 31 31 35 32 
225 35 41 26 32 36 30 37 40 34 
250 37 38 33 40 42 32 41 39 39 
275 36 42 36 41 40 40 40 44 45 


起 初 , 可 以 把 这 看 作 是 配制 方法 (因子 4) 有 3 个 水 平 、 温 度 (因子 B) 有 4 个 水 平 的 随机 
化 区 组 析 因 实验 . 如 果 是 这 种 情况 的 话 , 则 区 组 内 的 实验 顺序 应 该 是 完全 随机 化 的 ,也 就 是 说 ， 
在 一 个 区 组 内 , 我 们 应 该 随机 地 选择 一 种 处 理 组 合 (一 种 配制 方法 和 一 种 温度 ) 并 得 到 一 个 观测 
值 , 然后 义 随机 地 选取 另 一 处 理 组 合 得 到 第 2 个 观测 值 , 等 等 , 直到 求 得 这 个 区 组 内 的 12 个 观 
SIE ALIE. 但 是 , 现在 实验 者 并 不 按 这 种 方式 收集 数据 . 他 做 好 一 批 纸浆 , 并 从 这 批 纸浆 中 对 所 
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有 4 种 温度 求 得 观测 值 . 因为 这 样 配制 纸浆 又 省 工 又 省 料 , 是 收集 数据 的 最 适当 可 行 的 方法 . 一 
个 完全 随机 化 析 因 实验 需要 36 批 纸浆 , 这 是 完全 不 现实 的 . 型 区 设计 对 每 个 区 组 (重复 ) 只 需 
要 3 WRK, 从 而 在 这 个 例子 中 总 共 需 要 9 批 . 显然 裂 区 设计 能 在 很 大 程度 上 提高 实验 效率 

我 们 的 这 个 例子 使 用 的 是 裂 区 设计 . 裂 区 设计 中 的 每 个 重复 或 区 组 分 为 3 个 部 分 , 叫做 全 
Dx, 配制 方法 叫做 全 区 处 理 或 主 处 理 ， 每 个 全 区 分 为 4 个 部 分 ， 叫做 子 区 (或 裂 区 )， 一 种 温度 分 
RÉP T EC. 温度 叫做 子 区 处 理 . 如 果 有 不 可 控 因 子 或 未 设计 的 因子 出 现 并 且 这 些 不 可 控 的 因 
子 随 着 纸浆 配制 方法 的 改变 而 变化 时 ， 则 未 设计 因子 对 响应 的 任何 效应 将 完全 与 纸浆 配制 方法 
的 效应 相 混 . 因为 在 型 区 设计 中 , 全 区 处 理 与 全 区 相 混 而 于 区 处 理 是 不 相 混 的 , 所 以 , 只 要 有 可 
能 , 最 好 是 把 我 们 最 感 兴趣 的 因子 安排 在 子 区 中 . 

这 是 将 裂 区 设计 用 于 工业 背景 中 的 一 个 典型 例子 ， 注意 到 两 个 因子 用 在 不 同 的 时 间 上 , 所 以 
一 个 橡 区 设计 可 以 看 作 是 两 个 实验 的 “合并 ”或 相互 添加 , 一 个 “实验 ” 把 全 区 因子 应 用 在 大 的 
实验 单元 上 (或 这 些 因 子 的 水 平 很 难 改 变 ), 另 一 “实验 ， 把 子 区 因子 应 用 在 较 小 的 实验 单元 上 
( 即 这 个 因子 的 水 平 改变 比 较 容易 ). 


型 区 设计 的 线性 模型 是 
$—1,2,--,r 
Wijk = p TCEB; E CB) wer (TY y) jt (0E) 6i J271,2,-.,a (14.15) 
Kc] sees 


其 中 n, Bi (78) 代表 全 区 并 分 别 对 应 于 区 组 (或 重复 )、 主 效应 (因子 A) 和 全 区 误差 [| 重复 
(或 区 组 )x A); 而 Yk, (r9), (By)ys, (TB%Y)ajk 代表 子 区 并 分 别 对 应 于 子 区 处 理 (因子 B). € 
A {或 区 组 )xB、AB 交互 作用 以 及 子 区 误差 { 区 组 x AB). 注意 , 全 区 误差 是 重复 (或 区 组 ) 变 
HFH, 子 区 误差 是 三 因子 交互 作用 区 组 x AB. 这 些 因子 的 平方 和 可 以 作为 单 次 重复 的 三 向 方 
过 分 析 来 计算 . 

SEA ( 即 区 组 ) 随机 、 主 处 理 和 子 区 处 理 辕 定时 . 忽 区 设计 的 期 望 均 方 见 表 14.15. 全 区 中 
的 主因 子 (A) 是 针对 全 区 误差 来 检验 的 面子 处理 (B) 是 针对 重复 (或 区 组 )x 子 处 理 交互 作用 
来 检验 的 . AB 交互 作用 是 针对 子 区 误差 来 检验 的 . 对 重复 (或 区 组 ) 效应 (A) 或 者 重复 { 或 区 
组 )x 子 处 理 (AC) 交互 作用 没有 检验 法 . 

R 14.14 的 抗 拉 强 度数 据 的 方差 分 析 概 括 在 表 14 16 "P. 因为 配制 方法 和 温度 是 固定 的 而 
重复 是 随机 的 , 所 以 应 用 表 14.15 的 期 望 均 方 色 制 方法 的 均 方 与 全 区 误差 的 均 方 相 比 较 . 温度 
的 均 方 与 重复 (或 区 组 )x 温度 (AC) 的 均 方 相 比较 最 后 , 配制 方法 x 温度 的 均 方 针对 子 区 误 
差 来 检验 . 配制 方法 和 温度 对 抗 拉 强 度 都 有 显著 的 效应 ， 并 且 它 们 的 交互 作用 是 显著 的 . 

AR 14.16 中 看 到 , 子 区 误差 (4.24) 小 于 全 区 误差 (9.07). 这 是 弄 区 设计 的 普遍 情形 , 因为 
于 区 比 起 全 区 来 说 一 般 更 为 齐 性 . 这 导致 了 实验 的 两 种 不 同 的 误差 结构 . 由 于 子 区 处 理 以 更 大 
的 精确 度 进行 比较 , 所 以 , 只 要 有 可 能 ， 应 该 把 我 们 最 感 兴趣 的 处 理 安排 在 子 区 中 

有 些 作者 对 裂 区 设计 提出 了 -个 略 有 不 同 的 统计 模型 , 比如 


i=l, Boer 
Vijk = H + Ti + 85 +T Ii + Yk + (BY)yg + Eijk ded. M. oua uH (14.16) 
k= I, 
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模型 项 期 望 均 方 
Tj a? + aba? 
. rby. 8? 
全 区 Bj o? bod. — 1 
(T8)ij a? + boig 
mm 
ra 2_, Yk 
Ah c? 十 ao2 + (b—1) 
(T^Y g* T ac2., 
í TEMP. 
子 区 (84) 5 gigi. qoia Eu 
diu 79*  (a—1)(b — 1) 
(rB^)ijk c? 十 Us os 
 (ijk)h o*{ 不 可 估计 的 ) 


表 14.16 KAR 14.14 的 抗 拉 强 度数 据 的 裂 区 设计 的 方差 分 析 


Jr zc XE da 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 1H 
重复 【或 区 组 ) 77.55 2 38.78 
配置 方法 (A) 128.39 2 64.20 7.08 0.05 
全 区 误差 [重复 (或 区 组 )x AJ 36.28 4 9.07 
温度 (B) 434.08 3 144.69 41.94 < 0.01 
重复 (sE[XH)x B 20.67 6 3.45 
AB 75.17 6 12.53 2.96 0.05 
于 区 误差 [重复 (或 区 组 )x AH] 50.83 12 4.24 
Ax RI 822.97 35 


在 这 个 模型 中 (78); 仍然 是 全 区 误差 , 但 是 区 组 xB 和 区 组 x AB 的 交互 作用 实质 上 是 和 
cyk 合并 形成 了 子 区 误差 . 我 们 记 子 区 误差 项 eis 的 方差 为 o2, 并 作 与 模型 (14.15) xX] 相同 
的 假设 , 那么 期 望 均 方 变 成 


B T E(MS) 
Ti( 重 复 或 区 组 ) c2 + aba? 
rby 8? 
P(A) a2 + bo? + pe n 
(78)ij 02 + bo? (&bCIR 2E) 
2 
~k (B) c2 4 ra 2, Yk 


3 6%) 
dq PP Y jk 
(BY); (AB) : a DEB 


Eijk 02( 子 区 误差 ) 


注意 , 现在 子 区 人 处理 (B) 和 AB 交互 作用 都 是 针对 子 区 误差 期 望 均 方 进行 检验 的 , 如 果 人 们 觉 
得 重复 (或 区 组 )x B 交互 作用 和 重复 (或 区 组 )x AB 交互 作用 都 可 以 忽略 这 一 假设 相当 合理 . 那 
么 这 个 模型 是 完全 令 人 满意 的 . 
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表 14.17 给 出 了 表 14.14 型 区 设计 的 基于 (14.16) 式 的 模型 的 Minitab 输出 . 用 Balanced 
ANOVA 模块 计算 时 采用 了 约束 模型 . (重复 或 区 组 是 一 个 随机 因子 , 而 纸浆 配制 方法 和 温度 是 
固定 因子 , 所 以 这 是 一 个 混合 模型 分 析 . ) 这 个 分 析 得 到 的 结果 与 表 14.16 中 原来 的 ANOVA 分 
HARIRI. 注意 , 因子 “重复 ”是 针对 子 区 误差 进行 检验 的 . 


表 14.17 4 14.14 裂 区 设计 的 ANOVA 分 析 ( 另 一 个 模型 ) 
ANOVA: 强度 与 重复 、 配制 方法 . 温度 
—— onto dos cccdie Eli a RR E ERES 


Factor Type Levels Values 

Replicate random 3 1,2, 3 

Prep Meth fixed 3 1,2,3 

Temp fixed 4 200, 225, 250, 275 


Analysis of Variance for Strenght 


Source DF SS MS F P 
Replicate 2 77.556 38.778 9.76 0.001 
Prep Meth 2 128.389 64.194 7.08 0.049 
Replicate*Preo Meth 4 36.278 9.069 2.28 0.100 
Temp 3 434.083 144.694 36.43 0.000 
Prep Meth*Temp 6 75.167 12.528 3.15 0.027 
Error 18 71.500 3.972 

Total 35 822.972 


S = 1.99304 R-Sq = 91.31% R-Sq (adj) = 83.11% 


Expected Mean Square 


Variance Error for Each Term (using 


Source component term restricted model) 

1 Replicate 2.900 6 (6) * 12 (1) 

2 Prep Meth 3 (6) + 4 (3) + 12 Q[2] 
3 Replicate*Prep Meth 1.274 6 (6) * 4 (3) 

4 Temp 6 (6) * 9 Q[4] 

5 Prep Meth*Temp 6 (6) + 3 Q[5] 


6 Error 3.972 (6) 
———————————M——————ÀÀ 
RERA ICE BS fe, 全 区 通常 是 大 片 土地 ， 子 区 是 在 大 片 土地 中 的 小 片 土地 , 例如 , 一 
农作物 的 几 种 不 同 的 品种 可 以 种 在 不 同 的 土地 上 (全 区 ), 一 种 品种 种 一 块 土地 . 然后 , 每 块 土地 
可 分 为 比方 说 4 个 子 区 , 每 个 子 区 施用 不 同类 型 的 肥料 . 这 里 , 农作物 品种 是 主 处 理 , 不 同 的 肥 
料 是 子 处 理 . 
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不 管 它 的 农业 基础 , 裂 区 设计 在 很 多 科学 实验 和 工业 实验 中 也 都 有 用 . 在 这 类 实验 的 策划 
过 程 中 , 通常 去 找 出 一 些 需 用 较 大 实验 单元 的 因子 , 而 另 一 些 因子 需 用 较 小 的 实验 单元 , 如 同上 
面 描述 的 抗 拉 强 度 问 题 那样 . 另外 , 我 们 有 时 发 现 , 完全 随机 化 是 不 适宜 的 , 因为 , 有 些 因 子 比 起 
其 他 因子 来 说 更 难于 改变 它 的 水 平 . 难于 改变 的 因子 形成 全 区 , 而 易于 改变 的 因子 在 子 区 中 做 
试验 . 

从 原则 上 说 来 , 我 们 必须 小 心地 考虑 如 何 进行 实验 , 并 将 关于 随机 化 的 所 有 约束 结合 到 分 析 
方法 中 去 . 我 们 用 修正 过 的 第 6 章 的 眼睛 聚焦 时 间 的 例子 来 说 明 这 一 点 . 假定 只 有 两 个 因子 : W 
觉 敏 锐 度 CA) 和 照度 (B). 视觉 敏锐 度 有 a 个 水 平 , REA b 个 水 平 , 进行 n 次 重复 的 析 因 实 
My, 需要 以 随机 顺序 取得 abn 个 观测 值 . 但 是 , 相当 难于 调节 这 两 个 因子 至 不 同 的 水 平 上 , 所 以 ， 
实验 者 决定 通过 将 仪器 调节 至 a 个 敏锐 度 之 一 和 b 个 照度 之 一 并 立刻 做 n 次 重复 试验 以 取得 
n 个 观测 值 . 在 析 因 设计 中 , 误差 实际 上 代表 系统 的 干扰 或 噪音 加 上 被 实验 者 表现 同样 的 聚焦 时 
间 的 能 力 , 析 因 设计 的 模型 可 写 为 


+ 二 1, 2, a 
Yijk = p + Ti + Bj - (TH)i + ik + Bigk j=1, 2,- b (14.17) 
k=1,_ 2 n 


其 中 guy 代表 系统 的 干扰 或 噪音 ,这 是 由 “实验 误差 ”产生 的 (也 就 是 说 ， 我 们 在 不 同 的 试 
验 、 环 境 条 件 变 异性 及 类 似 的 原因 中 , 实际 上 不 能 做 到 完 完 全 全 地 重复 敏锐 度 和 照度 的 同一 水 
平 ), 0; 代表 被 试验 者 的 “再 现 性 误差 ". 通常 ,我们 把 这 些 分 量 组 合 为 一 个 总 的 误差 项 , 记 作 
Eijk = Qijk + Oije. 假定 Vleie) = o0? = o2 + og. 现在 , 在 此 析 因 设计 中 , 误差 均 方 的 期 望 为 
o — a2 t o8, fi ab(n — 1) 个 自由 度 . 

如 果 像 前 面 第 2 个 设计 那样 限制 随机 化 , 则 方差 分 析 中 的 “误差 ” 均 方 是 “再 现 性 误差 "ao2 
的 估计 量 , 有 ab(n 一 1) 个 自由 度 , 但 得 不 到 关于 “实验 误差 "a3 的 信息 . 这 样 一 来 , 在 第 2 个 设 
计 中 的 误差 的 均 方 是 太 小 了 , 因此 , 我 们 经 常会 错误 地 和 否定 零 假设 . 正如 John(1971) 所 指出 的 ， 
这 一 设计 类 似 于 有 ab 个 全 区 , 每 个 全 区 分 为 n ATE, 没有 子 处 理 的 裂 区 设计 . 这 种 情况 也 类 
{ELF Ostle(1963) 所 描述 的 子 抽样 . 假定 4 和 B 是 固定 的 , 我 们 得 到 此 时 的 期 望 均 方 是 


E MS To +H nda + L E M -十 T | tj 


an V^ f 
E(M Sa) = a$ + noz 十 SLE E(M SE) ~ o2 (14.18) 


因此 , RIFE B TE HI BI ARBR, 不 然 就 不 能 检验 主 效应 . 这 种 情况 实际 上 是 每 单元 有 一 个 观测 值 的 
AAETH. 如 果 两 个 因子 都 是 随机 的 , 则 主 效应 可 以 针对 4 交互 作用 来 检验 . 如 果 只 有 一 
个 因子 是 随机 的 , 则 固定 因子 可 以 针对 AB 交互 作用 来 检验 . 

一 般 来 说 , 如 果 谁 在 分 析 析 因 设 计时 , 得 出 的 结论 是 所 有 的 主 效应 和 交互 作用 都 是 显著 的 ， 
那 他 就 应 该 小 心地 检 查 一 下 实验 实际 上 是 如 何 进行 的 . 有 可 能 是 在 分 析 时 没有 考虑 模型 的 随机 
化 约 东 , 因而 不 应 该 把 数据 作为 析 因 设计 来 分 析 . 
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14.5 ” 绕 区 设计 的 其 他 变形 


14.5.1 多 于 两 个 因子 的 裂 区 设计 


有 时 我 们 会 遇 到 全 区 或 子 区 含有 两 个 或 更 多 的 因子 , 它们 排 成 了 析 因 的 结构 . 作为 一 个 例 
T, 考虑 在 炉子 上 给 硅 卓 片 生 成 氧化 层 的 实验 ， 所 关心 的 响应 变量 是 氧化 层 的 厚度 和 均匀 度 . 有 
4 个 设计 因子 : 温度 CA), 气流 (B), 时 间 (C), 晶片 在 炉子 里 的 位 置 (D). 实验 者 计划 用 一 个 24 
析 因 设计 , 重复 两 次 ( 共 32 次 试验 ). 现在 因子 4 与 BOREMA) 很 难 改 变 , 而 C 和 Dt 
IRI AA Fr SEED) 很 容易 改变 . 这 样 就 产生 了 一 个 如 图 14.7 所 示 的 裂 区 设计 . 注意 实验 的 两 次 重 
复 都 被 分 裂 为 4 个 全 区 , 每 个 全 区 都 包含 温度 和 气流 的 一 种 设置 组 合 . 当 4 和 8B 的 水 平 被 选 定 
后 , 每 个 全 区 又 分 为 4 个 子 区 , 并 对 时 间 和 唱片 位 置 做 了 一 个 22 析 因 实验 , 其 中 子 区 中 的 处 理 
组 合 的 试验 顺序 是 随机 的 . 每 次 重复 中 温度 和 气流 只 改变 了 4 次 , 而 时 间 和 唱片 位 置 的 水 平 是 


TO 


图 14.7 一 个 四 因子 列 区 设计 , 两 个 因子 在 全 区 , 两 个 因子 在 子 区 
与 (14.16) 式 一 致 , 此 实验 的 一 个 模型 是 


Vijkim =H + Ti + B; t Ye + (B5)5y + Oi +e + Am + (SA Jim + (BEY + (BA); 
十 (了 本) 十 【6GAjpm 十 【Ti F (B^À) jm 十: (BÓ A) jm T (6A) rim 


by B Lb 


tS 
j—1, 

HIYA) jkim T Eijklrn k l, 
l 


z (14.19) 


m= 1,2 
其 中 n 表示 重复 效应 , 9; 和 v. 表示 全 区 主 效应 , gujk 是 全 区 误差 , 6| 和 An 表示 子 区 主 效应 ， 
Eijkim 是 了 于 区 误差 . 这 里 包含 了 4 个 设计 因子 的 所 有 交互 作用 . 表 14.18 给 出 了 在 重复 是 随机 
的 、 所 有 设计 因子 是 固定 的 假设 下 ， 这 个 设计 的 方差 分 析 . 该 表 中 o2 和 o? 分 别 表示 全 区 和 子 
区 的 误差 方差 , 02. 是 区 组 效应 的 方差 , {为 简单 起 见 ) 我 们 用 大 写 拉 丁字 母 标 记 固 定 效应 , 将 全 区 
主 效 应 和 交互 作用 与 全 区 误差 比较 进行 检验 ， 将 子 区 效应 和 所 有 其 他 交互 作用 与 子 区 误差 比较 
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进行 检验 . 如 果 某 些 设计 因子 是 随机 的 , 则 检验 统计 量 就 会 不 一 样 . 有 时 没有 精确 的 下 检验 , 而 
要 使 用 (第 13 章 中 介绍 的 )Satterthwaite 方法 ， 


X 14.18 ”和 裂 区 设计 的 简要 分 析 ,， 其 中 A 和 B 是 全 区 因子 , C 和 DD 是 子 区 因子 (参见 图 14.7) 


方差 来 源 平方 和 自由 度 ”期望 均 方 方差 来 源 平方 和 ” 自由 度 ”期 望 均 方 
重复 (Tu) SSgg 1 c2 + 1602 AD SSAD 1 c2 十 AD 
A(By) SS4 1 02 --8o2 +A BD SSnpp 1 c? + BD 
Blyk) SSp 1 c2--F8e2 + B ABC SSABC ] c2 十 ABC 
AB SSAg 1  o2-8oà + AB ABD SSABD 1 c2 十 ABD 
全 区 误差 (fik) SSwp 3 02 + Bo? ACD S94cD i| c? 十 ACD 
C(s) SSc 1 c2--C BCD SSnpcpD ] a2 + BCD 
DX) SSp 1 c24D ABCD SSABCD 1 o2 ABCD 
CD SScp l c? +CD 了 区 误差 (65km)  SSsp 12 c2 
AC SSAc 1 o2 十 AC 总 和 S Sr 31 
BC SSBC 1 ca? 4 BC 


ERKAHP, 含有 3 个 或 3 个 以 上 因子 的 析 因 实验 将 会 是 一 个 相当 大 的 实验 . 另 一 方面 ， 
虱 区 结 构 通 种 使 这 样 的 一 个 大 型 实验 更 容易 实施 : 例如 在 氧化 炉 例 子 中 , 实验 者 只 需要 将 难以 改 
变 的 因子 (A 和 B) 改变 8 次 , 所 以 一 个 32 次 的 实验 也 并 非 不 合理 . 

当 实 验 中 因子 的 个 数 增多 时 , 实验 者 可 以 考虑 采用 以 裂 区 方式 安排 的 分 式 析 因 实验 . 作为 一 
个 例子 , 考虑 思考 题 8.7 中 所 提 到 的 实验 . 这 是 一 个 257! 分 式 析 因 实验 , 用 来 研究 热处理 过 程 
变量 对 汽车 移 片 高 度 的 影响 , 因子 A= 传递 时 间 , B— 加 热 时 间 , C= Akan, D= 炉 温 , E= 
保持 时 间 , 假设 因子 A, B, C REKE, 而 另 两 个 因子 D 和 E 易于 改变 . 例如 , 在 生产 繁 片 
时 , 首先 必须 通过 调节 变化 因子 A, B, C, 然后 在 后 续 的 实验 中 , 将 它们 固定 , 再 让 因子 D LE 

考虑 这 个 实验 的 一 个 修正, 这 是 因为 原来 的 实验 者 没有 采用 裂 区 方法 进行 这 个 实验 , 而 且 他 
们 没有 用 我 们 下 面 将 要 使 用 的 设计 生成 元 . 全 区 因子 用 A,B,C 表示 , 子 区 因子 用 DLE 表示 . 
选择 设计 生成 元 : E = ABCD. 设计 有 8 个 全 区 (对 应 着 3 个 因子 2 种 水 平 的 8 种 组 合 ). 每 
个 全 区 分 为 2 个 子 区 , 每 个 子 区 中 对 因子 D E 的 一 种 组 合 进行 试验 . (精确 的 处 理 组 合 通过 
生成 元 依赖 于 全 区 因子 处 理 组 合 的 符号 .) 

假设 所 有 三 因子 交互 作用 、 四 因子 交互 作用 、 五 因子 交互 作用 都 可 以 忽略 . 如 果 这 个 假设 是 
合理 的 , 那么 可 以 估计 全 区 中 所 有 全 区 因子 A, B,C 和 它们 的 交互 作用 . 如 果 这 个 设计 有 重复 ， 
则 可 以 将 这 些 效应 与 全 区 误差 比较 进行 检验 . 如 果 设 计 是 无 重复 的 , 则 这 些 效应 可 以 用 正 态 概率 
图 (或 Lenth 的 方法 ) 来 评估 . 也 可 以 估计 子 区 因子 D 和 万 以 及 它们 的 交互 作用 DE. 全 区 因 
子 与 子 区 因子 的 6 个 交互 作用 AD, AE, BD, BE,CD,CE 也 能 估计 . 总 之 , 所 有 裂 区 主 效 应 ， 
或 与 全 区 主 效应 别名 的 交互 作用 , 或 只 含有 全 区 因子 的 交互 作用 将 与 全 区 误差 相 比 较 . 而 且 . X 
区 主 效应 , 或 包含 至 少 一 个 不 与 全 区 主 效应 别名 的 裂 区 因子 的 交互 作用 , 或 仅 包含 全 区 因子 的 交 
互 作用 将 与 裂 区 误差 相 比 较 . 见 Bisgaard (1992) 的 全 面 讨论 . 因此 , 在 我 们 的 问题 中 , 所 有 效 
应 D, B,DE, AD, AE, BD, BE,CD,CE 都 与 裂 区 误差 进行 了 比较 . 另外 , 它们 可 以 用 正 态 概 
率 图 评估 
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最 近 , 人 们 已 发 表 了 多 篇 关于 裂 区 的 分 式 析 因 问题 的 论文 . 这 里 着 重 推荐 Bisgaard(2000). 
态 外 也 可 以 参见 Bingham and Sitter(1999) 以 及 Huang, Chen, and Voelkel(1999). 

Bj 14.3 ”研究 单 蝇 片 等 离子 蚀刻 工艺 中 影响 均匀 性 的 因子 .相对 而 言 , 蚀刻 工具 的 3 个 因子 (4= 电 
RER, B= 气流 , C= 压强 ) 很 难 在 试验 间 进 行 调整 .而 另外 两 个 因子 [D= 时 间 , E = RF( 射 频 ) 强度 ] 
很 容易 在 试验 间 进 行 调整 ,由 于 可 用 于 测试 的 晶片 数量 有 限 , 实验 者 打算 用 一 个 分 式 析 因 实 验 来 研究 这 5 个 
因子 .那些 难以 改变 的 因子 表明 必须 考虑 型 区 设计 . 实验 者 决定 用 上 文 所 讨论 的 方法 ， BD 站 -1 设计 ,其 中 
因子 A, B,C 安排 在 全 区 , 而 D, E 安排 在 子 区 .设计 生成 元 是 E= ABCD. 这 样 就 得 到 一 个 含有 8 个 
全 区 的 16 次 的 分 式 析 因 设计 , 每 个 全 区 包含 3 个 因子 A B,C 的 完全 23 析 因 设计 的 8 个 处 理 组 全 之 一 -. 
每 个 全 区 分 为 两 个 子 区 , 每 个 子 区 中 含有 因子 D 和 EE 的 一 种 处 理 组 合 . 这 个 设计 和 所 得 的 均匀 度数 据 见 表 
14.19. 8 个 全 区 按 随机 顺序 进行 试验 .而 一 旦 蚀刻 工具 上 关于 因子 A, B,C 的 全 区 安排 设置 好 后 ， 就 把 子 
区 中 的 两 个 实验 做 完 (也 按 随机 顺序 ). 


R 14.19 等 离子 蚀刻 工具 的 25-1 裂 区 实验 


"s 全 区 因子 _ 子 区 因子 en 人 区 DEB TRAF - 
A B C D E A B C D E 

z -° + 4085 | + - 40.32 

1 TS d. e 41.07 5 $ + ^to c aM 

4 : 35.67 | Es E - + 6246 

2 xk too o 5115 6 + + + - 3808 

E: : - 41.80 | 于 + 31.99 

3 E cus xe + + 370 7 Po oa + =- 4103 

Po a - + 9109 E- wh g = Wi 

"M" + =- 4867 | 8 + + + o c aL 


这 个 实验 的 统计 分 析 要 把 全 区 和 子 区 因子 分 开 来 . 假设 所 有 超过 二 阶 的 交互 作用 都 可 以 忽略 . 图 14.8a 
古 忽 上 略 子 区 因子 只 看 全 区 因子 的 效应 估计 半 正 态 概率 图 ， 从 中 可 以 看 到 因子 A, B 和 区 互 作用 AB 有 大 的 
效应 . 图 14.8b 是 子 区 效应 D, E 和 交互 作用 DE. AD, AE, BD, BE, CD,CE 的 半 正 态 概率 图 ， 从 中 看 
到 只 有 主 效应 E 和 交互 作用 AE 较 大 . 


FERRE 


{HI h.l 10.06 15.10 2t). 14 iH UL 4.25 S 5 9.76 1:33.01 
| 效应 | | 效应 | 
(a) 全 区 效应 (b) 子 区 效应 


图 14.8 i 14.3 的 25-1 和 戏 区 实验 效应 的 半 正 态 图 
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图 14.9a 和 图 14.9b 分 别 是 AB 和 AE 的 二 因子 交互 作用 图 . 实验 者 的 目的 是 最 小 化 均匀 度 啊 应 , 从 
图 14.9a 中 可 以 看 出 , 只 要 因子 B= 气流 处 在 低 水 平 , 那么 因子 A= 电极 间隙 无 论 在 哪个 水 平时 效果 都 很 
好 , 如 果 B 处 在 高 水 平 , 那么 4 必须 在 低 水 平时 才能 得 到 小 的 均匀 度 , 图 14.9b 可 以 看 到 , 把 E= 射频 强 
度 控 制 在 低 水 平 能 有 效 地 减 小 均匀 度 , 特别 是 当 4 处 在 高 水 平时 . 然而 若 E 在 高 水 平 , 则 A 必须 选择 低 水 
平 . 因此 , 这 个 王选 实验 的 结果 是 原来 5 个 因子 中 的 3 个 因子 对 蚀刻 均匀 度 有 显著 影响 . 进一步 , 处 理 组 合 
A 高. BK. E 低 或 者 AIE B f. E 高 会 得 到 低 水 平 的 均匀 度 啊 应 . 


91.09 91.09 


TS. 2820 
ga 
W 81.4758 
i 
{5.785 


46.6686 


oL.565ln al. 


-1.00 0,50 (0.00 0.50 1.00 -1.00 | 0.50 000 050 100 
A— Ha ER [a] RC 4= 电 极 间隙 
(a) AB 变 互 作用 (b) 4 已 变 互 作用 


图 14.9 例 14.3 的 站 -1 裂 区 实验 的 二 因子 交互 作用 
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型 区 设计 的 概念 可 以 推广 到 在 一 个 实验 内 的 随机 化 约束 以 任意 多 个 水 平 出 现 的 情况 如果 
随机 化 约束 有 两 个 水 平 , 则 这 种 方案 叫做 裂 裂 区 设计 (split-split-plot design). 下 面 的 例子 说 明 
了 这 种 设计 ， 

H 14.4 一 位 研究 员 研 究 一 种 特定 类 型 的 抗生素 胶 于 的 吸收 时 间 ， 研究员 感 兴趣 的 有 : 3 Drixim, 3 
种 剂量 , 4 种 胶囊 糖衣 厚度 . 析 因 实验 设计 的 每 次 重复 需 有 36 个 观测 值 . 实验 者 决定 做 4 次 重复 , 并 且 只 能 
每 天 做 一 次 重复 . 这 样 一 来 , 一 天 可 以 看 作 一 个 区 组 , 在 每 个 重复 (或 区 组 )( 天 ) 内 , 进行 实验 时 , 分 配 一 个 
单位 的 抗生素 给 一 位 技师 , 由 这 位 技师 来 实施 3 种 剂量 和 4 种 糖衣 厚度 的 实验 . 一 旦 配 好 一 种 剂量 , 就 立即 
在 这 种 剂量 下 对 所 有 4 种 糖衣 厚度 进行 试验 . 然后 配制 男 一 种 剂量 再 进行 所 有 4 种 糖衣 厚度 的 试验 . 最 后 ， 
配制 第 3 种 剂量 并 试验 4 种 糖衣 厚度 , 与 此 同时 , 在 另外 两 个 实验 室 , 技师 也 是 用 一 个 单位 的 抗生素 以 同样 
的 方法 做 试验 . 

我 们 看 到 , 在 每 个 重复 (或 区 组 ) 内 有 两 个 随机 化 约束 : 技师 和 剂量 . 全 区 对 应 于 技师 . 一 个 单位 的 抗 生 
素 分 配给 技师 的 顺序 是 随机 确定 的 . 剂量 构成 3 个 子 区 . 剂量 可 以 随机 地 分 配给 子 区 ， Bus, 在 一 种 特定 的 
剂量 内 , 4 种 胶囊 糖衣 厚度 以 随机 顺序 进行 试验 ,构成 4 个 子 子 区 . 糖衣 厚度 通常 叫做 子 子 处 理 ， 因 为 在 实 
验 中 有 两 个 随机 化 约束 【有些 作 者 叫做 设计 的 两 次 分 “ 裂 "), 所 以 把 这 种 设计 叫做 裂 裂 区 设计 . 图 14.10 说 
明了 这 种 设计 的 随机 化 约束 和 实验 的 布局 . 

裂 裂 区 设计 的 线性 统计 模型 是 


Vijkh =H Ti- B+ (TH) Hye +T Yir (By) jt (or EY) tint (TO)in + (B86);n 
T(TBó)in + ("Yó)ka + (ryÓ)ikn + (B"yó) jn 
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图 14.10 ”一 个 裂 裂 区 设计 


其 中 on B;, (TAa 代表 全 区 ， 分 别 对 应 于 重复 (或 区 组 )、 主 处 理 (因子 A) 和 全 区 误差 [重复 
(或 区 组 ) XAJ; ^re, (T). (By) js, (TEY PR T IX, 分 别 对 应 于 子 区 处 理 { 因 子 B), 重复 (或 
X 4)x B, AB 交互 作用 , 以 及 子 区 误差 . 5 和 其 余 的 参数 对 应 于 子 子 区 并 分 别 代表 子 子 区 处 理 
(因子 C) 和 其 余 的 交互 作用 ., 四 因子 交互 作用 (rBvyó) 叫做 子 子 区 误差 , 

假定 重复 (或 区 组 ) 是 随机 的 ， 其 他 设计 因子 是 固定 的 , 表 14.20 给 出 了 此 时 的 期 望 均 方 . 审 
周一 下 这 张 表 , 关于 主 处 理 、 子 处 理 、 于 于 处 理 以 及 它们 的 交互 作用 的 检验 是 明显 的 . 注意 , 关 
于 区 组 以 及 区 组 的 交互 作用 的 检验 不 存在 . 

改 虱 区 设计 的 统计 分 析 和 单 次 重复 的 四 因子 析 因 设计 的 分 析 相像 各 个 检验 的 自由 度 用 通 
常 的 方法 确定 . 为 了 说 明 起 见 , 在 例 14 4 中 , 我 们 有 4 个 区 组 , 3 位 技师 , 3 种 剂量 , 4 种 糖衣 厚 
E, 我 们 只 有 (7r 一 1)(a -1 = (4 -1)(3 -1) = 6 个 主 区 误差 目 由 度 用 于 检验 技师 , 相对 说 来 ， 
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这 是 较 小 的 自由 度 , 实验 者 可 以 考虑 用 附加 的 重复 来 提高 检验 的 精确 度 . 如 果 有 a 个 重复 , 则 全 
区 误差 可 以 有 2(r — 1) 个 自由 度 . 这 样 , 5 个 重复 产生 2(5—1) = 8 个 误差 自由 度 , 6 个 重复 产 
^E 2(6 — 1) = 10 个 误差 自由 度 , 7 个 重复 产生 2(7 - 1) = 12 个 误差 自由 度 , 等 等 ,因此 , 我 们 
也 许 不 想 做 少 于 4 个 重复 的 试验 , 因为 那 只 有 4 个 误差 自由 度 . 每 个 附加 的 重复 将 增加 2 个 误 
差 自 由 度 . 如 果 能 承担 5 个 重复 的 试验 的 话 , 我 们 就 给 检验 的 精确 度 提 高 了 1/3 {自由 度 从 6 增 
至 8). 而 从 5 个 重复 增 至 6 个 重复 , 精确 度 将 提高 25 久 .倘若 资源 允许 , 实验 者 应 该 做 5 个 或 
6 个 重复 的 试验 . 


表 14.20 裂 裂 区 设计 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Tj c? + abecedo? 
rbe Y` 87 
(TB); c? + beo? 
一- —— 
27 g? + aco? 十 PLC 
(T)ik g?’ T aca? , 
TE re$, 25 (dre 
2 2 LE ca MT FH 
(87)5k c" c cT. (a = 1 
(TB ik a? 十 co? 
Üh i + abo; + lac 
(ró)js o0? + abo? , 
rb 2. NS (88)*, 
2 2 Lo eu ih 
(85) jn T + bor gs + (a — 1)(c — 1) 
(rB5)ijn 0^ + borgs 
子 区 和 
TTL (Yó)kA c^ + ading + Bc D 
(TY )ikh a? + c2, 
: 7552,52, Ai) 
i 2 2 SE LEM 
(8716) jkh ng VL Ye 1) 
(TB^yÓ)iikh c? 025,5 
El(ijkh) c? (A n] fi) 


14.5.3 $N [xi 


带 裂 区 设计 在 农业 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 , 在 工业 实验 中 也 有 所 应 用 . 最 简单 情形 是 我 们 有 
两 个 因子 4 B. 因子 4 用 于 全 区 , 就 像 在 标准 裂 区 设计 中 一 样 . 因子 B 用 于 带 上 (实际 上 就 
453 — € 1X), 并 与 刚才 因子 4 的 全 区 正 交 . 图 14.11 给 出 了 4 和 B 都 有 三 水 平时 的 情形 . 
注意 , 4 的 各 水 平 与 全 区 混杂 , 而 因子 B 的 各 水 平 与 带 混杂 (可 以 看 成 是 第 2 组 全 区 ). 

图 14.11 的 带 裂 区 设计 中 假设 有 r 次 重复 , 4 有 a 个 水 平 , B 有 6b 个 水 平 , 则 对 应 的 模型 是 


pep 4 seda 
Vk = Mt Ti Bit (TB) toy (rmt (B) + Eir 4 j—21),2,-,a 
Echo ub 
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其 中 (78);; 和 (ry) 分 别 是 因子 AM B 的 全 区 误差 , eis 是 用 于 检验 AB 交互 作用 的 EF 
K” RÆ. 表 14.21 给 出 了 假定 4 和 8B 是 固 定 因子 而 重复 是 随机 因子 时 的 简要 方差 分 析 . 重复 
有 时 可 看 作 区 组 . 


B, 


图 14.11 RP ORE (区 组 ) 


表 1421 带 列 区 设计 的 简要 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 期 望 均 方 

重复 (或 区 组 ) Sau r—]1 02 十 aba? 
A SSA a—1 oz d bo?, + > i 

A 的 全 区 误差 SSwp, (r — 1)(a — 1) cz + bo2, 
B SS b—1 o? acl, + SEW 

B 的 全 区 误差 SSw p, (r — 1)(b — 1) 92 + ac2, 


] PY Q UB 
AB SSAB (a — 1)(b — 1) rec eer 


隆 区 误差 SSsp (r — 1)(a — 1)(b — 1) c2 
AURI Sr rab — ] 
MEE ECC L| -— ——— ci 
14.6 8 E Bü 


"441 一 位 火箭 推进 剂 制造 者 研究 来 自 3 种 生产 过 程 的 火箭 推进 剂 的 燃烧 率 . 从 每 种 过 程 的 产品 中 随机 选 
取 4 批 火 箭 推进 剂 . 对 每 批 火 第 推进 剂 进行 3 次 燃烧 率 测 试 , 其 结果 如 下 . 分 析 这 些 数据 并 写 出 结 


it. 
过 程 1 ARE 2 过 程 3 
Hk 一 一 一 一 一 人 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
25 19 15 15 19 23 18 35 i4 35 38 2% 
30 28 17 16 17 24 2 2T 15 21 54 29 


14.2 


*14.3 


14.4 


* 14.5 


14.6 


14.7 


研究 4 台 机 器 对 金属 零件 进行 表面 抛光 .进行 一 项 实验 ,每 台 机 器 由 3 位 不 同 的 操作 工 使 用 ， 从 每 
位 操作 工 中 收集 两 个 样品 并 进行 测试 . 因为 机 器 位 置 的 缘故 , 每 台 机 器 为 不 同 的 操作 工 所 用 ,操作 工 
是 随机 选取 的 . 数据 如 下 表 所 示 , 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 


l 机 器 1 机 器 2 机 器 3 机 器 4 
操作 工 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
79 94 46 92 85 76 88 53 46 36 40 62 
62 74 57 99 79 68 75 56 57 53 56 47 


一 位 制造 工程 师 研 究 由 3 台 机 器 生 产 的 某 种 零件 尺寸 的 变异 性 . 每 台 机 器 有 两 根 转轴 ， 从 每 根 转轴 
所 加 工 的 零件 中 随机 选取 4 个 . 结果 如 下 . 假定 机 器 和 转轴 是 固定 因子 , 分 析 这 些 数据 . 


机 器 1 机 器 2 机 器 3 
转轴 1 1 2 1 2 
12 14 12 14 16 
9 9 15 10 10 15 
11 10 13 11 12 15 
12 8 14 13 11 14 


为 了 简化 生产 计划 , 一 位 工业 工程 师 考虑 给 一 类 特殊 工作 指派 一 个 时 间 标 准 的 可 能 性 , 他 相信 工作 上 
的 差别 可 和 忽略 不 计 . 为 了 了 解 这 种 简化 是 否 可 能 , 随机 选取 6 种 工作 , 每 种 工作 派 给 分 别 由 3 位 操 
作 工 组 成 的 不 同 小 组 去 做 , 每 位 操作 工 在 一 周 内 的 不 同时 间 里 完成 这 种 工作 两 次 , 得 出 的 结果 如 下 . 
关于 这 类 特殊 工作 使 用 共同 的 时 间 标 准 问题 ,你 的 结论 是 什么 ?你 会 用 什么 数值 作为 标准 呢 ? 


CE 操作 工 1 操作 工 2 操作 工 3 
1 158.3 159.4 159.2 159.6 158.9 157.8 
2 154.6 154.9 157.7 156.8 154.8 156.3 
3 162.5 162.6 161.0 158.9 160.5 159.5 
4 160.0 158.7 157.5 158.9 161.1 158.5 
5 156.3 158.1 158.3 156.9 157.7 156.9 
6 163.7 161.0 162.3 160.3 162.6 161.8 


考虑 如 图 14.4 Bros I] — SCC EMRA ENEE 假定 合金 的 化 学 性 质 和 炉 次 是 固定 因子 , 9 
块 是 随机 的 , 用 下 列 数 据 来 分 析 这 一 设计 . 


合金 的 化 学 性 质 1 合金 的 化 学 性 质 2 
IX 1 2 3 1 9 3 
FER 1 2 1 2 1 2 1 2 | 2 1 -2 
40 27 95 69 65 78 99 23 83 75 61 35 
63 30 67 47 54 45 10 39 62 64 77 42 


使 用 混 人 台 模 型 的 无 约 东 形式 , 重新 分 析 思 考题 14.5 中 的 实验 . 对 你 所 观测 到 的 有 约束 和 无 约 东 模型 
分 析 结 果 之 间 的 差异 进行 评论 . 可 以 使 用 计算 机 软件 . 

在 约束 混合 模型 假设 下 , 假定 4 是 固定 的 , B 和 C 是 随机 的 , 推导 出 平衡 三 级 嵌 套 设计 的 期 望 均 方 ， 
并 找 出 用 来 估计 方差 分 量 的 公式 
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14.8 在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 , 重新 考虑 思考 题 14.7. 可 以 使 用 计算 机 软件 . 对 有 约束 和 无 约束 模型 的 
分 析 和 结论 之 间 的 差异 进行 评论 . 
14.9 WR 3 个 因子 都 是 随机 的 , 推导 出 平衡 三 级 幅 套 设计 的 期 望 均 方 . 找 出 用 来 估计 方差 分 量 的 公式 . 
14.10 证 明 表 14.1 给 出 的 期 望 均 方 . 
14.11 TEE RE REI TE. 考虑 不 平衡 二 级 嵌 套 设计 . 被 套 因子 B 在 因子 A 的 第 i 个 水 平 下 有 b; 个 水 平 ， 
在 第 (0j) 个 单元 有 ni; XE. 
(a) 写 出 这 种 情况 的 最 小 二 乘 正 规 方程 组 ， 解 这 组 正规 方程 组 . 
(b) 构造 不 平衡 二 级 嵌 套 设计 的 方差 分 析 表 . 
(c) 用 (b) 部 分 的 结果 分 析 下 列 数据 : 


tuo 4 —————————————MM—————————————M 
因子 4 1 


bJ 


国 子 B 1 2 1 2 3 
uM GENE aS MEME NCC MC ME CELL 

4 1 7 4 0 

8 9 3 一 3 


14.12 不 平衡 二 级 眩 套 设计 的 方差 分 量 ， 考虑 模型 


+ = 1, 2, t 
Vijk — M + Ti + Biti) 十 Ek(ij) j21,2,.--., b, 
k=l, 2, |j 


其 中 4 和 BB 是 随机 因子 , 证 明 


E(MSA)= c? 4 C102 十 což, E(MSp(A)) = o* + coc, E(MSp)-— o* 


其 中 
a Di 
üa bi 2 ü bi 2 ü bi 2s nz 
W= 2 ( 25 n/n ) 2 ( 25 n/n.) 2 i 2. nz; /N N-31 _ 
za i=l “ j=1 C1 一 fI i j=i C3 = N 
= ———— lM = 一 一 y = n Y 
2: b—a : ü—1 a a —1 


"1413. 一 位 过 程 工程 师 考察 制造 同一 产品 的 3 台 机 器 的 产量 . 每 台 机 器 可 由 两 种 动力 装置 来 驱动 , 每 台 
器 有 3 个 位 置 生产 产品 . 进行 一 项 实验 ， 每 台 机 器 都 要 试验 这 两 种 动力 装置 , 每 个 位 置 对 产品 产量 进 
ir 3 次 测量 . 试验 以 随机 顺序 进行 , 结果 如 下 , 假定 3 个 因子 都 是 固定 的 , 分 析 这 一 实验 . 


机 器 1 机 器 2 机 器 3 


alc c. MOM a 

Is 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
34.31 337 362 31.1 331 328 32.9 338 336 

动力 装置 1 — 303 349 368 33.5 347 351 33.0 334 328 
31.6 35.0 371 34.0 33.9 343 33.1 328 31.7 

24.3 281 257 24.1 241 250 24.2 23.2 247 

动力 装置 2 263 293 26] 25.0 251 À 2741 26.01 274 220 


14.14 


14.15 


14.16 


14.17 


14.18 


*14.19 


*14.20 
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假定 在 思考 题 14.13 H, 有 很 名 动 力 装 置 可 用 , 随机 地 选取 两 种 进行 实验 ， 求 这 种 情况 下 的 期 望 均 
方 , 并 适当 地 修改 上 题 的 分 析 . 

在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 , 重新 考虑 思考 题 14.14. 可 以 使 用 某 个 计算 机 软件 包 . 对 所 观测 到 的 约 
东 模 型 和 无 约束 模型 的 分 析 和 结论 之 间 的 所 有 差异 进行 评论 . 

一 位 结构 工程 师 研究 从 3 位 卖主 那里 购 进 的 铝 合 金 的 强度 . 每 位 卖主 提供 的 合金 棒 材 的 标准 尺寸 是 
1.0 Xf. 1.50 类 寸 或 2.0 X. 从 和 铸 锭 制造 不 同 尺寸 的 棒 材 的 过 程 涉及 不 同 的 锻造 工艺 , 所 以 尺寸 
这 一 因子 是 重要 的 . 还 有 , 钴 锭 可 来 自 不 同 的 炉 次 .每 位 卖主 对 来 自 3 个 炉 次 的 棒 材 的 各 种 尺寸 都 
分 别提 供 两 件 检验 样品 ， 铀 得 强度 数据 的 结果 如 下 .假定 卖主 和 棒 材 尺寸 是 固定 的 ， 炉 次 是 随机 的 ， 
使 用 约束 寓 人 台 模 型 分 析 这 些 数据 . 


- El 卖主 2 卖主 3 
1 2 3 1 J 3 1 2 3 
a 1.230 1.346 1.235 1.301 1.346 1.315 1.247 1.275 1.324 
1 A 
1.259 1.400 1.206 1.263 1.392 1.320 1.206 1.268 1.315 
RH i 1.316 1.329 1.250 1.274 1.384 1.346 1.273 1.260 1.392 
尺寸 15 英寸 
1.300 1.362 1.239 1.268 1.375 1.357 1.264 1.265 1.364 
" 1.287 1.346 1.273 1.247 1.362 1.336 .301 1.280 1. 
2 英寸 ri 1 ( 319 


1.292 1.382 1.215 1.215 1.328 1.342 1.2602 1.271 1.323 


在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 ， 重 新 考虑 思考 题 14.16. 可 以 使 用 计算 机 软件 . 对 约束 模型 和 无 约束 模 
型 的 分 析 和 结论 之 间 的 差异 进行 评论 . 

假定 在 思考 题 14.16 中 , 棒 材 以 多 种 尺寸 购 进 , 实际 做 实验 时 , 随机 地 选用 了 3 种 尺寸 . 用 约束 混合 
模型 求 这 种 情况 下 的 期 望 均 方 并 适当 修改 上 题 的 分 析 , 

钢铁 回 火 是 先 加 热 至 高 于 临界 温度 , 漫 一 下 水 , 然后 放 在 空气 中 冷却 ， 这 道 工序 会 提高 钢铁 的 强度 ， 
去 除了 杂质 颗粒 ， 并 使 结构 均匀 . 进行 一 项 实验 来 确定 温度 和 热处理 时 间 对 回 火 钢铁 强度 的 效应 , 选 
取 2 种 温度 和 3 种 时 间 . 进行 实验 时 , 将 炉子 加 热 至 随机 选 定 的 温度 并 插入 3 块 样品 ，10 分 钟 后 取 
走 一 块 样品 , 20 分 钟 后 取 走 第 二 块 , 30 分 钟 后 取 走 最 后 一 块 样品 . 然后 , 温度 改变 至 另 一 水 平 , 重复 
以 上 过 程 . 进行 4 轮 实验 收集 得 下 列 数据 .假定 两 个 因子 都 是 固定 的 ， 分 析 数 据 并 写 出 结论 . 

设计 一 项 实验 来 研究 颜料 在 油漆 中 的 分 散 性 .研究 一 种 特定 颜料 的 4 种 不 同 配料 ， 方 法 是 , 配制 好 
一 种 配料 后 , 就 用 这 种 配料 以 3 种 方法 (pl, 喷 , 滚 ) 潜在 一 块 护 墙 板 上 ， 测量 的 响应 是 颜料 反射 率 . 
一 天 一 次 重复 , 共 做 3 天 , 所 得 数据 如 下 假定 配料 和 油漆 方法 是 固定 的 , 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 


轮 次 时 间 (分) EM 轮 次 mag L AE CES 
1 500 1 600 1 500 1 600 
10 63 89 10 {8 T3 
l 20 54 91 3 20 TÀ #1 
30 61 62 30 71 69 
10 50 #0 10 54 88 
2 20 22 12 4 2 AS 92 


30 59 69 30 59 64 
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配 # 
R 油漆 方法 T a o O O O 
1 64.5 66.3 74.1 66.5 
1 2 68.3 69.5 73.8 70.0 
3 70.3 73.1 78.0 72.3 
1 65.2 65.0 73.8 64.8 
2 2 69.2 70.3 74.5 68.3 
3 71.2 72.8 79.1 71.5 
1 66.2 66.5 T2.3 67.7 
3 2 69.0 69.0 75.4 68.6 
à 70.8 74.2 80.1 T2.4 


14.21 重复 思考 题 14.20, 假定 配料 是 随机 的 , 油漆 方法 是 固定 的 . 
14.22 考虑 例 14.4 描述 的 异型 区 设计 . 假定 实验 如 所 描述 的 那样 进行 ， 所 得 数据 见 表 14.22. 分 析 这 些 数 
据 并 写 出 结论 . 


X 14.22 吸收 时 间 实 验 


iz "m 


— Ón— M 0 
1 2 3 
— m e£: o 020 0409 1 
重复 (或 区 组 ) 剂量 1 2 3 1 2 3 1 2 3 


102 85 115 100 85 110 105 80 110 
114 88 118 118 85 116 110 95 120 


1 95 7l 108 96 TO 108 95 TU 100 
1 2 104 82 115 99 84 100 102 81 106 
3 101 R5 117 95 83 105 105 84 113 
4 108 85 116 97 85 109 107 87 115 
1 95 78 110 100 T2 104 92 69 101 
2 2 106 84 109 101 79 102 100 T6 104 
3 103 86 116 99 80 108 101 80 109 
4 109 84 110 112 86 109 108 86 113 
1 96 TÜ 107 94 66 100 o0 T3 98 
3 2 105 &l 106 100 84 101 97 TƏ 100 
à 106 88 112 104 BT 109 100 82 104 
1 113 90 117 121 g0 117 110 91 112 
l 90 68 109 98 68 106 98 T2 101 
4 2 100 84 112 102 81 103 102 78 105 
3 
4 


14.23 PHBUSAS ER 14.22, 假定 剂量 是 随机 选取 的 ,并 使 用 约束 混合 模型 

14.24 或 在 思考 题 14.22 中 用 了 4 位 技师 . 假定 所 有 因子 是 固定 的 ， 要 求 -一 个 适合 于 检验 技师 之 间 的 差异 
的 自由 度 , 应 该 做 多 少 个 区 组 的 试验 ? 

14.25 考虑 例 14.4 描述 的 实验 ， 指出 做 试验 时 怎样 确定 处 理 组 合 的 顺序 , 如 果 此 实验 按 以 设计 考虑 ; (a) 
mS X Wi, (b) SUE, (c) 随机 化 区 组 析 因 设计 ， (d) 完全 随机 化 析 因 设计 . 

14.26 Quality Engineering ("Quality Quandries: Two-Level Factorials Run as Split-Plot Experi- 


14.6 € 考题 479 


ments" Bisgaard 4& A, Vol.8, No.4, pp.705-.708, 1996) EA- AxER T — 1 S Eb EE 
中 的 25 析 因 实验 , 目的 是 使 纸张 对 墨水 更 敏感 . 其 中 有 4 个 因子 (A D) 在 试验 间 难 以 改变 ， 
此 实验 者 把 反应 器 按照 这 些 因子 的 高 低 水 平 设置 在 8 组 条 件 下 ， 然 后 对 两 种 纸张 类 型 (因子 E) 同 
时 处 理 ,纸张 样品 在 反应 器 里 的 放置 ( 右 对 左 ) 是 随意 的 . 这 样 就 得 到 了 一 个 型 区 设计 , 4 ~ DD 是 全 
区 因子 , E 是 子 区 因子 . 实验 数据 如 下 . 分 析 这 些 实验 数据 并 写 出 结论 . 


标准 实验 A= B= C= D= 五 = 纸张 接触 | 标准 实验 A= B= C= D= E= y 接触 


次 序 


号 压力 功率 气流 气体 类 型 ”类 型 ”角度 | 次 序 号 压力 功率 气流 气体 类 型 类 型 角度 


1 -1 -1 +l Os El 37.6 | 16 17 +1 +1 +1 SiCla El 49.5 
2 —l —1 +l Os E2 43.0 | 322 18 +1 +1 十 1 Á Si;CHh E2 48.2 
3 十 1 一 1 -—1 Os El 41.2] 9 19 -1 -1 -1 SiCla El 5.0 
4 十 1 -1 -1 Oz E2 38.2] 25 20 —1 —1 -1 SiCla E2 18.1 
5 +1 -1 -1 SiCla El 56.8 | 15 21 -1 +1 +1 SiCla El 11.3 
6 +1 -1 -1 SCla E2 56.2 | 31 22 —1 +1 +1  4S;Cl E2 23.9 
7 十 1 -1 十 1 SC El 4AT.5| 1 23 —1 -1 一 1 Qs El 48.6 
8 +1 -1 +1 SiCla E2 43.2 | i7 24 —1 -—1 一 1 Cn E2 97.0 
9 -1 +1 -1 SClu El 29.6 | 8 25 +1 +1 +1 O5 El 48.7 
10 —1 +1 -1 SiCla E2 33.0 | 24 26 +1 +1 +l Oa E2 44.4 
l1 —1 十 1 -1 Os El 95.8| 7 27 —l +1 十 | Qs El 47.2 
12 —1 +l -1 ap E2 62.9 | 23 28 —1 +1 +l Oz E2 04.6 
l3 -1 -—1 +1 SiCla El 13.3] 4 29 +1 +1 一 O5 El 53.5 
l4 -1i -1 +1 SCla E2 43.7 | 20 30 +1 +1 一 O5 E2 51.3 
15 +1 -1 +l O5 El 47.2 | 12 31 +1 +1 -1 SCl El 41.8 


E 
c 
E 
| 
ran 
十 
rn 
O 
bd 


E2  448|28 32 +1 +1 -1 SC E2 378 


重新 考虑 思考 题 14.26. 这 是 一 个 很 大 的 实验 , 所 以 假设 实验 者 用 了 一 个 25-1 设计 来 代替 用 主 分 
式 建 并 有 裂 区 结构 的 257! 设计 , 响应 值 从 完全 析 因 情形 中 选取 得 到 ， 试 分 析 数 据 并 写 出 结果 .这 些 
结果 与 思考 题 14.26 中 的 结果 一 致 吗 ? 
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15.3.3 用 一 般 线性 回归 显著 性 检验 515.4 析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 
进行 推导 515.41 回归 模型 法 
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15.4 重复 测量 315.4.3 第 1 型 .第 2 型 .第 3 型 及 
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515.1 变换 的 形式 315.4.4 ”使 用 均值 模型 进行 不 平衡 数据 分 析 
515.2 Box-Cox 方法 中 A 的 选择 515.5 计算 机 实验 


315.3 广义 线性 模型 


统计 设计 实验 的 论题 是 非常 广泛 的 . 表面 各 章 已 经 初步 介绍 了 许多 基本 概念 和 方法 , 不 过 
有 时 我 们 也 只 能 给 出 一 个 概要 . 例如 , 像 响应 曲面 方法 、 混 料 实验 、 方差 分 量 估计 以 及 最 优 设 
于 等 论题 其 内 容 都 多 到 可 以 单独 出 书 , 本 章 将 概要 介绍 其 他 几 个 论题 ， 实验 者 会 发 现 它 们 是 有 
用 的 ， 


15.1 非 正 态 响 应 与 变换 


15.1.1 选择 一 个 变换 : Box-Cox 方法 


3.4.8 节 讨 论 了 设计 实验 中 响应 变量 的 非常 数 方差 问题 并 指出 这 违背 了 标准 方差 分 析 的 假 
XE. 方差 不 等 的 问题 在 实际 中 经 常 出 现 , 而 且 通常 与 非 正 态 响应 变量 有 关 . SEU UG, 对 次 品 或 粒 
于 的 计数 , 诸如 产 率 或 次 品 率 的 比例 数据 , 或 者 分 布 有 偏 倚 (分 布 的 某 一 尾 比 另 一 尾 更 长 些 ) 的 
响应 变量 我 们 要 介绍 的 响应 变量 变换 是 用 于 稳定 响应 方差 的 合适 方法 . 下 和 面 讨论 选择 变换 形 
式 的 两 种 方法 一 一 经 验 图 形 法 和 试 错 法 ( 即 实验 者 只 尝试 - 种 或 几 种 变换 , 并 从 中 选 出 能 产生 
最 满意 的 拟 合 响应 残 差 图 的 那 种 变换 ). 

一 般 而 言 , 变换 有 3 种 用 途 : 稳定 响应 方差 ， 使 响应 变量 的 分 布 近似 于 正 态 分 布 , 增强 模型 
对 数据 的 拟 合 度 . 最 后 的 那 种 用 途 包括 通过 去 除 交 互 作 用 来 简化 模型 有 时 一 个 变换 可 以 相当 有 
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效 地 同时 实现 上 述 多 种 目的 . 

堆 变 换 族 y* = V^ 是 非常 有 用 的 , 其 中 和 是 变换 的 待定 参数 (如 , 入 = 3 是 指 用 原 啊 应 的 平 
方 根 ). Box and Cox(1964) 说 明了 如 何 同时 估计 变换 参数 》 与 其 他 模型 参数 (总 体 均值 与 处 理 
效应 ). 该 方法 的 理论 依据 是 最 大 似 然 估 计 . 实际 计算 步骤 包括 , 对 不 同 的 和 值 , 关于 


prm 
—— a 

yO) =/ Xpa ^f" (15.1) 
yn A= 


进行 标准 的 方差 分 析 , P y = In^! (1/5) 32 In y] 是 观测 的 几何 均值 . 和 的 最 大 似 然 估计 是 使 
得 误差 平方 和 SSO) 最 小 的 值 . 通常 确定 X 的 步骤 如 下 : 先 画 出 5Sg(X) 关于 A 的 图 像 , 然 
后 读 出 图 中 使 SSE(A) 最 小 的 A 值 . 一 般 10 到 20 个 A 值 足 以 估计 出 最 优 值 . 若 要 更 精确 的 A 
的 估计 , 可 以 用 更 精细 的 网 格 值 接着 再 做 . 

注意 , 我 们 不 能 通过 直接 比较 关于 y^ 的 方差 分 析 的 误差 平方 和 来 选择 A, 这 是 因为 对 于 不 
同 的 A 值 误差 平方 和 的 测量 尺度 也 是 不 同 的 . 而 且 , 235 A — 0 时 4 会 有 问题 , 即 当 和 接近 0 时 ， 
y^ 接近 1. 所 以 , A = 0 时 , 所 有 响应 值 都 是 常数 ，(15.1) 式 中 的 项 (^ — 1)/A 消除 了 这 种 问 
题 , 因为 当 A 趋 近 0 时 , (y^ — 1)/A 趋 近 于 极限 In y. (15.1) 式 中 的 除 式 g^! 对 响应 建立 了 新 
RE, 使 得 误差 平方 和 可 直接 比较 ， 

使 用 Box-Cox 方法 时 , 建议 实验 者 使 用 A 值 的 简单 选择 . 因为 A 二 0.5 与 入 = 0.58 间 的 
实际 差别 应 该 很 小 , 但 是 平方 根 变 换 (A = 0.5) 更 易于 解释 . 显然 , 和 值 接近 于 1 时 表明 没 必 要 
作 任 何 变换 . 

一 旦 用 Box-Cox 方法 选 出 了 A 值 , 实验 者 可 用 y^ 作为 响应 进行 数据 分 析 , 当然 A = 0 时 ， 
可 以 用 ny. 用 y? 作为 实际 响应 是 非常 好 的 , 尽管 模型 参数 估计 将 有 不 同 的 尺度 , 且 与 使 用 
y*( 或 Iny) 所 得 的 结果 相 比 有 坐标 平移 

A 的 近似 100(1 — a) 置信 区 间 可 通过 计算 


Le 
SS* = SSg(A) ( 4 Rex] (15.2) 


来 得 到 , 其 中 v 是 自由 度 . 在 SSE(A) 关于 A 的 图 像 中 , 在 SS" 的 高 度 处 作 平行 于 入 轴 的 直线 . 
然后 定 出 SS 直线 与 曲线 SSg(X) 交点 在 和 轴 上 的 坐标 , 可 以 从 图 上 直接 读 出 A 的 置信 限 . 若 
该 置信 和 区间 包含 了 入 = 1 则 表明 (如 上 所 说 ) 这 些 数 据 没 有 必要 进行 变换 . 

例 15.1 用 原先 在 例 3.5 给 出 的 洪峰 流量 数据 来 说 明 Box-Cox 方法 . 这 是 个 单 因 子 实验 {原始 数据 
见 表 3.7). 用 (15.1) 式 , 算出 对 应 于 不 同 A (ER SSE(X) fü: 


i 

A —1.00 | —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 
SSg(A) 7922.11 687.10 232.52 91.96 46.99 35.42 40.61 62.08 109.82 208.12 
——MMM M —M e E T E EÜ 


最 小 值 附近 的 取 值 图 像 见 图 15.1, 由 此 可 见 , A s 0.52 时 给 出 了 最 小 值 , 约 为 SSE(A) = 35.00， 以 下 通过 
计算 (15.2) 式 的 量 SS+, 得 到 X 的 近似 95% SH PCR: 


t2 i 2 2 
SS* = SSg(A) ( 十 ega ) = 35.00 £ F | = 42.61 
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在 图 15.1 PMH SS*, 读 出 直线 与 曲线 交点 的 坐标 , 得 到 A 的 置信 下 限 与 上 限 分 别 为 A7 = 0.27 和 
At 二 0.77.， 因 为 置信 限 内 不 包 插值 I 所 以 需要 使 用 变换 ， 而 且 实际 上 使 用 平方 根 变换 (X = 0.50) 更 加 


合理 . 


SS, A) 


110 
100 
ut 


SS * 


à 0.75 1.25À 


A' —D.TT 


0.00 — 0.25 


A D. 27 


图 15.1 4H 15.1'P SSp(A) 与 和 的 关系 图 


0.50 1.00 


一 些 计算 机 程序 都 含有 Box-Cox 方法 , MTERRTAAk. 图 15.2 给 出 了 Design-Expert 
关于 洪峰 流量 数据 的 该 方法 输出 . 此 计算 与 汇总 在 例 15.1 中 的 手 算 结果 非常 吻合 , 注意 图 15.2 
中 图 像 的 纵 轴 是 In[SSE(X)]. 
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图 15.2 Design-Expert 的 Box-Cox 方法 输出 


15.1.2 广义 线性 模型 
数据 变换 常常 是 处 理 非 正 态 响应 以 及 相应 的 不 等 方差 问题 的 非常 有 效 的 方法 . 正如 15.1.1 
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问题 . 

一 个 问题 是 , 实验 者 可 能 不 习惯 使 用 变换 尺度 后 的 响应 变量 . Sin, 他 对 次 品 数量 感 兴趣 ， 
但 对 次 品 数量 的 平方 根 没 兴 趣 , 或 者 对 电阻 率 感 兴趣 而 对 电阻 率 的 对 数 没 兴趣 . 相反 , 若 变换 确 
实 很 成 功 , 且 改 进 了 对 啊 应 的 分 析 与 相关 模型 , 实验 者 通常 会 很 快 采 用 这 种 新 的 测量 . 

一 个 更 严重 的 问题 是 , 变换 可 能 导致 在 实验 者 感 兴趣 的 设计 因子 空间 的 某 个 部 分 出 现 响应 
变量 的 无 意义 值 , 例如 , 在 一 个 关于 半导体 晶片 上 观测 到 的 瑕 疫 数 的 实验 中 , 假定 我 们 已 经 使 用 
了 平方 根 变换 , 结果 在 某 些 感 兴趣 的 区 域 , BEAUME 48 3e 0 3.— 当 观 测 到 的 实际 瑕 症 数 
很 小 时 , 这 是 有 可 能 发 生 的 . 因此 , 实验 的 模型 恰 在 期 待 它 有 较 好 预测 性 能 的 区 域 中 产生 了 不 可 
靠 的 预测 值 ， 

最 后 , 如 15.1.1 节 所 指出 的 , 我 们 经 常 采用 变换 来 稳定 方差 、 改进 正 态 性 并 简化 模型 . 但 不 
能 保证 一 个 变换 就 能 同时 完成 所 有 这 些 目的 . 

人 不同 于 这 种 先 做 数据 变换 然后 对 变换 后 的 响应 进行 标准 最 小 二 乘 分 析 的 典型 方法 , 另 一 种 
方法 是 采用 广义 线性 模型 (GLMD). 这 是 Nelder and Wedderburn(1972) 提出 的 方法 , 它 本 质 
上 统一 了 含有 正 态 和 非 正 态 响 应 的 线性 与 非 线 性 模型 . McCullagh and Nelder(1989) Æ My- 
ers, Montgomery, and Vining(2002) 给 出 了 广义 线性 模型 的 详细 介绍 , 而 且 Myers and Mont- 
gomery(1997) 给 出 过 指南 . 本 童 的 补充 材料 里 也 给 出 了 更 多 的 细节 .我 们 将 在 下 面 给 出 这 些 概 
念 的 概要 , 并 用 3 个 简短 的 例子 来 说 明 它们 . 

广义 线性 模型 本 质 上 是 一 个 回归 模型 (实验 设计 模型 也 是 回归 模型 ). 与 所 有 的 回归 模型 一 
FF, 它 由 随机 项 (通常 称 为 误差 项 ) 以 及 一 个 关于 设计 因子 (那些 r) 和 一 些 未 知 参 数 (那些 5) 
的 函数 所 组 成 . 标准 正 态 线性 回归 模型 


y = Bo + zi + Bara t t+ kak € (15.3) 
其 中 假定 误差 项 e HRS 8I E B7; EAR EIS 43, 而 且 响 应 变量 y 的 均值 为 
E(y) = p = Bo + Bixi + Bota +e + krk = xB (15.4) 


(15.4) RAJ = 部 分 称 为 线性 预报 元 . 广义 线性 模型 把 (15.3) 式 作为 它 的 一 种 特殊 情况 . 

在 一 个 广义 线性 模型 中 , 响应 变量 可 以 是 指数 型 分 布 族 中 的 任 一 分 布 . 该 分 布 族 包 括 正 杰 、 
浊 松 、 二 项 、 指数 和 伽 玛 分 布 , 所 以 指数 型 分 布 族 是 非常 广泛 的 且 非 常 灵活 的 分 布 的 集合 , 能 用 
于 很 多 实验 场合 . 而 且 , 响应 均值 与 线性 预报 元 的 关系 是 通过 联系 函数 (link function) 确定 的 . 

glu) = x'8 (15.5) 
表示 响应 均值 的 回归 模型 表示 为 
E(y) = p =g (x'B) (15.6) 


例如 , (15.3) 式 中 普通 线性 回归 模型 的 联系 函数 称 为 恒 等 联 系 , 这 因为 上 = g (z'8) — x. 4E 
为 另 一 个 例子 , 对 数 联 系 
Infa) = x'8 (15.7) 
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得 到 模型 
ES (15.8) 


对 数 联 系 常用 于 计数 数据 ( 泊 松 响应 ) 以 及 具有 右 侧 长 尾 分 布 的 连续 型 响应 (指数 分 布 或 伽 玛 分 
布 ). 另 一 种 常用 于 二 项 分 布 数据 的 重要 联系 函数 是 Logit 联系 


ln ( z x) = a! (15.9) 


选择 使 用 这 种 联系 函数 得 到 模型 
] 


Hu 
联系 函数 可 能 有 多 个 选择 , 但 它 必 须 是 单调 可 微 的 . 而 且 要 注意 , 在 广义 线性 模型 中 , 响应 变量 
的 方差 不 一 定 是 常量 , 它 可 以 是 均值 的 函数 (及 通过 联系 函数 也 是 预报 元 的 函数 1). 例如 , 车 响应 
是 泊 松 分 布 的 , 则 响应 的 方差 正好 等 于 均值 . 

为 了 在 实际 中 使 用 广义 线性 模型 , 实验 者 必须 指定 响应 分 布 和 联系 函数 , 然后 , 用 最 大 似 然 
法 进行 模型 拟 合 与 参数 估计 , 对 于 指数 型 分 布 族 来 讲 , 就 变 成 了 选 代 加 权 最 小 二 习 形 式 , 对 于 正 
态 啊 应 变量 的 普通 线性 模型 或 实验 设计 模型 , 这 归结 为 标准 的 最 小 二 乘法 . 用 类 似 于 正 态 理论 数 
据 的 方差 分 析 方法 , 可 以 对 广义 线性 模型 进行 推断 或 诊断 性 检查 . 细节 与 例子 参见 Myers and 
Montgomery(1997) 以 及 Myers, Montgomery and Vining(2002). 可 以 很 好 地 支持 广义 线性 模 
型 的 两 个 软件 包 是 SAS(PROC GENMOD) 和 S-PLUS. 

例 15.2 一 家 消费 品 生产 公司 研究 影响 顾客 用 优惠 券 兑 换 该 公司 个 人 护理 产品 的 几率 的 因子 ， 一 个 
29 析 因 实验 用 于 研究 下 列 变 量 : 4= 优惠 券 的 价值 { 低 , 高 ), B= 优惠 券 的 有 效 期 , C= 使 用 的 方便 程度 
(容易 , 困难 ). 29 设计 的 8 个 单元 的 每 个 单元 中 都 随机 安排 了 1 000 A, 响应 变量 是 兑换 的 优惠 券 的 数量 . 
实验 结果 列 在 表 15.1 "n. 


R 15.1 优惠 券 兑换 实验 的 设计 与 数据 


A B C 优惠 券 兑换 数 
= = S 200 
十 - 一 250 
一 十 一 265 
* 十 一 347 
E 十 210 
十 - 十 286 
E 十 十 271 
+ + + 326 


设计 的 每 个 单元 中 的 响应 值 可 以 看 作 1 000 重 贝 努 利 试验 中 的 成 功 次 数 ， 所 以 该 响应 的 一 个 合理 模型 
是 , 具有 二 项 响应 分 布 和 logit 联系 函数 的 广义 线性 模型 ， 这 种 特殊 形式 的 广义 线性 模型 通常 称 为 起 辑 斯 详 
回归 (logistic regression). 

Minitab RESI EXP HE WE BLUAEEUU. 3:96 3 Doe fU RR EPICURI T NIE AER PERIODE. ERU, a 
应 均值 的 模型 为 
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1 


ELM. NN NEC NET a V 
l + exp - (4 T 2; Bix; + 2 PB 2223] 
i—1 iZ j=? 

X 15.2 给 出 了 针对 表 15.1 中 数据 的 Minitab 的 部 分 输出 . 表 的 上 半 部 分 拆 合 了 全 模型 ,包含 了 所 有 
3 个 主 效应 和 3 个 二 因子 交互 作用 . 可 看 到 输出 包含 模型 系数 的 估计 及 它们 的 标准 误 . 在 零 假设 回归 系数 等 
TERN, 模型 系数 的 估计 与 其 标准 误 的 比值 (t 型 比值 ) 有 近似 正 态 分 布 . 因此 , 可 用 比值 2 = B/se(B) 
检验 各 主 效应 或 交互 作用 项 是 否 显 著 . 这 里 “近似 ”意味 着 样本 量 很 大 . 现在 这 里 的 样本 量 并 不 很 大 , 我 们 
要 小 心 解释 这 些 t 型 比值 的 P, 但 是 这 些 统计 量 可 用 作 数 据 分 析 的 前 导 . 表 中 的 P 值 表明 截 距 项 、4 与 
B 的 主 效应 以 及 BC 交互 作用 是 显著 的 . 

表 中 拟 合 优 度 部 分 给 出 用 来 衡量 模型 总 体 适 合 程 度 的 3 个 不 同 的 检验 统计 量 (Pearson, Deviance 和 
Hosmer-Lemeshow). 这 些 拟 合 优 度 统 计量 的 P 值 都 很 大 , 这 表明 模型 是 令 人 满意 的 ， 所 拟 合 的 模型 是 


1l 
l + exp| 一 (一 1.01 + 0.169z, + 0.169r2 + 0.023z3 — 0.0412223)] 
m 1 
— l- exp(4-1.01 — 0,169z1 — 0.169z2 一 0.0233 + 0.041r2r3) 


站 一 


因为 效应 C 和 区 互 作用 BC 很 小 , 这 些 项 好 像 可 以 从 模型 中 剔除 且 不 会 有 大 的 影响 , 

Minitab 对 每 个 回归 模型 系数 都 给 出 了 优势 比 (odd ratio). 优势 比 直接 从 (15.91 式 的 logit 联系 函数 
得 到 , 非常 类 似 于 标准 二 水 平 设计 中 的 因子 效应 估计 , 对 于 因子 4, 它 可 解释 为 4 取 高 的 值 (zl = +1) 时 
兑换 优惠 券 的 几率 与 4 取 ri = 0 时 兑换 优惠 券 的 几率 的 比值 . 算得 的 优势 比 为 eB1 = e0168 765 1,18. 
量 e261 = e2(0.168 765) = 1 40 是 A 取 高 的 值 (04 = +1) 时 兑换 优惠 券 的 几率 与 4 取 低 的 值 (zl = —1) 
时 兑换 优惠 券 的 几率 的 比值 . 因此 , 高 值 的 优惠 券 增 加 了 40 吕 的 兑换 优惠 券 的 几率 . 

逻辑 斯 谤 回归 应 用 很 广泛 , 它 可 能 是 应 用 最 广 的 广义 线性 模型 . 它 在 关于 剂量 _ 响 应 研究 (tt 
计 因 子 是 特定 的 治疗 处 理 的 剂量 , 而 响应 为 病人 是 否 被 成 功 治 好 ) 的 生物 医学 领域 有 着 广泛 的 应 
Hi. 许多 可 靠 性 工程 实验 包含 二 元 (成 - 败 ) 数据 ， 例如 当 单 位 产品 或 部 件 承 受 压力 或 负荷 , 响应 
是 该 单位 是 否 失 效 . 

例 15.3 iW RR DA Cas 

思考 题 8.30 介绍 了 一 个 实验 ， 用 来 研究 9 个 因子 对 可 开 式 模压 护 椰 板 的 影响 Bisdaard 和 Fuller 
(1994-1995) 对 该 数据 进行 了 有 趣 且 有 用 的 分 析 , 来 说 明 实验 设计 中 数据 变换 的 作用 ， 如 思考 题 8.30 中 (f) 
部 分 所 看 到 的 ,他 们 用 修改 的 平方 根 变 换 得 到 模型 : 


a 
(Vg + Vy + 1y2 = 2.513 — 0.996z4 — 1.21zg — 0.772227 


一 般 情 况 下 , z 表示 的 是 规范 后 的 设计 因子 .该 变换 很 好 地 稳定 了 次 品 数 的 方差 . 表 15.3 的 前 两 组 给 出 此 
模型 的 一 些 信息 . 在 “变换 后 ”标题 下 , 第 一 列 是 响应 的 预测 值 . 注意 那里 有 两 个 负 的 预测 值 . 标题 “未 变换 ” 
下 给 出 未 变换 的 预测 值 , 以 及 在 16 个 设计 点 的 各 点 处 的 响应 均值 的 95% 置 信 区 间 . 因为 有 一 些 负 的 预测 值 
或 置信 下 限 , 我 们 无 法 算出 该 表 中 的 所 有 单元 中 的 值 . 

啊 应 实际 上 是 次 品 数 的 平方 根 . 负 的 预测 值 显然 不 合 逻 辑 ， 注 意 ， 这 种 情况 在 观测 到 的 数值 很 小 时 发 
"E, 者 在 这 种 区 域 中 用 模型 预测 性 能 表现 是 很 重要 的 ， 则 此 模型 也 许 不 值得 信赖 .这 不 应 被 当 作 对 实验 者 或 
Bisdaard 和 Fuller 的 分 析 的 批评 . 这 是 一 个 极其 成 功 的 筛选 实验 , 它 能 清楚 区 分 出 重要 的 工序 变量 ， 预 测 
并 非 原先 的 目的 , 也 不 是 Bisdaard 和 Fuller 所 做 分 析 的 目的 . 
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表 15.2 ”优惠 券 兑 换 实验 的 Minitab 输出 
二 项 运 辑 斯 请 回归 : 全 模型 


Link Function: Logit 


Response Information 


Variable Value Count 
C5 Success 2155 

Failure 5845 
C6 Total 8000 
Logistic Regression Table 

odds 95% CI 

Predictor Coef SE Coef z P Ratio Lower Upper 
Constant -1.01154 0.0255150 -39.65 0.000 
A 0.169208 0.0255092 6.63 0.000 1.18 1.13 1.25 
B 0.165622 0.0255150 6.65 0.000 1.18 1.13 1.25 
C 0.0233173 0.02550988 0.91 0.361 1.02 0.97 1.08 
A*B -0.0062854 0.0255122 -0.25 0.805 0.99 0.95 1.04 
A*C -0.0027726 0.0254324 . -0.11 0.913 1.00 0.95 1.05 
B*C -0.0410198 0.0254335 -1.61 0.107 0.96 0.91 1.01 


Log-Likelihood = -4615.310 


Goodness-of-Fit Tests 


Method Chi-Square DF P 
Pearson 1.46458 1 0.226 
Deviance 1.46451 1 0.226 


Hosmer-Lemeshow 1.46458 6 0.962 


EI -HT 3 


hi ii PIT TE in| i [a ji T, E A, B, C, BC 
00 T4ue Enonetino. 5-14 0 0———————————————————————— 
Link Function: Logit 


Response Information 


Variable Value Count 
C5 Success 2155 

Failure 5845 
C6 Total 8000 


Logistic Regression Table 
odds 95% CI 


Predictor Coef SE  Coef 2 P Ration Lower Upper 
Constant -1.01142 0.0255076 -39.65 0.000 

A 0.168675 0.0254235 6.63 0.000 1.18 1.13 1.24 
B 0.169116 0.0254321 6.65 0.000 1.18 1.13 1.24 
C 0.0230825 0.0254306 0.91 0.364 1.02 0.97 1.08 
B*C -0.0409711 0.0254307 -1.61 0.107 0.96 0.91 1.01 


Log-Likelihood - -4615.346 


Goodness-of-Fit Tests 


Method Chi-Square DF P 
Pearson 1.53593 3 0.674 
Deviance 1.53602 3 0.674 
Hosmer-Lemeshow 1.53593 6 0.957 
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表 15.3 ”可 开 式 模压 护 胡 板 实验 的 最 小 二 乘 模型 与 广 久 线性 模型 分 析 
基于 Freeman 和 Tukey 修改 的 


平方 根 数据 变换 的 最 小 二 乘 方法 广 立 线性 模型 ( 泊 松 95958 4i [X 
变换 后 未 变换 响应 , 对 数 联 系 函 数 ) 间 的 长 度 
95905 3€ 9591 5. 9595 _ P XE 
观测 预测 值 信 区 间 Tou HER 信 区 间 Tor (Er 信 区 间 Ii] — 3i 性 模型 
1 5.50 (4.14, 6.85) 29.70 (16.65, 46.41) — 51.26 (42.45, 61.90) 29.76 19.45 
2 3.95 (2.60, 5.31) 15.12 (6.25, 27.65) 11.74 (8.14, 16.94) 21.39 8.80 
3 1.52 (0.17, 2.88) 1.84 (1.69, 7.78) 1.12 (0.60, 2.08) 6.09 1.47 
4 3.07 (171, 4.42) 8.91 (2.45, 19.04) 4.88 (2.87, 8.32) 16.59 5.45 
5 1.52 (0.17, 2.88) 1.84 (1.69, 7.78) 1.12 (0.60, 2.08) 6.09 1.47 
6 3.07 (1.71, 4.42) 8.91 (2.45, 19.04) 4.88 — (2.87, 8.32) 16.59 5.45 
7 5.50 (4.14, 6.85) — 29.70 (16.65, 46.41) — 51.26 (42.45, 61.90) 29.76 19.45 
8 3.95 (2.60, 5.31) — 15.12 (6.25, 27.65) 11.74 (8.14, 16.94) 21.39 8.80 
9 1.08 (—0.28, 2.43) 0.71 (x, 5.41) 0.81 (0.42, 1.56) * 1.13 
10  —0.47 (—1.82, 0.89) * (*, 0.36) 0.19 (0.09, 0.38) r 0.29 
11 1.96 — (0.61, 3.31) 3.36 (0.04, 10.49) 1.96 (1.16, 3.30) 10.45 2.14 
12 3.50 (2.15, 4.86) 11.78 (4.13, 23. 10) 8.54 (5.62, 12.98) 18.96 T.35 
13 1.96 — (0.61, 3.31) 3.36 (0.04, 10.49) 1.96 (1.16, 3.30) 10.45 2.14 
14 — 3.50 (2.15, 486) 11.78 (4.13, 23.10) 8.54 — (5.62, 12.98) 18.97 7.35 
15 1.08 (—0.28, 2.43) 0.71 (*, 5.41) 0.81 (0.42, 1.56) * 1.13 
16  —0.47 (—1.82, 0.89) * (+, 0.36) 0.19 (0.09, 0.38) + 0.29 


不 过 , 者 得 到 预测 模型 是 重要 的 , 则 广义 线性 模型 也 许 是 不 同 于 变换 法 的 一 种 好 方法 . Myers 和 Mont- 
gomery 用 对 数 联 系 函数 [(15.7) 式 ] 和 泊 松 响应 , 拟 合 与 Bisdaard 和 Fuller 所 做 的 相同 的 线性 预报 元 , 得 
到 模型 


办 二 ell-128—0.896z4 —1.176rg —0.737r2 r4) 


X 15.3 中 的 第 3 组 包括 由 此 模型 得 到 的 预测 值 ， 必 及 设计 各 点 处 响应 均值 的 9595 8M EXIH] (用 SAS 
PROC GENMOD 算得 ). 没有 负 的 预测 值 (选取 联系 函数 来 保证 ) 和 人 负 的 置信 下 限 . 表 中 最 后 一 组 比较 了 
未 变换 响应 的 95% 置 信 区 间 的 长 度 与 广义 线性 模型 的 9576 fri PC[R] RH RE. 可 以 看 到 广义 线性 模型 得 到 的 
3f X [8] S REB EC RENK. 这 强烈 表明 广义 线性 模型 法 解释 了 更 多 的 变异 , 相对 于 变换 法 能 得 到 更 
好 的 模型 . 

例 15.4 精 纺 毛纱 实验 

X 15.4 给 出 了 一 个 用 于 研究 精 纺 毛纱 的 33 析 因 设计 . 该 实验 是 Box and Draper(1987) 描述 的 . 响 
应 是 到 失效 时 的 圈 数 ， 这 类 可 靠 性 数据 是 熏 型 的 非 负 、 连续 且 通 常服 从 右 侧 长 尾 的 分 布 . 

数据 原来 是 用 标准 (hR) 方法 分 析 的 ,所 以 需要 数据 变换 来 稳定 方差 从 总 体 模 型 拟 合 以 及 令 人 
满意 的 残 差 图 来 看 , 根据 到 失效 时 的 图 数 的 自然 对 数 数据 可 以 得 到 一 个 合适 的 模型 .该 模型 为 


ing = 6.33 + 0.82, — 0.6314 一 0.383 
或 用 原来 的 响应 (到 失效 时 的 圈 数 ) 表示 为 


j = e6.33+0.82r1 -0.63z2 一 0.38m3 


该 实 验 也 可 以 用 广义 线性 模型 并 选取 伽 玛 分 布 的 响应 和 对 数 联系 函数 来 分 析 . 采用 与 对 数 变换 响应 的 
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最 小 二 乘 分 析 时 一 样 的 模型 这样 得 到 的 模型 为 
Ü = e6.35 十 0.84z1i — 0. 63ra —0.38r4 
表 15.5 列 出 了 由 最 小 二 乘 模型 和 广义 线性 模型 得 到 的 预测 值 ， 以 及 在 该 设计 27 个 点 的 各 点 处 均值 的 
9576 B fr ECIB]. 对 置信 区 间 长 度 的 比较 表明 , 广义 线性 模型 好 像 比 最 小 二 乘 模型 预测 得 更 好 . 


X 15.4 精 纺 毛纱 实验 


试验 zi co T3 到 失效 时 的 圈 数 到 失效 时 的 圈 数 的 自然 对 数 
1 —]1] —] —1 674 6.51 
2 —1 —1 0 370 5.91 
3 —1 —1 1 292 5.68 
4 —1 0 —1 338 5.82 
5 一 荆 ü Ü 2606 5.58 
6 —1 Ü 210 5.35 
T —1 1 —]1 170 5.14 
8 —1 1 118 4. TT 
9 —1 1 1 90 4.50 
10 Ü —1 —1 1 414 T.25 
11 Ü —1 Ü l 198 T.09 
12 Ü —1 l 634 6.45 
13 0 心 —1 1] 022 6.93 
14 0 D 620 6.43 
15 Ü Ü 1 438 6.08 
16 g 1 —1 442 6.09 
17 D 1 332 5.81 
18 ü 1 l 220 5.39 
19 1 —1 一 上 3 636 8.20 
20 1 —]1 0 3 184 8.07 
21 1 —1 1 2 DOD T.60 
22 l 0 —1 1 568 7.36 
23 1 Ü 0 1 070 6.98 
24 1 0 566 6.34 
25 1 1 一 了 1 140 7.04 
20 1 l Ü Sd 6.78 

1 1 


Af l 360 5.89 
一 一- OSUA 


* 15.5 精 纺 毛纱 实验 的 最 小 二 乘 模 型 与 广义 线性 模型 分 析 


To Ay 
用 最 小 二 乘 方法 
P 广义 线性 模型 95 双 和 闭 信 区 间 的 长 度 
0596 Hf 9596 HL 9590 E E X 
PM MAM o P 信 区 间 DM 信 区 间 FDR ”性 模型 
1 2.83 (2.76, 2.91) 682.50 (573.85, 811.52) 680.52 (583.83, 793.22) 237.67 209.39 
2 2.66 (2.60, 2.73) 460.26 (397.01, 533.46) ^ 463.00 (407.05, 526.64) 136.45 119.59 
3 2.49 (2.42, 2.57) — 310.38 (260.98, 369.06) 315.01 (271.49, 365.49) 108.09 94.00 
4 2.56 (2.50, 2.62) 363.25 (313.33, 421.11) 361.96 (317.75, 412.33) 107.79 94.58 
5 2.39 (2.34, 2.44) 244. 96 (217.92, 275.30) 246.26 (222.55, 272.51) 57.37 49.06 
6 


2.22 (2.15, 2.28) — 165.20 (142.50, 191.47) — 167.55 (147.67, 190.10) 48.97 42.42 
-一 一 19010 —— 48.97 —— 4242 
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1 


( 续 ) 

-一 
基于 对 数 变换 采 
用 最 小 二 乘 方法 

dE ES 广义 线性 模型 959558 45: D [8] B HK IRE 

ee TEA TES 9595 Hr ——. 9595 E. Pes X 

观测 预测 值 信 区 间 预测 值 信 区 间 预测 值 信 区 间 最 小 二 乘 性 模型 

7 2.29 (2.21, 2.36) — 193.33 (162.55, 229.93) — 192.52 (1685.69, 223.70) 67.38 58.01 
8 2.12 (2.05, 2.18) 130.38 (112.46, 151.15) 130.98 (115.43, 148.64) 38.69 33.22 
9 1.94(1.87, 2.02) — 87.92 (73.93, 104.54) — 89.12 (T6.87, 103.32) 30.62 26.45 
10 3.20 (3.13, 3.26) 1 569.28 (1 353.94, 1 819.28) 1 580.00 (1 390.00, 1 797.00) — 465.34 407.00 
11 3.02 (2.97, 3.08) 1 058.28 (941.67, 1 189.60) 1 075.00 (972.52, 1 189.00) — 247.92 216.48 
12 2.85(2.79, 2.92) 713.67 (615.60, 827.37) — 731.50 (644.35,830.44) — 211.77 186.09 
13 2,92 (2.87, 2.07) — 835.41 (743.19, 938.86) — 840.54 (759.65, 930.04) ^ 195.67 170.39 
14 2.75 (2.72, 2.78) — 563.25 (523.24, 606.468) — 571.87 (536.67, 609.38) 83.22 72.70 
15 2.58 (2.53, 2.63) — 379.84 (337.99, 426.97) — 389.08 (351.64, 430.51) 88.99 78.87 
16 2.65(2.58, 2.71) — 444.63 (383.53, 515.35) — 447.07 (393.81, 507.54) — 131.82 113.74 
17 2.48 (2.43, 2.553) 299.85 (266.75, 336.98) — 304.17 (275.13, 336.28) 70.23 61.15 
18 2.31 (2.24, 2.37) — 202.16 (174.42, 234.37) — 206.95 (182.03, 235.27) 59.95 53.23 
19 3.56 (3.48, 3.63) 3 609.11 (3 034.59, 4 292.40) 3 670.00 (3 165.00, 4 254.00) 1 257.81 1 089.00 
20 3.39 (3.32, 3.45) 2 433.88 (2 099.42, 2 821.63) 2 497.00 (2 200.00, 2 833.00) — 722.21 633.00 
21 3.22 (3.14, 3.29) 1 641.35 (1 380.07, 1 951.64) 1 699.00 (1 462.00, 1 974.00) — 571.57 512.00 
22 3.28 (3.22, 3.35) 1 920.88 (1656.91, 2 226.90) 1 952.00 (1 720.00, 2 215.00) 569.98 495.00 
23 3.11 (3.06, 3.16) 1 295.39 (1 152.66, 1 455.79) 1 328.00 (1 200.00, 1 470.00) — 303.14 270.00 
24 2.94 (2.88, 3.01) 873.57 (753.53, 1 012.74) 903.51 (793.15, 1 029.00) 259.22 235.85 
25 3.01(2.93, 3.08) 1 022.35 (859.81, 1 215.91) 1 038.00 (894.79, 1 205.00) — 356.10 310.21 
26 2.84 (2.77, 2.90) — 689.45 (594.70, 799.28) 706.34 (620.99, 803.43) — 204.58 182.44 
27 2.67 (2.59, 2.74) — 464.94 (390.93, 552.97) — 480.57 (412.29, 560.15) 162.04 147.86 


广义 线性 模型 已 在 生 药 的 研究 与 开发 中 得 到 了 广 证 的 应 用 . 随 着 更 多 的 软件 包 包含 了 这 种 
功能 , 广义 线性 模型 在 一 般 的 工业 研究 与 开发 领域 中 会 有 更 加 宽广 的 应 用 . 


析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 


本 章 的 基本 目的 是 分 析 平 衡 析 因 设计 , 即 在 每 个 单元 处 观测 值 的 个 数 都 是 相同 的 . 其 实 , 观 
测 值 个 数 不 相 等 的 情况 也 经 常 遇 到 . 导致 不 平衡 析 因 设计 的 原因 很 多 . 例如 , 实验 者 起 初 设计 了 
一 个 平衡 实验 , 但 因为 在 收集 数据 时 出 现 不 可 预见 的 问题 , 以 致 于 丢失 了 一 些 观测 值 , 她 或 他 最 
后 得 到 的 就 是 不 平衡 数据 ， 男 一 方面 , 有 些 不 平衡 实验 是 特意 设计 的 ， 比 方 说 , 某 些 处 理 组 人 台 比 
起 其 他 的 组 合 做 起 试验 来 更 为 昂贵 或 更 为 困难 , 这 样 , 在 这 些 单元 中 就 会 取 较 少 的 观测 值 . 或 者 ， 
实验 者 对 某 些 处 理 组 合 有 较 大 的 兴趣 , 因为 它们 代表 了 新 的 或 未 研究 过 的 条 件 , 所 以 , 实验 者 会 
决定 在 这 些 单元 中 多 做 几 次 重复 ， 

在 平衡 数据 中 出 现 的 主 效应 以 及 交互 作用 的 正 交 性 质 在 不 非 平 衡 情况 下 将 不 册 具 备 ， 这 
意味 着 我 们 不 能 再 使 用 通常 的 方差 分 析 法 . 因此 , 不 平衡 析 因 设计 比 起 平衡 设计 的 分 析 要 困难 
得 多 . 

本 节 简 要 综述 一 下 关于 处 理 不 平衡 析 因 设计 的 方法 , 痢 重 于 二 因子 固定 效应 模型 的 情况 . 设 
在 第 d 单元 的 观测 值 个 数 为 nij. X ni = » ni; 为 第 i 行 (因子 4 的 第 i 个 水 平 ) 中 观测 

j-1 


15.2 
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值 的 个 数 , n= È nu 为 第 了 列 (因子 B 的 第 j 个 水 平 ) 中 观测 值 的 个 数 , 而 n. = È D no 
是 观测 值 的 总 个 数 
15.2.1 成 比例 的 数据 : 简单 的 情况 


在 分 析 中 难度 不 大 的 一 种 不 平衡 数据 情况 是 成 比例 的 数据 . 也 就 是 说 , 第 jj 单元 中 的 观测 
值 的 个 数 是 


Thij — M (15.11) 


这 一 条 件 意味 着 任意 两 行 或 两 列 的 观测 值 的 个 数 是 成 比例 的 当 出 现 比例 数据 时 , 可 以 用 标准 的 
方差 分 析 . 只 须 在 平方 和 的 计算 公式 中 作 小 的 修改 即 可 , 它们 是 


Tij a b 2 
SspEÉy y yl SS Md 595 
i-1j—lk-l i=l j=1 Thij 
y y 
5e a4 — E 一 SIE = SST = S5 A 一 SS — SOAR 
1=1 t. 
b 2 2 a b n b 2 
Yj. y : =i ij. 
SORSA -Y X byn- D DA 


这 样 就 得 到 一 个 基于 序 贯 模型 拟 合 分 析 的 ANOVA, 先 拟 合 因子 A 再 拟 合 因子 B(A 
是 采用 “调整 的 ”模型 拟 合 方法 , 类 似 于 第 4 章 对 不 完全 区 组 设计 所 用 的 方法 : 两 种 方法 都 可 以 
用 Minitab Balanced ANOVA 程序 来 实现 ). 
作为 比例 数据 的 例子 , 考虑 例 5.1 的 电池 设计 实验 . 表 15.6 是 原 怒 数据 的 一 种 修正 , 显然 ， 
这 些 数据 是 成 比例 的 . 例如 , 在 单元 1,1 中 有 
nai] 10(8) 


ni = 一 一 三 


n. 20 
个 观测 值 . 对 这 些 数据 应 用 通常 的 方差 分 析 , 其 结果 如 表 15.7 所 示 . 材料 类 型 和 温度 都 是 显著 
的 , 而 交互 作用 仅 在 a = 0.17 时 才 是 显著 的 , 因此 , 除了 交互 作用 的 效应 不 显著 外 , 结论 与 例 
5.1 中 对 完全 数据 集 的 分 析 结 果 大 体 一 致 


—4 


表 15.6 ”上 比例 数据 的 电池 设计 实验 
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$ 15.7 Æ 15.6 中 电池 设计 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 

材料 类 型 7 811.6 2 3 905.8 4.78 
温度 16 090.9 2 8 045.5 9.85 
AE (ERI 6 266.5 4 1 566.6 1.92 
误差 8 981.0 11 816.5 

总 和 39 150.0 19 


15.2.2 近似 方法 

当 不 平衡 数据 较 接 近 于 平衡 情况 时 , 有 时 可 以 用 近似 方法 把 不 平衡 问题 转变 为 平衡 问题 . 当 
AR, 这样 只 能 作出 近似 的 分 析 , 但 因为 平衡 数据 的 分 析 很 容易 , 所 以 我 们 经 常 试图 采用 这 一 方法 . 
在 实践 上 , 当 数 据 与 平衡 情况 不 是 太 不 一 样 时 , 确定 所 引入 方法 的 近似 程度 相对 来 说 就 不 重要 了 . 
现在 简要 描述 一 些 近似 方法 . 假定 每 一 单元 至 少 有 一 个 观测 值 (Hp nij > 1). 


1. 估计 缺失 观测 值 


如 果 只 有 少数 nu 不 相同 , 合理 的 方法 是 估计 缺失 值 . 例如 , 考虑 表 15.8 的 非 平衡 设计 . 显 
TR, 们 计 单 元 2,2 的 单个 缺失 值 是 一 种 合理 的 方法 . 对 于 有 交互 作用 的 模型 , 能 够 最 小 化 误差 平 
方 和 的 第 g 单元 的 缺失 值 的 估计 是 yg. 也 就 是 说 , 用 那 一 单元 中 现 有 的 观测 值 的 平均 值 来 估 
夺 缺 失 值 . 


表 15.8 ” 非 平衡 设计 的 nij fü 


l 2 3 
1 4 á 4 
2 4 3 4 
3 dl 4 4 


将 信 计 值 作为 实际 数据 处 理 . 方差 分 析 时 唯一 要 修改 的 是 , 将 误差 自由 度 减 去 已 估计 的 缺失 
观测 值 的 个 数 . 例如 , 如 果 估 计 出 表 15.8 中 2,2 单元 的 缺失 值 , 则 用 26 个 误差 自由 度 来 代替 27 
个 误差 自由 度 . 


2. 搁置 数据 


考虑 表 15.9 中 的 数据 . 只 有 2,2 单元 比 其 他 单元 多 一 个 观测 值 . 此 时 , 估计 其 余 8 个 缺失 
值 就 不 是 一 个 好 主意 , 因为 这 导致 估计 值 在 最 后 的 数据 中 占 了 约 1890. 另 一 种 方法 是 把 单元 2,2 
的 一 个 观测 值 搁置 一 旁 , 而 得 出 一 个 有 = 4 次 重复 的 平衡 设计 . 


表 15.9 非 平 衡 设计 的 nij 值 


f —— —— I EPROREERQ 
1 2 3 
”Es 
2 4 5 4 
3 4 4 4 
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搁置 一 旁 的 观测 值 必须 是 随机 选取 的 , 不 但 不 能 完全 技 弃 它 , 我 们 还 将 把 它 重新 放 回 到 设计 
中 , 然后 骨 随 机 选取 为 一 观测 值 搁置 一 旁 , 再 进行 分 析 . 并 且 , 我 们 希望 , 这 两 次 分 析 不 会 得 出 关 
于 数据 的 互相 耶 盾 的 解释 . 如 果 出 现 矛 盾 , 则 我 们 怀疑 已 被 搁置 一 旁 的 观测 值 是 一 个 异常 值 或 野 
值 , 因而 应 当做 出 相应 处 理 . 在 实践 中 , 当 仅 有 少数 的 观测 值 被 搁置 一 旁 , 而 且 单元 内 部 的 变异 
性 较 小 时 , 这 种 混乱 情况 不 大 可 能 出 现 , 

3. 未 加 权 平 均 数 法 

在 Yates (1934) 所 引入 的 这 一 近似 法 中 , 把 单元 平均 值 看 作为 数据 并 按 标 准 的 平衡 数据 分 
析 方 法 来 求 得 行 、 列 以 及 交互 作用 的 平方 和 . 求 得 误差 均 方 为 
D J Y (us - Wu) 
dibus i=l j=] k=] 

n.. 一 ab 

现在 , 用 MSE 估计 o?, 这 是 单个 观测 值 y,;; 的 方差 ， 然而 我 们 所 做 的 是 关于 单元 平均 值 的 方 
其 分 析 . 因为 第 dj 单元 的 平均 值 的 方差 是 07 n, 所 以 实际 用 在 方差 分 析 中 的 误差 均 方 值 应 该 
是 gi. 的 平均 方差 的 一 个 估计 量 ， 即 


(15.12) 


(15.13) 


用 (15.12) 式 的 M Sg 来 估计 (15.13) 式 的 o?, 得 


M Se 


(L 


MSE = 


a b 1 i 
DIe (15.14) 
i=1 j=] hi 


作为 用 在 方差 分 析 中 的 误差 均 方 值 (有 n. — ab 个 自由 度 ) 
未 加 权 平 均 数 法 是 一 种 近似 方法 , 因为 行 、 列 以 及 交互 作用 的 平方 和 都 不 服从 卡 方 分 布 . 这 
一 方法 的 主要 优点 是 它 在 计算 上 的 简明 性 . 当 ni; 不 是 相差 很 多 时 未 加 权 平 均 数 法 的 效果 通常 
不 错 . | 
一 种 相关 的 方法 是 加 权 平 均 数 法 , 也 是 Yates (1934) 提出 的 . 这 一 方法 也 用 到 单元 平均 数 
的 平方 和 , 但 是 , 平方 和 中 的 项 是 反 比 于 相应 方差 进行 加 权 的 . 这 一 方法 更 详细 的 叙述 , 可 参阅 
Searle(1971a) 以 及 speed, Hocking, and Hackney(1978). 


15.2.3 ”精确 方法 


当 近 似 方法 不 适用 时 , 例如 , 当 出 现 空 的 单元 (ES nu = 0) Ef, 或 者 当 ni; 有 很 大 差别 时 ， 
实验 者 必须 用 精确 分 析 法 . 为 求 出 用 来 检验 主 效应 与 交互 作用 效应 的 平方 和 ， 做 法 是 把 方差 分 
析 模 型 作为 回归 模型 , 对 数据 拟 合 该 模型 ， 并 用 一 般 回归 显著 性 检验 方法 . 然而 有 多 种 方式 可 
做 到 这 一 点 , 而 且 这 些 方法 会 得 出 不 同 的 平方 和 数值 . FHA, 需要 检验 的 假设 也 不 总 是 类 似 于 平 
衡 情 况 , 且 它 们 也 并 不 总 是 易于 解释 的 . 要 进一步 阅读 这 一 主题 , 可 参阅 Searle(1971a), Speed, 
and Hocking(1976), Hocking and Speed(1975), Hocking, Hackney, and Speed( 1978), Searle, 
Speed, and Henderson(1981), Searle(1987), BL 及 Milliken and J ohnson(1984). 统计 软件 SAS 
通过 PROC GLM 为 不 平衡 数据 分 析 提 供 了 极 好 的 办 法 . 
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15.3 ” 协 方 差分 析 


第 2 章 与 第 4 章 介 绍 了 区 组 化 原则 的 使 用 , 以 提高 处 理 间 比较 的 精度 . 配对 t 检验 是 第 2 
章 中 介绍 的 方法 , 随机 化 区 组 设计 是 第 4 章 给 出 的 . 一 般 来 讲 , 区 组 化 原则 能 用 于 可 控 讨 厌 因 子 
的 影响 . 协 方差 分 析 (ANCOVA) 是 另 一 种 常用 于 改进 实验 精度 的 技术 . 设 在 一 实验 中 , 响应 变 
RE y, 存在 另 一 变量 , 例如 r, 且 y 线性 依赖 于 zr. 还 有 , X or 不 能 被 实验 者 控制 , 但 可 以 随 着 
y 一 起 被 观测 到 ,变量 x 叫做 协 变量 或 伴随 变量 ， 协 方差 分 析 和 涉及 如 何 针 对 协 变量 的 效应 调节 
被 观测 的 啊 应 变量 . 如 果 不 做 这 样 的 调节 , 则 伴随 变量 会 提高 误差 均 方 值 , 并 使 由 于 处 理 不 同 而 
引起 的 啊 应 之 间 的 真正 差异 更 难于 检测 . 这 样 一 来 , 协 方差 分 析 就 是 调节 不 可 控 讨 大 变量 效应 的 
一 种 方法 . 正如 我 们 将 会 见 到 的 , 这 一 方法 是 方差 分 析 和 回归 分 析 的 综合 . 

作为 可 以 使 用 协 方差 分 析 的 一 个 实验 例子 , 考虑 进行 一 项 研究 , 以 确定 由 3 台 不 同 机 器 生产 
的 单 丝 纤维 的 强度 的 差异 . 该 实验 数据 列 在 表 15.10 "P. 图 15.3 是 样品 的 抗 断 强度 与 直径 (XH 
细 ) 关系 的 散 点 图 . 显然 , 纤维 的 抗 断 强度 亦 受 其 纤 度 或 粗细 所 影响 , 较 粗 的 纤维 一 般 强 于 较 细 
的 纤维 . 当 检 验 机 器 之 间 的 抗 断 强度 的 差异 时 , 协 方差 分 析 可 以 用 来 消除 粗细 度 (0) 对 抗 断 强度 
(y) 的 效应 . 


X 15.10 抗 断 强度 数据 : y= 强度 (1), r= 直径 (10-9 英寸 ) 
机 器 1 机 器 2 机 器 3 ç oOo 


抗 断 强度 


10 20 A A 
Hf 


图 15.3 抗 断 强度 (y) 与 纤维 直径 (x) 的 关系 
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15.3.1 方法 说 阴 


现在 针对 有 一 个 协 变 量 的 单 因 子 实验 来 说 明 协 方差 分 析 的 基本 方法 . 假定 响应 和 协 变量 之 
同和 存在 线性 关系 , 恰当 的 统计 模型 是 
Yij = H + Ti + B(ri — E..) + eis | de Ad (15.15) 
j=1,2,...,n 
其 中 yi; 是 在 单 因子 的 第 i 种 处 理 或 水 平 下 取得 的 响应 变量 的 第 j 个 观测 值 , zi 是 对 应 于 yi 
(BE, 第 d 个 试验 ) 的 协 变量 或 伴随 变量 的 测量 值 , 云 是 全 体 ri; 的 平均 值 , js 是 总 平均 值 , 1; 
是 第 i 种 处 理 的 效应 , 8 是 线性 回归 系数 , 表示 yi; 对 zi; 的 相依 性 , cu 是 随机 误差 分 量 . 假定 
误差 ei; 是 NID(0, o°) ff), 斜率 8 关 0, y; 与 rij 之 间 的 真实 关系 是 线性 的 , 每 种 处 理 的 回归 
系数 是 相同 的 , 处 理 效应 之 和 为 零 (E n = o), 伴随 变量 zi; 不 受 处 理 的 影响 


由 (15.15) 式 看 出 , 协 方差 分 析 模 型 是 方差 分 析 和 回归 分 析 所 用 的 线性 模型 的 组 合 . 也 就 是 
B zii 来 表示 伴随 变量 , 这 样 可 使 参数 jy 是 总 平均 值 . 模型 原先 可 写 为 
i-1,2..-.a 
Vij = HB t Ti + tij + Ei | l (15.16) 
319 m 
其 中 ou 是 常数 , 不 等 于 总 平均 值 , 此 模型 的 总 平均 值 凡 十 3. 在 文献 中 更 多 见 到 的 是 (15.15) 
ai. 
为 了 描述 协 方差 分 析 , 引入 下 列 记号 ; 


ü n ü mn T 
Sw = 3) Dst — 3 Y y - P (15.17) 
i=] j-—1 i=l j=] GT. 
a n a mn 2 
T 
S = Y (24-2. -9). Y a2, - 2 (15.18) 
o : M. z o Dopa A E (z..)(y..) 
in 2 2. Tij —2.)(y,;—9.)- 2. NECS (15.19) 
1=1 }= =] 321 
msa ae s e (15.20) 
ER m LEN n i Si an 
Donuyg yide. (15.21) 
” NN ni ^ an i 
DNE = gu " 1 
Tey =n X (Bi = 3) 78.) = 2 È (gi) - 6:022 (15.22) 
Eyy = 2. 2. (ui; 一 pre = Syy — Tyy (15.23) 
i=] j= 
Ezz = 7 (tu — ti)? = Soz — Tez (15.24) 


Ery = D 2l (xij 一 Ti (Yiz — Vi. ) = Sey — Tay (15.25) 
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注意 , 一 般 地 , 5 = TG E, 其 中 符号 S, T, E 分 别 用 于 表示 总 、 处 理 以 及 误差 的 平方 和 与 叉 积 
和 . 对 x 和 yy 的 平方 和 必须 是 非 负 的 ; 但 是 , 叉 积 (xy) 的 和 可 以 是 负 的 . 

以 下 说 明 , 协 方差 分 析 怎 样 根据 协 变量 效应 来 调整 响应 变量 . 考虑 全 模型 [(15.15) sk]. p, 
Ti, B If) RE A = p., fi = gi —9.—D(zi; 2.) 以 及 
Ezy 


ge E (15.26) 
模型 中 的 误差 平方 和 为 
SSe = Eyy — (Ery) / Ezz (15.27) 
它 有 a(n 一 1) 一 1 个 自由 度 . 实验 的 误差 方差 用 
SSE 
MSE = ae ed 
Ahi. 今 假设 不 存在 处 理 效 应 . 则 模型 (15.15) 式 ] 将 是 
Vu = H + P(T — E.) + ei | bead i (15.28) 
j—1,2,..-.,mn 
u^ 有 的 最 小 二 乘 估计 是 户 = 了 ,= Sov/S。. 此 简化 模型 的 误差 平方 和 是 
Sor = Ey (Sa) S (15.29) 


EA an 一 2 个 自由 度 . 在 (15.29) 式 中 ， (Szy)*/Szz 是 通过 y 关于 r 的 线性 回归 所 获得 的 、 
ft y 的 平方 和 中 的 减少 量 . 还 有 , 注意 到 SSe 小 于 5SSE[ 因 为 模型 (15.15) 式 含有 附加 的 参 
数 (n). € SSL-— SSe 是 由 于 {ti} 而 在 平方 和 中 的 减少 量 . 因此 SSe 与 SSe ZARE, 
BU SSe 一 SS 为 检验 没有 处 理 效应 的 假设 提供 了 有 a -~ 1 个 自 由 度 的 平方 和 . 因此 , 为 了 检验 
Ho: n: 20, 计算 
_ (SSg — SSg)/(a — 1) 
SS /[a(n — 1) — 1] 
如 果 零 假设 为 真 ， 则 它 服从 P231 atn 1133 2H. 当 Fo > Donsin 1)—1 时 , 拒绝 Ho : Ti =Ù. 
也 可 以 用 P 值 方法 . 
FRR 15.11 的 内 容 是 有 益 的 . 在 此 表 中 ， 我 们 已 介绍 过 将 协 方差 分 析 作 为 “调整 * 的 方差 
分 析 . 在 “方差 来 源 ” 一 列 , 总 变异 性 用 9 ， 来 测量 , CH an -1 个 自由 度 . TARH “Ppa” 
是 有 一 个 自由 度 的 平方 和 (Sy)?/S。s. 如 果 没有 协 变量 , 将 会 有 Sp = mE. EJ 


F (15.30) 


* 15.11 ”作为 “调整 ”的 方差 分 析 的 协 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
回归 (S5y)2/S.. 


Sop — SSE = Syy- SS'—SSp (8S55,—58g)/(a—1 
(S24)? /Szs — [Eyy — (Ezy)?/ Ez] ide TUB 
误差 55g = Eyy — (Ezy)* / Ez, a(n —1)—1 MSg — 5-1 


总 和 Syy an —1 
CC 
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误差 平方 和 将 简化 为 Ey, 而 处 理 平方 和 将 是 Sy, 一 Eyy = Ty. BE, 因为 出 现 协 变量 , 就 必 
须 如 表 15.11 那样 对 y 在 z 上 的 回归 “调节 ”9,， 和 E. 已 调节 的 误差 平方 和 有 a(n 一 1) 一 1 
个 自由 度 而 不 是 a(n — 1) 个 自由 度 , 因为 有 一 个 附加 的 参数 (斜率 8) 用 于 拟 合 这 些 数据 . 

计算 方法 通常 以 表 15.12 那样 的 协 方差 分 析 表 来 显示 . 采用 这 一 布局 是 因为 它 便于 概括 出 
所 有 要 求 的 平方 和 与 义 积 和 , 以 及 为 检验 关于 处 理 效应 的 假设 的 平方 和 . 此 外 , 除了 检验 处 理 效 
应 没有 差异 的 假设 之 外 , 经 常 发 现 , 给 出 调整 的 处 理 均值 对 解释 数据 是 有 用 的 . 这 些 已 调整 的 处 
理 均值 是 按 


调整 的 = 一 B(zi E.) i—12,-,a (15.31) 


计算 的 , 其 中 B = Esy/ E... 这 一 已 调整 的 处 理 平均 值 就 是 模型 [(15.15) R] 中 的 jy 十 i， i= 
1,2,.…… ,a 的 最 小 二 乘 估计 量 . 任 一 已 调整 的 处 理 平均 值 的 标准 误 是 


本 
Sapni. 一 [Mss (2 十 229] (15.32) 
最 后 , 我 们 曾经 假定 模型 [(15.15) 5t] 的 回归 系数 8 是 非 零 的 . 可 以 用 检验 统计 量 


_ (Ezy) / Es 
E MSE 

来 检验 假设 Ho : 8 = 0, 在 零 假设 下 , 它 的 分 布 为 F an-1)-1 分 布 .因此 , 4 Fo > Fa 1an- 
时 , 拒绝 Ho : 8 — 0. 


Fo (15.33) 


X 15.12 有 一 个 协 变量 的 单 因 子 实验 的 协 方差 分 析 


平方 和 与 已 对 回归 调整 的 
方差 来 源 dag 一 全 各 和 y 自由 度 均 广 
zo dy y 

处 理 a—l Tz. Tsy Tyy 

误差 a(n — 1) Ez; Ex, Eyy SSE = Eyy — (Ezy)^ / Ezz a(n—1)-1 MSE= am 5-3 

局 和 和 an-—1l rr Say Syy S5 一 Syy Ze (Szy) 4 / Saa an —2 
调整 的 处 理 均值 SS', — SSE ax SERI 
一 LU 


例 15.5 考虑 15.3 节 开 始 时 描述 的 实验 . 3 台 不 同 的 机 器 为 纺织 公司 生产 单 丝 纤维 . 过 程 工程 师 感 兴 
趣 于 确定 3 台 机 器 生产 的 纤维 的 抗 断 强度 是 否 有 差异 . 但 是 , 纤维 的 强度 与 它 的 直径 有 关 , 较 粗 的 纤维 一 般 
强 于 较 细 的 .从 每 台 机 器 上 选取 5 根 纤维 样品 的 随机 样本 . 每 一 样品 的 纤维 强度 (y) 和 对 应 的 直径 (x) 如 
表 15.10 所 示 . 

抗 断 强度 与 纤维 直径 关系 的 散 点 图 (图 15.3) 强烈 提示 我 们 , 抗 断 强度 与 直径 之 间 存 在 线性 关系 , 而 用 
协 方 差分 析 消 除 直径 对 强度 的 效应 看 起 来 是 合适 的 . 假定 抗 断 强度 与 直径 之 间 是 一 线性 关系 是 怡 当 的 , 则 模 
型 是 
1251,23 


利用 (15.17) AE (15.25) 式 , 可 算得 
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P U* .. (36)? 2s 22099 _ 346.40 
Syy = X 2 V; 一  - (36)? t (41)? 4 ..- -- (32) (3) 5) 
3 D zt 2 " L... 2. (3627 26 3 
lace 2 2 r2 一 za = (20)* 十 (25) +.… + (18) (35) 1.7 
- Ree ed PNE C NUM M LÍ 
Szy = 5, 2, vijWij — — — —- = (20)(36) + (25) (41) +-+- + (15)(32) 
i=l j=] an 
(362)(603) — 
ENT mS 282.60 
3 : 603)? 
Tac 5 y? — - — = (207)? + (216)* + (180)?] — o a = 140.40 
1g z? l à " 2, (3602? 
zz 一 n 2A r2 — e z [(126) + (130)? + (106)?] G^ 66.13 
lz Gy.) 
dd T: Mi nk (362)(603) 
三 z [(126)(207) + (130)(216) + (106)(184)] 一 GU = 96.00 


由 (15.29) 式 , 得 


SSg = Syy — (Sy)? /Sze = 346.40 — (282.60)2/261.73 = 41.27 
'"UHan-2-(3(5—22-213FÉHHE. 由 (15.27) 式 , 求 得 
SSg = Eyy — (Ezy)? /Pan = 206.00 — (186.60)? /195.60 = 27.99 


用 于 检验 Ho : mi =n = rs =0 的 平方 和 是 


SSp 一 935 = 41.27 — 27.99 = 13.28 


EHa-1—3-1-2^-ÉB mi. 这 些 计 算 列 在 表 15.13 rn. 
R 15.13 抗 断 强度 数据 的 方差 分 析 


平方 和 与 义 积 和 对 回归 的 调节 
方差 来 源 El Hh RE ui. pU 9 ”自由 度 XE Fo P fü 
机 器 2 66.13 96.00 140.40 
误差 12 195.60 186.60 206.00 27.99 11 2.54 
总 和 14 261.73 282.60 346.40 41.27 13 


已 调节 的 机 器 13.28 2 6.64 2.61 0.1181 
T A 66A 261 0.1181 


为 了 检验 机 器 生产 的 纤维 的 抗 断 强度 的 差异 性 的 假设 (Bl, Ho : 7; = 0), 由 (15.30) 式 算得 的 检验 统 
WT EAE 
(SSE — SSg)/(a — 1) |. 13.28/2 — 6.64 


= —— = 2.61 


"  SSg/[a(n—1)-1] - 2799/1 ^ 254 
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与 fo.10,2,11 = 2.86 比较 , 我 们 发 现 不 能 拒绝 零 假设 、 也 就 是 说 , 没有 强 有 力 的 证 据 表明 3 台 机 器 所 生产 
的 纤维 的 抗 断 强度 有 差异 
由 (15.26) 式 算得 回归 系数 的 估计 量 为 


用 (15.33) 式 检 验 假 太 Ko: 8 =0. 检验 统计 最 是 


_ (Ezy) /Ess  (186.60)?/195.60 
|». MSg 2.54 


因为 Fo.o11,11 = 9.65, 我 们 拒绝 8 = 0 的 假设 . 因此 , 抗 断 强 度 和 直径 之 间 存 在 线性 关系 , 用 协 方 差分 析 
进行 的 调整 是 必需 的 . 

用 (15.31) 式 计 算 调整 的 处 理 平均 值 . 这 些 调整 的 均值 是 

调整 的 gi = gi. — B(zxi — E.) = 41.40 — (0.954 0)(25.20 — 24.13) = 40.38 

调整 的 yo. = go. — B(Z2, — Ë...) = 43.20 — (0.954 0)(26.00 — 24.13) = 41.42 

调整 的 js. = Ua. — P(x3. — x.) = 36.00 — (0.954 0)(21.20 — 24.13) = 38.80 
将 已 调整 的 处 理 平均 值 与 未 调整 的 处 理 平均 值 (9;.) 进行 比较 , 看 出 已 调整 的 平均 值 相互 较为 靠近 , 这 从 另 
一 角度 表明 协 方差 分 析 是 必需 的 ， 

协 方差 分 析 的 基本 假定 是 处 理 不 影响 协 变量 r, 因为 此 方法 消除 了 元 ， 的 变异 效应 . 但 是 , $ oz. WF 
慎 性 部 分 来 自 于 处 理 ,， 则 协 方差 分 析 就 竺 痉 了 处 理 效应 的 一 部 分 . 这 样 一 来 , 我 们 必须 相当 确信 处 理 不 影响 
数值 ru. 在 一 些 实验 中 , 由 协 变量 的 性 质 ， 这 点 可 能 是 显然 的 , 而 在 另 一 些 实验 中 , 可 能 拿 不 准 . 在 我 们 的 
例子 中 , 3 台 机 器 之 间 的 纤维 直径 (zx;;) 可 能 存在 差异 . 在 这 种 情况 下 . Cochran and Cox(1957) 提出 了 一 
种 关于 数值 ry 的 方差 分 析 法 , 它 有 助 于 确定 这 个 假定 的 有 效 性 ， 对 于 我 们 的 问题 , 此 方法 得 出 


Fy = 70.08 


6.137/2 43.07 
Fo = HUE. / 一 Sad k = 2.03 
195.60/12 — 16.30 


它 小 于 40.10.2 12 = 2.81, 所 以 没有 理由 相信 和 那些 机 器 生产 出 不 同 直 径 的 纤维 . 
协 方 差 模型 的 诊断 检测 是 建立 在 残 差分 析 的 基础 上 的 . 对 于 协 方差 模型 , 残 差 是 
€ij = Vij — li 
其 中 的 拟 合 值 是 
芒硝 十 六 十 所 zi — E.) =g.. + pi 一 5.— PB(i 一 下 外 十 B(z, — 1..) 
= yi. + Bi - £4) 
于 是 ， 


E 


eij = Vij — Vi. — D(xig — Ti.) (15.34) 


为 说 明 (15.34) 式 的 用 法 , 在 例 15.5 中 , 第 一 台 机 器 的 第 一 个 观测 值 的 残 差 是 


eu = yu — ji. — P(r — zi.) = 36 — 41.4 — (0.954 0)(20 — 25.2) = 36 — 36.439 2 = —0.439 2 
全 部 观测 值 、 拟 合 值 和 残 差 列 于 下 表 :; 
观测 值 vy WAE uy  URe-wyu—d4us | Xm y WEH iy BÆ ejj = yij — ji 
36 46.439 2 —(.439 2 | 42 41.209 2 0.790 8 


41 41.209 2 —0.209 2 | 49 47.887 1 1.112 9 
39 40.255 2 一 1.255 2 | 40 39.384 0 0.616 0 
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(&) 
观测 值 wj WEE guo TRÆ eij = wig 一 了 i | 观测 值 y; WEE gu — AB eij = i — Dij 
48 45.107 9 2.082 1 | aT 37.7117 1 —0.717 1 
39 39.384 D —(0.384 0 42 40.579 1 1.420 9 
45 4T.015 9 —2.015 9 34 35.809 2 — 1.809 2 
44 45.107 9 —]1.107 9 32 30.085 2 1.914 8 


35 35.809 2 - 0.809 2 | 
拟 合 值 gu 与 残 差 的 关系 图 见 图 15.4, 协 变量 rij 与 残 差 的 关系 图 见 图 15.5, 机 器 与 残 差 的 关系 
图 见 图 15.6. 残 差 的 正 态 概率 图 见 图 15.7. 这 些 图 形 没 有 显现 出 与 假定 有 任何 违背 之 处 , 所 以 ， 
结论 是 , 协 方差 模型 [(15.15) 式 ] 对 于 抗 断 强度 数据 是 适当 的 . 


+4 
" 
H2 " 
- è 
Pin * ^ 
r Ü 
j s | 
ba : ` 
2 li a 


25 3 35 40 45 50 0 10 2 30 40 50 


图 15.4 415.5 的 残 差 与 15.5 415.5 的 残 差 与 纤维 
拟 合 值 的 关系 图 直径 r 的 关系 图 


o0 

e x 6 

M n y 
EE an 
K on 
内 10 
1 

—4 2 0 2 4 
机 器 že 
图 15.6 RESME 图 15.7 例 15.5 的 残 差 的 正 态 概率 图 


在 这 一 实验 中 , 如 果 没 有 进行 协 方差 分 析 , 那么 会 什么 样 呢 ? 也 就 是 说 , 如 果 略 去 协 变量 m, 
将 抗 断 强度 数据 (y). 作为 单 因子 实验 来 分 析 , 会 发 生 什 么 样 的 情况 ? 抗 断 强度 数据 的 方差 分 析 
如 表 15.14 Bro. 据 此 分 析 , 结论 是 机 器 生产 的 纤维 的 强度 有 显著 性 差异 . 这 与 由 协 方差 分 析 所 
得 的 结论 完全 相反 . 如 果 推 测 机 器 对 纤维 强度 的 效应 有 显著 性 差异 , 则 我 们 应 该 试图 使 3 台 机 器 
的 强度 输出 相等 . 但 是 , 在 这 一 问题 中 , 在 消除 了 纤维 直径 的 线性 效应 之 后 , 几 台 机 器 所 生产 的 
纤维 的 强度 是 没有 差异 的 . 而 降低 机 器 内 部 纤维 直径 的 变异 性 可 能 会 有 用 , 因为 这 有 可 能 降低 纤 
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维 强 度 的 变异 性 . 
X 15.14 抗 断 强度 数据 作为 单 因 子 实验 的 不 正确 分 析 
方差 来 源 平方 和 H m 137; Fb P Ë 
机 器 140.40 2 70.20 4.09 0.044 2 
VR E 206.00 12 17.17 
As RI 346.40 14 


15.3.2 ”计算 机 输出 


现 有 的 几 个 计算 机 软件 包 能 够 进行 协 方差 分 析 . 关于 例 15.4 的 数据 的 Minitab General 
Linear Models 程序 输出 列 在 表 15.15 rb, 该 输出 与 前 面 给 出 的 结果 非常 相似 . 在 题 为 “Analysis 
of Variance” HJER P, "Seq 3S” 对 应 于 模型 总 平方 和 的 “ 序 中 ” 分 解 , 即 


SS( 模 型 ) = S55S( 直 径 ) + .35( 机 器 | 直径 ) = 305.13 + 13.28 = 318.41 
其 中 “Adj SS” 对 应 于 每 个 因子 的 “额外 ”平方 和 , BD 
55( 机 器 | 直径 ) = 13.28, 55( 直 径 | 机 器 ) = 178.01 


R 15.15 Bí 15.5 的 Minitab 输出 (97538 4 HT) 


CC 


General Linear Model 


Factor Type Levels Values 
Machine fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Strength, using Adjusted SS for Tests 


Source DF Seq S8 Adj SS Adj MS F P 
Diameter 1 305.13 178.01 178.01 69.97 0.000 
Machine 2 13.28 13.28 6.64 2.61 0.118 
Error 11 27.99 27.99 2.54 

Total 14 346.40 

Term Coef StDev T P 

Constant 17 .177 2.783 6.17 0.000 

Diameter 0.9540 0.1140 8.36 0.000 

Machine 

1 0.1824 0.5950 0.31 0.765 

2 1.2192 0.6201 1.97 0.075 


Means for Covariates 


Covariate Mean StDey 
Diameter 24,13 4.324 


Least Squares Means for Strength 


Machine Mean StDev 
1 40.38 0.7236 
2 41.42 0.7444 
3 38.80 0.7879 


————————————————————————— 


15.3 协 方 差分 析 501 


注意 , $5( 机 器 | 直径 ) 用 于 检验 没有 机 器 效应 的 校正 平方 和 , 595( 机 器 | 直径 ) 用 于 检验 假设 有 = 
的 校正 平方 和 . 因为 取 整 , 表 15.15 中 的 检验 统计 量 与 那些 手工 算 的 结果 稍 有 不 同 . 

程序 也 计算 (15.31) 式 的 调整 的 处 理 均值 [ 样 例 输 出 中 Minitab 称 之 为 最 小 平方 均值 (least 
squares means)] 以 及 标准 误 . 程序 还 会 用 第 3 章 讨论 的 配对 多 重 比较 方法 对 所 有 处 理 配 对 进行 


比较 . 
15.3.3 ”用 一 般 线性 回归 显著 性 检验 进行 推导 
EPA FRN 
MET $—1,2,:--,a 
yi = H + Ti + Ori — E...) + Eiz | (15.35) 
qul wA 


中 , 利用 一 般 回 归 显 著 性 检验 法 , 可 以 正式 推导 出 用 于 检验 Ho: r: = 0 的 ANCOVA 方法 . 考 
虑 用 最 小 二 乘法 估计 模型 [(15.15) 式 ] 中 的 参数 . 最 小 二 乘 函 数 为 


一 » D ly 一 此 一 天 一 B(xij T Ag (15.36) 


由 OL/Ou = 0L/0r; = 9L/88 = 0, 得 到 正规 方程 组 


p: anjá d n. =y. (15.372) 
i=] 
Ti : nfi +n +Â byt.) =y. i = 1,2,--- ,0 (15.37b) 
B: A D (ty 2.) + 8S5 = Soy (15.37c) 
r= j j=l 


把 (15.37b) 中 的 a 个 方程 相 加 ,因为 » x (ri; —2.) = 0, 故 得 到 (15.37a) xX.. 所 以 , 在 正 
规 方程 组 中 有 一 个 线性 相依 性 . AH, 为 了 求解 end (15.37) 式 添加 一 个 线性 独立 的 方程 . 
一 个 合乎 逻辑 的 边界 条 件 是 E f; 一 0. 
用 此 条 件 , 由 (15.372) 式 求 得 
R=. (15.38a) 

X. Hl (15.37b) 式 求 得 

f; = di. — p.. — (Ti — 8.) (15.38b) 
代入 7; 后 , (15.37) 式 可 写成 


Y. —- ğ..) D (is —$.)— B È (s. —&.) > (es 一 元 ..) 十 Sar 一 


但 又 注意 到 
EM Tij — £.)- T; zy 


m Bh, 
前 | 
Me 
ge 


Tj — T. )Xu -sr ) = Tz 
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所 以 , (15.37c) 式 的 解 为 
这 就 是 前 面 15.3.1 节 中 给 出 的 (15.26) xk. 
拟 合 全 模型 [(15.15) A] 在 总 平方 和 中 的 减少 量 可 表示 为 
R(u, T, B) = Ày.. + »» fiyi. + BSzy 
= (Ju. D [B — B. — (Esy/ Ezs) (s. — 3.)]ys + (Exy/ Ez) Suy 
=y" /an + 2 (9i. — 9. )yi. 一 (Exy/ Ezz) X. — &.)yi. + (Evy/ Ezz) Sasy 


一 /an + Tyy 一 (Exy/ Err )(Try 25 zy) 


=y? jan + Ty, + (Ezry) / Ez; 


此 平方 和 有 a 十 1 个 自由 度 , 因为 正规 方程 组 的 秩 是 a + 1. 此 模型 的 误差 平方 和 是 


SIE = 2: 2 V; 一 R(u, T, B) 
1 二 1] J= 


[=] 


TL 


= à y? —Tyy 一 Ez 2 Eu 
È X ub - y? /an — Tuy - (Eay)?/ ness 


— Syy HE Tyy a (Ez, ) /Es 
= Eyy — (Ezy)^ / Ezz 


EA an — (a--1) a(n - 1) - 134 HHE. 此 量 即 是 前 面 的 (15.27) xk. 


今 考虑 接受 零 假 设 , BD Ho :mm =r —... — Ta 二 0. 此 简化 模型 是 
Viu = H+ Blriy —i.)cTeig | A (15.40) 
J = 1,2,- XL 
这 是 一 个 简单 的 线性 模型 此 模型 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 是 
anj = y., (15.41a) 
BS. = Szy (15.41b) 
这 些 方程 组 的 解 是 A= g., 一 Szy/Szz, 拟 合 此 简化 模型 而 在 总 平方 和 中 的 减少 量 是 
R(u, B) = jiy.. + B5, = (9..)y.. + (Sz,/S..) S, = y* /am 十 (Szy) /Szz (15.42) 


该 平方 和 有 两 个 自由 度 . 
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可 以 发 现 用 于 检验 Ho : 71 = 72 = .… = Ta 二 0 的 恰当 的 平方 和 是 
R(r|u, 8) = R(u, 7, 8) — R(x, B) 
=y? /an + Ty, + (Ex)! / Ez; — y? /an — (Say)! / 8. (15.43) 
Eg ox oy spe EE, CELL ES 


这 里 用 到 了 Ti = Syy 一 Eyy. 注意 Rire, 8) 8 a-1-2-2a—1^- BERE, 并 且 等 于 153.1 
节 中 由 SSh 一 SSe 给 出 的 平方 和 . 于 是 ， Ho: n = 0 的 检验 统计 量 是 
R(r/u,B)/(a—1) _ (SSE— SSg)/(a — 1) A 
fo og 3-4 — | (laeta) 
它 即 是 前 面 的 (15.30) xX. 因此 , 用 一 般 回 归 显 著 性 检验 法 , 我 们 证 明了 15.3.1 节 的 协 方差 分 析 
的 结论 . 


15.3.4 ”会 协 变量 的 析 因 实验 


协 方 差分 析 可 以 用 于 更 复杂 的 处 理 结构 , 例如 析 因 设计 . 假定 对 于 每 种 处 理 组 合 有 足够 数据 ， 
则 几乎 任何 复杂 的 处 理 结构 都 可 以 用 协 方差 分 析 的 方法 来 分 析 . 以 下 要 说 明 如 何 将 协 方差 分 析 
用 于 工业 实验 中 最 广泛 的 析 因 设计 类 (25 析 因 设计 ) P. 

假定 在 所 有 处 理 组 合 中 协 变量 对 响应 变量 的 影响 是 相同 的 , 可 以 算出 类 似 于 15.3.1 节 给 出 
RIT) 73 25: Pr. 唯一 的 差别 是 处 理 平方 和 , 对 于 有 n 次 重复 的 2? 析 因 设计 , 处 理 平 方 和 (Ty) 


是 (1/n) P4 y2. — y? /(2)(2)n. 它 是 因子 A, B 和 交互 作用 AB 的 平方 和 的 和 . 调整 的 处 理 


平方 和 可 以 分 解 为 单个 效应 部 分 ， 即 调整 的 主 效应 平方 和 SSA 和 SSs 以 及 调整 的 交互 作用 的 
平方 和 SSAg. 

当 扩 展 处 理 的 设计 结构 时 , 重复 的 次 数 是 关键 问题 . 考虑 23 析 因 设计 . 若 每 种 处 理 组 合 都 有 
单独 的 协 变量 时 , 要 估计 出 所 有 的 处 理 组 合 ( 协 变量 与 处 理 的 交互 作用 ), 至 少 要 有 两 次 重复 . 这 
等 价 于 对 每 个 处 理 组合 (BI, 设计 单元 ) 拟 合 一 个 简单 回归 模型 . 每 个 单元 有 两 个 观测 , 有 一 个 
目 由 度 用 来 信 计 截 距 (处 理 效 应 ), 另 一 个 自由 度 来 估计 斜率 ( 协 变量 效应 ). 对 于 这 种 饱和 模型 ， 
没有 目 由 度 来 估计 误差 . 因此 , 一 般 情况 下 , 要 做 完整 的 协 方差 分 析 至 少 要 有 3 次 重复 . 随 着 设 
WET (处 理 组 合 ) 与 协 变量 的 数量 增加 , 此 问题 变 得 更 加 复杂 . 

右 重 复 的 次 数 有 限制 , 不 同 的 假定 可 用 来 完成 某 种 有 用 的 分 析 , SIME (S RI {通常 也 是 
RAN) 假定 是 协 变量 没有 效应 , 若 错误 地 未 考虑 协 变量 , 整个 分 析 与 后 继 的 结论 也 许 会 有 严重 
的 错误 , 为 一 种 选择 是 假定 没有 处 理 - 协 变 量 交 互 作用 . 即便 这 个 假定 是 不 正确 的 , 协 变量 关于 
所 有 处 理 的 平均 影响 , 仍 能 增加 对 处 理 效应 的 估计 与 检验 的 精度 . 此 假定 的 一 个 缺点 是 , 如 果 处 
理 的 几 个 水 平 与 协 变量 有 交互 作用 , 有 的 项 可 能 会 消 掉 其 他 项 , 而 协 变量 在 没有 交互 作用 时 给 出 
的 佑 计 也 会 不 显著 . 第 3 种 选择 是 假定 一 些 因子 (例如 某 些 二 因子 交互 作用 或 更 高 阶 交互 作用 ] 
是 不 显著 的 . 这 允许 一 些 自由 度 用 于 估计 误差 . 不 过 , 因为 除非 有 足够 的 自由 度 分 配给 它 , 否则 
误差 的 估计 会 相对 不 精确 , 所 以 这 种 做 法 应 该 很 小 心地 进行 , 得 到 的 模型 要 彻底 地 评估 . 车 有 两 
次 重复 , 上 述 每 种 假定 都 有 自由 度 来 估计 误差 并 可 以 进行 有 用 的 假设 检验 , 采用 何 种 假定 由 实验 
情况 和 实验 者 愿意 承受 多 大 的 风险 决定 . 要 注意 在 建立 效应 的 模型 时 , 若 一 个 处 理 因子 被 去 除 ， 
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则 由 原来 的 2” 所 得 的 两 次 重复 不 是 真正 的 重复 . 这 些 “ 隐 性 重复 "的确 释 放 了 自由 度 用 于 参数 
估计 , 但 它们 不 应 该 作为 估计 纯 误差 的 重复 , 因为 原先 设计 的 执行 可 能 没有 随机 化 . 
为 了 说 明 其 中 的 某 些 观点 , 考虑 表 15.16 所 示 的 有 两 次 重复 和 一 个 协 变量 的 23 析 因 设计 . 
者 不 考虑 协 变量 来 分 析 响 应 变量 v, 则 相应 模型 为 : 
j = 25.03 十 11.204 + 18.05B + 7.24C — 18.91AB + 14.80AC 
世 模型 在 a = 0.01 水 平 上 显著 , 而 且 R? = 0.786, MSE = 470.82. 残 差分 析 表 明 , 除了 观测 值 
y = 103.01 不 正常 外 , 该 模 型 没有 问题 . 


* 15.16 有 两 次 重复 的 23 设计 的 响应 与 协 变量 数据 


A B C T y 
DOO OE a a 39 cem 
1 EX! —1 0.36 9.07 

zd 1 Si 5.03 39.72 

1 1 a] 1.96 16.30 
-1 =j 1 5.38 —26.39 
1 x 1 8.63 54.58 
-1 1 1 4.10 44.54 
1 1 1 11.44 66.20 
al zz zi 3.58 --26.46 
1 =j ze 1.06 10.94 
z 1 —] 15.53 103.01 
1 1 =] 2.92 20.44 
一 1 E 1 2.48 —8.04 
1 -1 1 13.64 73.72 
Eq 1 1 —0.67 15.89 
1 1 1 5.13 38.57 
m 3857 


者 选择 第 2 种 假定 ， 会 共 斜 率 中 不 包括 协 变量 与 处 理 的 交互 作用 , 则 可 以 估计 全 部 效应 与 协 
变量 效应 . Minitab 输出 (用 General Linear Models 程序 ) 列 在 表 15.17 中 . 注意 , 考虑 协 变 
En, MSs 大 大 地 减少 . 在 依次 去 除 各 不 显著 交互 效应 与 主 效应 C 后 , 最 后 的 分 析 结 果 列 在 表 
15.18 rp. 此 简化 模型 给 出 了 甚至 比 表 15.17 中 的 有 协 变量 的 全 模型 还 要 小 的 M SE. 

最 后 , 我 们 考虑 第 3 种 做 法 , 假定 可 以 忽略 某 些 交互 作用 项 . 考虑 允许 处 理 间 以 及 处 理 - 协 变 
量 区 互 作用 的 斜率 不 同 的 全 模型 假定 三 因子 交互 作用 (ABC 与 4BCz) 都 不 显著 , 用 它们 的 
相应 的 自由 度 来 估计 所 拟 合 的 最 一 般 的 效应 模型 中 的 误差 ， 这 是 一 个 在 实践 中 常用 的 假定 . 在 
大 多 数 实验 中 可 以 忽略 三 因子 以 及 更 高 阶 的 交互 作用 .Minitab 目前 的 版 本 还 不 能 对 与 处 理 有 
交互 作用 的 协 变量 进行 建 模 , 所 以 我 们 采用 SAS PROC GLM. 第 [IJ 型 的 平方 和 是 所 要 的 调整 
的 平方 和 . 表 15.19 给 出 了 此 模型 的 SAS 结果 . 


3 15.17 对 表 15.16 中 的 实验 进行 的 Minitab 协 方差 分 析 ， 假 定 有 公共 斜率 


General Line 


ar Model 


Factor Type Levels 
À fixed 2 
B fixed 2 
C fixed 2 


Analysis of 


Variance for 


Source DF Seq SS 
x 1 12155.9 
A 1 1320.7 
B 1 3897.6 
C 1 52.7 
A+B 1 3788.3 
A*C 1 10.2 
B*C 1 5.2 
A*B*C 1 33.2 
Error T 628.1 
Total 15 21992.0 
Term Coeff 

Constant -1.016 

X 4.9245 


Values 
-1 1 
-1 1 
-1 1 


15.3 协 方 差分 析 


y, using Adjusted SS for Tests 


Adj SS 
2521. 
1403. 
4066. 

BŽ. 
3641. 


| M 5 eB OQ Moo 


628. 


StDev 
5.454 
0.9290 


Adj MS 
2521. 
1403. 
4066. 

82. 
3641. 


T- o No 4 BOO C HM OO O0 


T 
-0.19 
5.30 


. 562 


3E 15.18 对 表 15.16 中 的 实验 的 简化 模型 进行 的 Minitab 协 方差 分 析 


General Linear Model 

Factor Type Levels 
À fixed 2 
B fixed 2 


Analysis of Variance for y, 


Source DF 
x 1 
A 1 
B 1 
A*B 1 
Error 11 
Total 15 
Term 
Constant 

X 


S89 SS 
12155.9 
1320.7 
3997.6 
3754.5 
763.3 
21992.0 


Coef 
-1.016 
5.0876 


Values 
-1 1 
-1 1 


Adj SS 
8287.9 
1404.7 
4097.7 
3754.5 
763.3 


StDev 
3.225 
0.4655 


Adj MS 
8287.9 
1404.7 
4097.7 
3754.5 

69.4 


T 
-0.58 
10.93 


using Adjusted SS for Tests 


F 
119.43 
20.24 
59.05 
54.10 


P 
0.000 
0.001 
0.000 
0.000 
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对 于 一 个 近乎 饱和 的 模型 , 误差 估计 将 会 相当 不 精确 . 即便 只 有 很 少 几 项 单独 在 a = 0.05 
水 平 上 显 着 , 总 体感 觉 此 模型 比 前 面 两 个 都 要 好 些 (根据 RO 与 误差 均 方 ). 因为 对 模型 的 处 理 效 
应 更 感 兴趣 , 我 们 依次 去 除 模型 的 协 变量 部 分 中 的 项 , 以 增加 用 于 估计 误差 的 自由 度 . 若 依 次 去 
除 ACz, BCz, 则 MSg 会 减 小 到 0.733 6 且 有 几 项 不 显著 . 依次 去 除 Cz, AC, BC 后 , 最 终 的 
模型 显示 在 表 15.20 上 . 


3X 15.19 表 15.16 中 的 实验 的 SAS PROC GLM 输出 【 协 方差 分 析 ) 


——————————————————————————————— 


Dependent Variable: Y 


Sum of Mean 

Source DF Squares Square F Value Pr > F 
Model 13 21989. 20828 1691.47756 1206.45 0.0008 
Error 2 2.80406 1.40203 
Corrected Total 15 21992.01234 

R-Square C.V. Root MSE Y Mean 

0.999872 4.730820 1.184074 25.02895 
Source DF Type III S88 Mean Square F Value Pr > F 
A 1 4. 6599694 4. 6599694 3.32 0.2099 
B i 13.0525319 13.0525319 9.31 0.0927 
C 1 35.0087994 35 . 0087994 24.97 0.0378 
AB 1 17.1013635 17 . 1013635 12.20 0.0731 
AC 1 0.02T77472 0.0277472 0.02 0.9010 
BC 1 0.4437474 0.4437474 0.32 0.6304 
X 1 49.2741287 49.2741287 35.14 0.0273 
AX 1 33.9024288 33. 9024288 24.18 0.0390 
BX 1 92.7747490 95.7747490 68.31 0.0143 
CX 1 0.1283784 0.1283784 0.09 0.7908 
ABX 1 336.9732676 336.9732676 240.35 0.0041 
ACX 1 0.0020997 0.0020997 0.00 0.9726 
BCX 1 0.0672386 0.0672386 0.05 0.8470 


此 例 强调 , 为 了 提高 关于 模型 中 各 项 的 假设 检验 的 精度 , 需要 有 自 由 度 用 于 估计 实验 误差， 
过 程 应 该 序 贯 进行 , 以 避免 受 不 好 的 误差 估计 的 影响 而 去 除 显著 的 项 . 

回顾 从 这 3 种 方法 得 到 的 结果 , 可 以 看 到 每 种 方法 都 成 功 地 改进 了 此 例 中 的 模型 拟 合 ， TUH 
很 强 的 理由 相信 协 变量 与 因子 没有 交互 作用 , 最 好 在 分 析 之 初 就 给 出 假定 . 此 选择 也 可 以 由 软件 
BOE. 尽管 实验 设计 软件 包 也 许 只 能 对 与 处 理 没有 交互 作用 的 协 变量 建 模 , 分 析 者 也 许 仍 能 合理 
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选 出 影响 过 程 的 主要 因子 , 即使 存在 某 个 处 理 - 协 变量 交互 作用 . 我 们 也 注意 到 模型 适合 性 的 所 
有 常用 检验 方法 都 仍然 适用 , 强烈 推荐 其 作为 ANCOVA 建 模 过 程 的 组 成 部 分 . 


X 15.20 Æ 15.16 中 的 实验 的 SAS PROC GLM 输出 (简化 模型 ) 


Dependent Variable: Y 


sum of Mean 
Sourca DF Squares Square F Value Pr > F 
Model 8 21986.33674 2748.29209 3389.61 0.0001 

Error 7 5.67560 0.81080 

Corrected Total 15 21992.01234 

R-Square C.V. Root MSE Y Mean 
0.999742 3.597611 0.500444 25.02895 
Source DF Type III 88 Mean Square F Value Pr > F 
Å 1 19.1597158 19.1597158 23.63 0.0018 
B 1 38.0317496 38.0317496 46.91 0.0002 
C 1 232.2435668  232.2435668 286.44 0.0001 
AB 1 31.7635098 31.7635098 39.18 0.0004 
X 1 240.8726525  240.8726525 297.08 0.0001 
AX 1 233.3934567 233.3934567 287.86 0.0001 
BX 1 550.1530561  550.1530561 678.53 0.0001 
ABX 1 542.3268940  542.3268940 668.88 0.0001 
T for H0: Pr > |T| Std Error of 
Parameter Estimate Parameter-0 Estimate 
Intercept 10.2438830 18.74 0.0001 0. 54659908 
À 2.7850330 4.86 0.0018 0.57291820 
B 3.6596279 6.85 0.0002 0.53434356 
C 5.4560862 16.92 0.0001 0.32237858 
AB -3.3636850 -6.26 0.0004 0.53741264 
X 2.04719537 17.24 0.0001 0.11877417 
AX 2.0632049 16.97 0.0001 0.12160595 
BX 3.0340997 26.05 0.0001 0.11647826 
ABX -3.0342229 -25.86 0.0001 0.11732045 

15.4 重复 测量 


在 福 会 科学 、 行为 科学 以 及 工程 . 物理 科学 的 某 些 方面 的 实验 工作 中 , 实验 的 单位 经 常 是 人 . 
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住 某 些 实验 情况 中 , 因为 经 验 、 所 受 教育 或 背景 的 不 同 , 不 同 的 人 对 同一 处 理 的 响应 的 差异 是 很 
大 的 . 除非 受到 控制 , 不 然 , 人 与 人 之 间 的 这 种 变异 性 就 会 成 为 实验 误差 的 一 部 分 , 在 某 些 情况 
F, 它 会 显著 地 提高 误差 均 方 值 , 使 得 更 难于 检测 出 处 理 之 间 的 真正 差异 . 
利用 设计 来 控制 人 与 人 之 间 的 这 种 变异 性 是 有 可 能 的 , 这 种 设计 是 对 每 一 个 人 {或 (或 p eR") 
用 n 种 处 理 的 每 一 种 . 这 类 设计 叫做 重复 测量 设计 . 本 节 将 简要 介绍 一 下 单 因 子 重复 测量 实验 . 
充 一 个 实验 有 a 种 处 理 , 每 种 处 理 对 n 位 对 象 的 每 一 位 都 用 一 次 .数据 如 表 15.21 所 示 . 
观测 值 yi; 表示 对 象 j 对 处 理 i 的 响应 , 仅 用 n 位 对 象 . 用 于 此 设计 的 模型 是 


人 (15.45) 


其 中 7; 是 第 i 种 处 理 的 效应 , 8; 是 与 第 5 个 “对 象 " 有 关 的 参数 ， 假 定 处 理 是 固定 的 (所 以 
Xn — 0), 而 所 用 的 对 象 则 是 来 自作 为 对 象 的 某 一 个 较 大 的 总 体 的 一 个 随机 样本 . 于 是 , 这 些 


对 象 总 体 上 代表 随机 效应 , 所 以 我 们 假定 6; 的 均值 是 零 , 8; 的 方差 是 o2. 因为 项 9, 对 同一 位 
对 和 象 的 所 有 a 次 测量 是 公用 的 , 所 以 yi 与 yo; 之 间 的 协 方差 一 般 说 来 不 是 零 . 习惯 上 假定 ，， 
与 ye; 之 间 的 协 方差 对 所 有 的 处 理 和 对 和 象 是 常数 . 


表 15.31 一 个 单 因 子 重复 测量 设计 的 数据 


ü Yal Vaz Uan la. 


对 得 总 和 V.1 y.2 ZEE jin y.. 
— -yn 7 


考虑 总 平方 和 的 方差 分 解 式 的 一 种 分 析 法 , 比方 说 


fh 


J $3 (ws-9)-a x pas Xs x (15.46) 


+ 三 ] 7 二 1 


可 以 将 (15.46) 式 右边 的 第 1 项 看 作 是 由 对 象 之 间 差 异 所 得 的 平方 和 | 第 2 项 看 作 是 对 章 内 部 
差 主 的 平方 和 , 也 就 是 说 ， 
SOT = SSws»m 十 S anpa 
平方 和 SSusiu 与 SSusem 是 统计 独立 的 , 其 自 由 度 为 
an — l= (n —1)4 n(a — 1) 
对 象 岂 部 的 差异 既 依 赖 于 处 理 效应 的 差异 ， 也 依赖 于 不 可 控制 的 变异 性 【噪音 或 误差 )， 因 
yh, 可 以 将 由 对 象 内 部 差异 所 得 的 平方 和 分 解 为 


Y (yu cg esa M. -4) + 2 Xs -j.-yjty.Yy (15.47) 


1 一 1 


Ma 


i 
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(15.47) 式 右边 第 1 项 测量 了 处 理 均值 之 间 的 差异 对 35Swsmg 的 贡献 , 而 第 2 项 是 属于 误 状 的 
残 差 偏差 . SSuess 的 两 个 分 量 是 独立 的 . 于 是 


SS Suena 一 Sous 十 ODE 


其 自由 度 分 别 为 
n(a — 1) = (a — 1) - (a — 1)(m — 1). 


为 检验 没有 处 理 效 应 的 假设 , 即 ， 
HT n S aS 
Hi: 至 少 有 一 个 去 天 0 


用 比值 
SSys/(a E 1) M Sas 


~ SSg/(a—1(n-1)  MSg 
如 果 模 型 误差 是 正 态 分 布 的 ， 则 在 零 假设 Ho:7i=0 F, 统计 量 Fo 服从 ada 1)(n— 1) 分 布 . 当 
Fo > Fasi(a-n(-:) 时 拒绝 零 假 设 . 

方差 分 析 法 概括 在 表 15.22 中 , 表 中 还 列 出 了 便于 计算 的 平方 和 公式 . 读者 应 该 能 认 出 , 重 
复 铀 量 的 单 因子 设计 的 方差 分 析 等 价 于 随机 化 完全 区 组 设计 的 分 析 , 将 对 象 看 作为 区 组 就 是 了 . 


Fo 


(15.48) 


X 15.22 单 因 子 重复 度量 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 HO F Fo 
(1) 对 象 之 间 n-1 
j=l 

Gn ul 2 
(2) 对 象 内 部 EE-E n(a — 1) 

i-1j-—1 "' j=l 
(3) (处 理 ) xr a-1 MSum = Sa —— "Om 
(4) (误差 ) 相 减 : 行 (2)- 行 (3)  (a-0)(n-1) MSp= re 
(5) 总 和 pe i an — 1 


15.5 HB # HB 


15.1 重新 考虑 思考 题 5.22 中 的 实验 , 用 Box-Cox 法 确定 , 在 该 实验 数据 的 分 析 中 , 对 响应 进行 变换 是 
wes (或 有 用 )? 
*15.2 ÆA 6.3 F, 我 们 选择 了 对 钻头 推进 速率 响应 做 对 数 变换 . 用 Box- Cox 法 说 明 这 是 怡 当 的 数据 变换 ， 
15.8 重新 考虑 思考 题 8.24 中 的 熔炼 工序 实验 , 该 实验 用 一 个 2079 分 式 析 因 设计 研究 烘 烤 后 粘 在 阳极 上 
的 灯 贴 材料 的 重量 .对 设计 的 8 次 试验 的 每 一 次 重复 3 次 , 每 个 试验 组 合 的 重量 的 平均 值 与 极 差 作 
为 啊 应 变量 . 是 否 有 迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 
15.4 思考 题 8.25 rp, 一 个 重复 分 式 析 因 设计 用 于 研究 半导体 制造 中 的 基层 的 栾 曲 度 . 基层 的 弯曲 度 测 量 
值 的 均值 与 标准 差 作 为 响应 变量 ， 是 否 有 迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 
15.5 重新 考虑 思考 题 8.26 中 的 光 刻 胶 实验 . 把 每 个 试验 组 合 的 光 刻 胶 厚 度 的 方差 作为 响应 变量 . 是 否 有 
迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 


010 


*15.6 


15.12 
15.13 


$153 其 他 设计 与 分 析 论 题 


在 思考 题 8.30 描述 的 护 栅 缺 陷 的 实验 中 ， 一 种 平方 根 变 换 的 变形 被 用 于 数据 分 析 . 用 Box-Cox 法 
确定 这 是 否 怡 当 的 数据 变换 . 

在 思考 题 12.11 的 中 心 复合 设计 中 , 得 到 两 个 响应 : 氧化 物 厚 度 的 均值 与 方差 . 用 Box-Cox 法 研究 
变换 对 这 两 个 响应 变量 的 用 处 . 该 问题 的 (c) 部 分 中 提出 的 对 数 变换 是 否 怡 当 ? 

在 思考 题 12.12 的 39 分 式 析 因 设 计 中 , 有 一 个 响应 变量 是 标准 差 ， 用 Box-Cox 法 研究 变换 对 这 两 
个 响应 变量 的 用 处 . 若 以 方差 作为 响应 变量 , 结果 是 否 不 同 ? 

思考 题 12.9 建议 用 In(s?) 作为 响应 变量 [根据 (b) 部 分 |. Box-Cox 法 显示 此 变换 是 否 合适 ? 
Myers, Montgomery, and Vining(2002) 描述 了 一 个 研究 精子 生存 的 实验 . 设计 因子 是 柠檬 酸 钠 的 
用 量 、 丙 三 醇 的 用 量 以 及 平衡 时 间 , 每 个 因子 都 有 两 种 水 平 ， 响应 变量 是 在 各 组 条 件 安排 下 每 50 个 
精子 中 存活 的 精子 数量 .数据 见 下 表 : 


FRE 内 三 醇 平衡 时 间 存活 数量 

| - 34 
+ - 20 
- 十 - 8 
4 + - 21 
- - 十 30 
+ - 十 20 

十 十 10 
十 十 十 25 


用 logistic 回归 法 分 析 该 实验 数据 . 

一 个 软饮料 批发 商 研究 运输 方法 的 效果 . 开发 了 3 种 手推车 , 在 公司 的 方法 工程 实验 室 进 行 了 一 个 
实验 . 感 兴趣 的 变量 是 运输 时 间 (y， 以 分 钟 为 单位 )、 不 过 , 运输 时 间 也 与 运送 物体 积 (x) 有 很 强 的 
关系 . 每 种 手推车 用 4 次 , 得 到 下 面 的 数据 . 分 析 这 些 数据 并 得 出 合适 的 结论 ， ( 取 œ = 0.05) 


手推车 类 型 


1 2 3 
oy aco oyo çà cx —— oy â oz 
a A | 9 2385 X 39 4 153 
44 40 35 32 22 26 
33 35 46 42 53 50 


40 26 25 
对 于 思考 题 15.11 中 的 数据 , 计算 调整 的 处 理 均值 及 其 标准 误 . 


下 面 是 单 因子 协 方差 分 析 的 平方 和 与 义 积 和 . 完成 分 析 并 作 合 适 的 结论 . (W a = 0.05) 


方差 来 源 自由 度 TAMARA 
z zy y 
处 理 3 1 500 1 O00 650 
误差 12 6 000 1 200 550 
IRI 15 T 500 2 200 1 200 


CC Lá 
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15.14 


求 例 15.5 中 调整 的 处 理 均值 的 标准 误 . 


“15.15 测试 某 种 工业 胶水 的 4 种 配方 . 胶水 用 在 粘 合 部 件 时 的 拉 伸 强度 与 所 用 厚度 有 关 . 对 各 配方 , 得 到 强 


15.16 
15.17 


15.19 


15.20 


HE (y) 的 5 个 观测 值 (以 磅 为 单位 ) 和 厚度 (x, 以 0.01 英寸 为 单位 ). 数据 列 在 下 表 . 分 析 这 些 数据 
并 得 出 合适 的 结论 . 
7 


胶水 配方 
1 2 d 4 
y a y £ y z y T 
46.5 13 48.7 12 46.3 15 44.7 16 
45.9 14 49.0 10 47.1 l4 43.0 15 
49.8 12 50.1 11 48.9 11 51.0 10 
46.1 12 48.5 12 48.2 11 48.1 12 


45.2 14 50.3 10 48.6 11 


44.3 14 
a 


使 用 思考 题 15.11 的 数据 , 计算 调整 的 处 理 均值 与 它们 的 标准 误 . 

一 名 工程 师 正 研究 机 器 操作 时 切割 速度 对 金属 切削 率 的 效应 . 不 过 , 金属 切 前 率 也 与 试 样 的 硬度 有 
X. 每 种 切割 速度 取 5 个 观测 值 . 被 切削 的 金属 量 (y) 与 试 样 的 硬度 (x) 列 在 下 表 中 ， 用 协 方 差分 
析 法 分 析 此 数据 ，( 取 a = 0.05) 


切割 速度 ( 转 / 分 钟 ) 


1 000 1 200 1 400 
y T y T y T 
68 120 112 165 118 175 
90 140 g4 140 82 132 
98 150 65 120 T3 124 
TT 125 r4 125 92 141 
88 136 85 133 80 130 
一- ~ LLL 


证 明 ; 在 有 单个 协 变量 的 单 因子 协 方差 分 析 中 , 第 i 个 调整 的 处 理 均 值 的 10001 — oa) 名 置信 区 间 为 


(Ei. — a) Ms 
Bs 


用 此 公式 , 计算 例 15.5 中 机 器 1 的 调整 的 处 理 均 值 的 95% 3 455 [X [8]. 
证 明 : 在 有 单个 协 变量 的 单 因 子 协 方差 分 析 中 ， 任意 两 个 调整 的 处 理 均值 的 差 是 


2 ri m. 1/2 
Dummy, 一 调整 的 太一 [Mss (2 + SEIS) 


Ezz 
试 讨论 如 何 将 方差 分 析 中 的 抽检 特性 曲线 用 于 协 方差 分 析 . 


"P 1 
yi. — PA. — 2.) + To j2,.(n-1)-1 [mss (5 + 


L 累积 标准 正 态 分 布 

IL + 分 布 的 百 分 位 数 

III. x? 分 布 的 百 分 位 数 

IV. F 分 布 的 百 分 位 数 

V. 固定 效应 模型 方差 分 析 的 抽检 特性 曲线 

VI. 随机 效应 模型 方差 分 析 的 抽检 特性 曲线 

VIL. 学 生化 极 差 统计 量 的 百 分 位 数 

VII. 带 有 控制 的 比较 处 理 的 Dunnett 检验 的 临界 什 
IX. 正 交 多 项 式 的 系数 

X. 257? 分 式 析 因 设 计 的 别名 关系 (k 志 15,n < 64) 


Hr 513 
I SURBORIEZS S 2 
p(z) = | aa idu 
_oo y 2n 
z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 z 
0.0 0.500 00 0.503 99 0.507 98 0.511 97 0.515 95 0.0 
0.1 0.539 83 0.543 79 0.547 76 0.551 72 0.555 67 0.1 
0.2 0.579 26 0.583 17 0.587 06 0.590 95 0.594 83 0.2 
0.3 0.617 91 0.621 72 0.625 51 0.629 30 0.633 07 0.3 
0.4 0.655 42 0.659 10 0.662 76 0.666 40 0.670 03 0.4 
0.5 0.691 46 0.694 97 0.698 47 0.701 94 0.705 40 0.5 
0.6 0.725 75 0.729 07 0.732 37 0.735 65 0.738 91 0.6 
0.7 0.758 03 0.761 15 0.764 24 0.767 30 0.770 35 0.7 
0.8 0.788 14 0.791 03 0.793 89 0.796 73 0.799 54 0.8 
0.9 0.815 94 0.818 59 0.821 21 0.823 81 0.826 39 0.9 
1.0 0.841 34 0.843 75 0.846 31 0.848 49 0.850 83 1.0 
1.1 0.864 33 0.866 50 0.868 64 0.870 76 0.872 85 1T 
1.2 0.884 93 0.886 86 0.888 77 0.890 65 0.892 51 1.2 
1.3 0.903 20 0.904 90 0.906 58 0.908 24 0.909 88 1.3 
1.4 0.919 24 0.920 73 0.922 19 0.923 64 0.925 06 1.4 
1.5 0.933 19 0.934 48 0.935 74 0.936 99 0.938 22 1.5 
1.6 0.945 20 0.946 30 0.947 38 0.948 45 0.949 50 1.6 
1.7 0.955 43 0.956 37 0.957 28 0.958 18 0.959 07 i 
1.8 0.964 07 0.964 85 0.965 62 0.966 37 0.967 11 1.8 
1.9 0.971 28 0.971 93 0.972 57 0.973 20 0.973 81 1.9 
2.0 0.977 25 0.977 78 0.978 31 0.978 82 0.979 32 2.0 
21 0.982 14 0.982 57 0.983 00 0.983 41 0.938 82 21 
2.2 0.986 10 0.986 45 0.986 79 0.987 13 0.987 45 2.9 
2.3 0.989 28 0.989 56 0.989 83 0.990 10 0.990 36 2.3 
2.4 0.991 80 0.992 02 0.992 24 0.992 45 0.992 66 2.4 
2.5 0.993 79 0.993 96 0.994 13 0.994 30 0.994 46 2.5 
2.6 0.995 34 0.995 47 0.995 60 0.995 73 0.995 85 2.6 
2.7 0.996 53 0.996 64 0.996 74 0.996 83 0.996 93 2.7 
2.8 0.997 44 0.997 52 0.997 60 0.997 67 0.997 74 2.8 
2.9 0.998 13 0.998 19 0.998 25 0.998 31 0.998 36 2.9 
3.0 0.998 65 0.998 69 0.998 74 0.998 78 0.998 82 3.0 
3.1 0.999 03 0.999 06 0.999 10 0.999 13 0.999 16 3.1 
3.2 0.999 31 0.999 34 0.999 36 0.999 38 0.999 40 3.2 
3.3 0.999 52 0.999 53 0.999 55 0.999 57 0.999 58 3.3 
3.4 0.999 66 0.999 68 0.999 69 0.999 70 0.999 71 3.4 
3.5 0.999 77 0.999 78 0.999 78 0.999 79 0.999 80 3.5 
3.6 0.999 84 0.999 85 0.999 &5 0.999 86 0.999 86 3.6 
3.7 0.999 89 0.999 90 0.999 90 0.999 90 0.999 91 3.7 
3.8 0.999 93 0.999 93 0.999 93 0.999 94 0.999 94 3.8 
3.9 0.999 95 0.999 95 0.999 96 0.999 96 0.999 96 3.9 


TARE, 摘自 W. W. Hines and D. C. Montgomery, Probability and Statistics in Engineering 
and Management Science, 3rd edition, Wiley, New York, 1990. 


514 K 
( 续 ) 
z 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 z 
0.0 0.519 94 0.523 92 0.527 90 0.531 88 0.535 86 0.0 
0.1 0.559 62 0.563 56 0.567 49 0.571 42 0.575 34 0.1 
0.2 0.598 71 0.602 57 0.606 42 0.610 26 0.614 09 0.2 
0.3 0.636 83 0.640 58 0.644 31 0.648 03 0.651 73 0.3 
0.4 0.673 64 0.677 24 0.680 82 0.684 38 0.687 93 0.4 
0.5 0.708 84 0.712 26 0.715 66 0.719 04 0.722 40 0.5 
0.6 0.742 15 0.745 37 0.748 57 0.751 75 0.754 90 0.6 
0.7 0.773 37 0.776 37 0.779 35 0.782 30 0.785 23 0.7 
0.8 0.802 34 0.805 10 0.807 85 0.810 57 0.813 27 0.8 
0.9 0.828 94 0.831 47 0.833 97 0.836 46 0.838 91 0.9 
1.0 0.853 14 0.855 43 0.857 69 0.859 93 0.862 14 1.0 
I4 0.874 93 0.876 97 0.879 00 0.881 00 (0.882 97 1.1 
1.2 0.894 35 0.896 16 0.897 96 0.890 73 0.901 47 1.2 
1.3 0.911 49 0.913 08 0.914 65 0.916 21 0.917 73 1.3 
1.4 0.926 47 0.927 85 0.929 22 0.930 56 0.931 89 1.4 
1.5 0.939 43 0.904 62 0.941 79 0.942 95 0.944 08 1.5 
1.6 0.950 53 0.951 54 0.952 54 0.953 52 0.954 48 1.6 
1.7 0.959 94 0.960 80 0.961 64 0.962 46 0.963 27 1.7 
1.8 0.967 84 0.968 56 0.969 26 0.969 95 0.970 62 1.8 
1.9 0.974 41 0.975 DO 0.975 58 0.976 15 0.976 70 1.9 
2.0 0.979 82 0.980 30 0.980 77 0.981 24 0.981 69 2.0 
2.1 0.984 22 0.984 61 0.985 00 0.985 37 0.985 74 2.1 
2.9 0.987 78 0.988 09 0.988 40 0.988 70 0.988 99 2.2 
2.3 0.990 61 0.990 86 0.991 11 0.991 34 0.991 58 2.3 
2.4 0.992 86 0.993 05 0.903 24 0.993 43 0.993 61 2.4 
2.5 0.994 61 0.994 77 0.994 92 0.995 06 0.995 20 2.5 
2.6 0.995 98 0.996 09 0.9956 21 0.996 32 0.996 43 2.6 
2.7 0.997 02 0.997 11 0.997 20 0.997 28 0.997 36 2.7 
2.8 0.997 81 0.997 88 0.997 95 0.998 01 0.998 07 2.8 
2.9 0.998 41 0.998 46 0.998 51 0.998 56 0.998 61 2.9 
3.0 0.998 86 0.998 89 0.998 93 0.998 97 0.999 00 3.0 
3.1 0.999 18 0.999 21 0.999 24 0.999 26 0.999 29 3.1 
3.2 0.999 42 0.999 44 0.999 46 0.990 48 0.999 50 3.2 
3.3 0.999 60 0.999 61 0.999 62 0.999 64 0.999 65 3.3 
3.4 0.999 72 0.999 73 0.999 74 0.999 75 0.999 76 3.4 
3.5 0.999 81 0.999 81 0.999 82 0.999 83 0.999 83 3.5 
3.6 0.999 87 0.999 87 0.999 88 0.999 88 0.999 89 3.6 
3.7 0.999 91 0.999 92 0.999 92 0.999 92 0.999 92 34 
3.8 0.999 94 0.999 94 0.999 95 0.999 95 0.999 95 3.8 
3.9 0.999 96 0.999 96 0.999 96 0.999 97 0.999 97 3.9 


II. 上 分 布 的 百 分 位 点 也 


NU 0.40 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005 
LÁ 


1 0.325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.32 31831 636.62 
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.080 23.326 31.598 
3 0.277 0.765 1.638 2.353 3.182  À 4.541 5.841 7.453 10.213 12.924 
4 0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 | 4.604 5.598 1.713 8.610 
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 . 4.032 4.773 5.893 6.869 
6 0.265 0.727 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 5.050 
T 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.019 4.785 5.408 
8 0.262 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041 
9 0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781 
10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.7604 3.169 3.581 4.144 4.587 
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437 
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318 
13 0.259 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.22] 
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3.326 3.787 4.140 
15 0.258 0.691 1.341 1.753 02.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073 
16 0.258 (0.690 1.337 1.746 32.120 2.583 2.921 3.252 3.586 4.015 
17 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965 
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922 
19 0.25" 0.688 1.328 1.729 2.003  Á 2.539 2.861 4.174 3.579 3.883 
20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850 
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 4.135 3.021 3.819 
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792 
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 4. TT 
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.499 2.707 3.091 2.467 3.745 
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725 
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.4790 2.779 3.067 3.435 3. TOT 
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2052 2.473 2771 3.057 3.421 3.690 
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674 
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659 
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2457 2.750 3.030 3.385 3.646 
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3.551 
60 0.254 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.015 3.232 3.460 
120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 3.373 
oo 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2576 2.807 3.090 3.201 
v — Ei 


(D 承蒙 惠 多 , 摘自 E. S. Pearson and H. O. Hartley, Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1, 
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II. x? 分 布 的 百 分 位 点 中 


| 0.895 0.990 0.975 0.950 0.500 0.050 0.025 0.010 0.005 
i^ 


1 0.00--  0.00+  0.004- 0.004 0.45 3.84 5.02 6.63 T.88 
2 0.01 0.02 0.05 0.10 1.39 5.99 T.35 9.21 10.60 
3 0.07 0.11 0.22 0.35 2.37 T.81 9.35 11.34 12.84 
4 0.21 0.30 0.48 0.71 3.36 9.49 11.14 13.28 14.86 
5 0.41 0.55 0.83 1.15 4.35 11.07 12.38 15.09 16.75 
6 0.68 0.87 1.24 1.64 9.35 12.59 14.45 16.81 18.55 
T 0.99 1.24 1.69 2.17 6.35 14.07 16.01 18.48 20.28 
= 1.34 1.65 2.18 2.73 T.34d 15.51 17.53 20.09 21.96 
9 1.73 2.09 2.70 3.33 8.34 16.92 19.02 21.67 23.59 
10 2.16 2.56 3.25 3.94 9.34 18.31 20.48 23.21 25.19 
11 2.60 3.05 3.82 4.57 10.34 19.68 21.92 24.72 26.76 
12 3.07 3.57 4.40 5.23 — 11.34 21.03 23.34 26.22 28.30 
13 3.57 4.11 5.01 9.80 . 12.34 22.36 24.74 21.69 29.82 
14 4.07 4.060 5.63 6.57 13.34 23.68 26.12 29.14 31.32 
15 4.60 5.23 6.27 1.26 14.34 25.00 27.49 30.58 32.80 
16 5.14 5.81 6.91 7.96 15.34 26.30 28.85 32.00 34.27 
17 5.70 6.41 T.56 8.67 16.34 27.59 30.19 33.41 35.72 
18 6.26 T.01 8.23 9.39 17.34 28.8'T 31.53 34.8] 31.16 
19 6.84 T.63 8.91 10.12 18.34 30.14 32.85 36.19 38.58 
20 T43 8.26 9.59 10.85 19.34 31.41 34.17 37.57 40.00 
25 10.52 11.52 13.12 14.61 24.34 37.65 40.65 44.31 46.93 
30 13.79 14.95 16.79 18.49 2934 43.7TT 46.98 50.89 53.67 
40 20.71 22.16 24.43 26.51 39.34 95.76 59.34 63.69 66.77 
50 27.99 20.71 32.36 34.76 . 49.33 67.50 71.42 16.15 79.49 
60 35.53 37.48 40.48 43.19 59.33 T9.08 83.30 88.38 91.95 
TO 43.28 45.44 48.76 51.74 . 69.33 90.53 95.02 . 100.42 104.22 
8&0 21.17 53.54 57.15 60.39 . 79.33 101.88 106.63 112.33 116.32 
90 259.20 61.75 65.65 69.13 — 89.33 113.14 118.14 124.12 128.30 
100 67.33 TO.06 TÀ.22 17.93 . 99.33 124.34 129.56 — 135.81 140.17 
v= 自由 度 


DRAN, 摘自 E. S. Pearson and H. O. Hartley, Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1, 
3rd edition, Cambridge University Press, Cambridge, 1966. 
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VII. 带 有 控制 的 比较 处 理 的 Dunnett 检验 的 临界 值 C 
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do.os (a — 1, f) 
单 侧 比较 { 续 ) 
a 一 1 二 处 理 均 值 数 (不 含 控制 ) 

f 1 2 3 4 5 6 T 总 9 

5 2.02 2.44 2.68 2.85 2.98 3.08 3.16 3.24 3.30 
6 1.94 2.34 2.56 2.71 2.83 2.92 3.00 3.07 3.12 
T 1.89 2.2T 2.48 2.62 2.143 2.82 2.89 2.05 3.01 
8 1.86 2.22 2.42 2.55 2.066 2.74 2.81 2.8T 2.92 
9 1.83 2.18 2.391 2.50 2.60 2.68 2.75 2.81 2.86 
10 1.81 2.15 2.94 2.47 2.56 2.64 2.70 2.76 2.81 
11 1.80 2.13 2.31 2.44 2.53 2.60 2.61 2.72 2.77 
12 1.78 2.11 2.20 2.41 2.50 2.58 2.54 2.69 2.74 
13 1.77 2.09 2.27 2.39 2.48 2.55 2.61 2.66 A1 
14 1.76 2.08 2.25 2.37 2.46 2.53 2.50 2.64 2.69 
15 1.75 2.07 2.24 2.36 2.44 2.5] 2.57 2.62 2.67 
16 1.75 2.06 2.23 2.34 2.43 2.5D 2.56 2.61 2.05 
IT 1.74 2.05 2.22 2.33 2.472 2.49 2.04 2.50 2.64 
18 1.73 2.04 2.21 2.34 2.41 2.48 2.99 2.58 2.62 
19 1.73 2.03 2.20 3.91 2.40 2.AT 2.02 2.51 2.61 
20 1.72 2.03 2.19 2.30 2.39 2.46 2.51 2.56 2.60 
24 l.71 2.01 2.1f 2.28 2.306 2.413 2.48 2.53 2.57 
30 1.70 1.99 2.15 2.25 2.33 2.40 2.45 2.50 2.54 
40 1.68 1.97 2.13 2.29 2.91 2f 2.42 2.47 2.51 
60 1.67 1.95 2.10 2.21 2.28 2.45 2.39 2.44 2.48 
120 1.66 1.93 2.08 2.18 2.206 2.32 2.91 2.4] 2.45 
OD 1.64 1.92 2.06 2.16 2.239 2.20 2.34 2.38 2.42 

do.o1(a — 1, f) 
单 侧 比较 
a 一 l= AREE X 【不 含 控制 ) 
1 2 3 4 5 6 T & 9 

5 3.37 3.90 4.21 4.43 4.60 d T3 4.85 4.04 5.03 
6 3.14 3.61 3.88 4.07 4.21 4.33 4,43 4.51 4.59 
T 3.00 3.42 3.66 3.83 3.96 4.07 4.15 4.23 4.30 
5 2.90 3.29 3.51 3.07 3.79 3.88 3.96 4.03 4.09 
9 2.82 3.19 3.40 3.55 3.66 3.75 3.82 3.89 3.94 
10 2.70 3.11 3.31 3.45 3.56 3.64 3.71 3.78 3.83 
11 2.14 3.06 3.25 3.38 3.48 3.56 3.63 3.69 3.74 
12 2.68 3.01 3.19 3.32 3.42 3.50 3.56 3.62 3.67 
13 2.65 2.97 3.15 3.2 3.37 3.44 3.51 3.56 3.61 
l4 2.62 2.94 3.11 3.23 3.32 3.40 3.46 3.51 3.56 
15 2.60 2.91 3.08 3.20 3.20 3.36 3.42 3.47 3.52 
16 2.58 2.88 3.05 3.17 3.26 3.33 3.39 3.44 3.48 
17 2.57 2.86 3.03 3.14 3.23 3.30 3.36 3.41 3.45 
18 2.55 2.84 3.01 3.12 3.21 3.27 3.33 3.38 3.42 
19 2.54 2.83 2.99 3.10 4.18 3.25 3.31 3.36 3.40 
20 2.53 2.81 2.97 3.08 3.17 3.23 3.29 3.304 3.38 
24 2.49 2.77 2.92 3.03 3.11 3.17 3.22 3.27 3.31 
30 2.46 2.72 LST 2.97 3.05 3.11 3.16 3.21 3.24 
40 2.42 2.68 2.82 2.02 2.99 3.05 3.10 3.14 3.18 
60 2.39 2.64 2.78 2.8T 2.94 3.00 3.04 3.08 3.12 
120 2.30 2.60 2.73 2.82 2.80 2.94 2.99 3.03 3.06 
oo 2.33 2.56 2.68 2.tt 2.84 2.89 2.03 2.07 3.00 
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X. 2k-» 分 式 析 因 设 计 的 别名 关系 (Rex15,n«84) 
3 个 因子 的 设计 
(a) 25-1 分 式 析 因 设计 
设计 生成 元 
C — AB 
定义 关系 :了 = ABC 
别名 
A= BC 
B = AC 
C= AB 
4 个 因子 的 设计 
(b) 217! 分 式 析 因 设 计 
设计 生成 元 
D= ABC 
定义 关系 :了 = ABCD 
别名 
A= BCD 
B = ACD 
C — ABD 
D = ABC 
AB = CD 
AC = BD 
AD = BC 
5 个 因子 的 设计 
(c) 257? 分 式 析 因 设计 
BIERI 
D=AB E= AC 
SEX XA: I = ABD = ACE = BCDE 
别名 
A-BD-CE 
B= AD =CDE 
C = AE = BDE 
D = AB = BCE 
E = AC = BCD 
BC = DE = ACD = ABE 
CD = BE = ABC = ADE 
(d) 25-1 分 式 析 因 设计 
设计 生成 元 
E — ABCD 
定义 关系 : I = ABCDE 
别名 
每 一 个 主 效应 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 
AB = CDE BD = ACE 
AC = BDE BE = ACD 
AD = BCE CD = ABE 
AE = BCD CE = ABD 
BC = ADE DE = ABC 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AB = CDE 
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O JRE 


分 辨 度 IV 


分 辨 度 III 


分 辨 度 V 


(&) 
6 个 因子 的 设计 
(e) 2673 分 式 析 因 设计 分 辨 度 III 
设计 生成 元 
D=AB E-AC F=BC 
定义 关系 : I = ABD = ACE = BCDE = BCF = ACDF 
= ABEF = DEF 
别名 
A—BD-CE-ÉCDF-—BEF E-AC-DF-BCD-ABF 
B—AD-CF-CDE-AEF | F-BC-DE-ACD- ABE 
CD=BE=AF=ABC 
=ADE=BDF=CEF 


D=AB=EF=BCE=ACF 
WR 
设计 生成 元 
E= ABC F= BOD 
定义 关系 : T= ABCE = BCDF = ADEF 


C=AE=BF=BDE=ADF 


齐名 
A — BCE — DEF AB -CE 
B = ACE = CDF AC = BE 
C = ABE = BDF AD = EF 
D = BCF = AEF AE = BC = DF 
E = ABC = ADF AF = DE 
F = BCD = ADE BD = CF 


ABD = CDE = ACF = BEF  BF-OCD 
ACD = BDE = ABF = CEF 
8 个 区 组 中 的 2 个 : ABD = CDE = ACF = BEF 
(g) 2671 分 式 析 因 设计 分 辨 度 VI 
设计 生成 元 
F = ABCDE 
定义 关系 : I = ABCDEF 
别名 
每 个 主 效应 都 与 一 个 五 因子 交互 作用 别名 
每 个 二 因子 交互 作用 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 
ABC = DEF ACE= BDF 
ABD-CEF ACF= BDE 
ABE—-CDF ADE = BCF 
ABF =CDE ADF = BCE 
ACD = BEF AEF = BCD 
16 个 区 组 中 的 2 个 : 4BC = DEF ”8 个 区 组 中 的 4 ^: AB = CDEF 
ACD = BEF 


AEF = BCD 
.mm =P — 


( 续 ) 
7 个 因子 的 设计 
(h) 2774 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IIl 
设计 生成 元 
D=AB E=AC F=BC G= ABC 
定义 关系 :了 = ABD = ACE = BCDE = BCF 
一 ACDF = ABEF = DEF = ABCG 
= CDG = BEG = ADEG = AFG 
= BDFG = CEFG = ABCDEFG 
别名 
A—-BD-CE-FG | E-AC-DF-BG 
B—AD-CF-EG F= BC =DE = AG 
C—AE—BF—-DG G=CD = BE = AF 
D = AB = EF = CG 
(i) 2779 AATA 分 辨 度 IV 


设计 生成 元 
E-ABC F-BCD G=ACD 
定义 关系 ; I-ABCE-BCDF-ADEF-ACDG-BDEG-ABFG2SCEFG 
别名 
A-BCE-DEF-2CDG-BFG AB—-CE-FG E-ABC-ADF-BDG-CFG AF-DE-BG 
B-ACEZCDF-DEG-AFG AC-—BE-DG F—-BCD-ADE-ABG-CEG AG-CD-BF 
C—-ABE-BDF—ADG-EFG AD-EF-CG G-ACD-BDE-ABF-CEF BD-SCF-EG 
D-BCF-AEF-ACG-BEG AE-BC-DF | 
ABD-CDE-ACF-BEF-BCG-AEG-ZDFG 
8 个 区 组 中 的 2 个 : ABD-CDE-ACF-BEF-BCG-AEG-DFG 


G) 277? 分 式 析 因 设 计 A HERE IV 
设计 生成 元 
| F-ABCD G= ABDE 
SE XX: I = ABCDF = ABDEG = CEFG 
别名 
A= AB =CDF = DEG BC=ADF CE = FG ACE = AFG 
B= AC = BDF BD = ACF = AEG CF=ABD=EG ACG = AEF 
C= EFG AD = BCF = BEG BE=ADG CG = EF BCE = BFG 
De AE — BDG BF = ACD DE = ABG BCG = BEF 
E=CFG AF= BCD BG = ADE DF = ABC CDE = DFG 
F=CEG AG= BDE CD = ABF DG = ABE CDG = DEF 
G=CEF 
16 个 区 组 中 的 2 个 : ACE = AFG 8 个 区 组 中 的 4 个 : ACE = AFG 
BCE = BFG 
AB =CDF = DEG 
(k) 27 分 式 析 因 设计 分 辩 度 VIT 


设计 生成 元 
G — ABCDEF 
ig X *X:1I-— ABCDEFG 
别名 
每 一 个 主 效应 都 与 一 个 六 因子 交互 作用 别名 
每 一 个 二 因子 交互 作用 都 与 一 个 五 因子 变 互 作用 别名 
每 一 个 三 因子 交互 作用 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 
32 个 区 组 中 的 2 个 : ABC 16 个 区 组 中 的 4 个 : ABC 


CEF 
CDG 


(&) 
8 个 因子 的 设计 
(1) 28-4 分 式 析 因 设计 APTE IV 
设计 生成 元 
五 = 有 CD F—ACD G=ABC H=ABD 
定义 关系 : 了 = 二 BCDE = ACDF = ABEF = ABCG = ADEG = BDFG 
= CEFG = ABDH = ACEH = BCFH = DEFH 
= CDGH = BEGH = AFGH = ABCDEFGH 
别名 
A= CDF = BEF = BCG = DEG = BDH = CEH = FGH AB=EF=CG= DH 
B = CDE = AEF = ACG = DFG = ADH = CFH = EGH AC = DF = BG=EH 
C = BDE = ADF = ABG = EFG = AEH = BFH = DGH AD=CF = EG = BH 
D = BCE = ACF = AEG = BFG = ABH = EFH = CGH AE = BF = DG=CH 
E = BCD = ABF = ADG = CFG = ACH = DFH = BGH | AF-CD-BE-GH 
F = ACD = ABE = BDG = CEG = BCH = DEH = AGH AG=BC=DE=FH 
G = ABC = ADE = BDF = CEF = CDH = BEH = AFH  AH-BD-CE-FG 
H = ABD = ACE = BCF = DEF = CDG = BEG = AFG 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AB = EF = CG = DH 
(m) 2873 分 式 析 因 设 计 分 辨 度 TV 
设计 生成 元 
F=ABC G= ABD H-BCDE 
定义 关系 : I = ABCF = ABDG = CDFG = BCDEH = ADEFH = ACEGH = BEFGH 
别名 
A= BCF = BDG AE=DFH=CGH DE= BCH= AFH 
B= ACF = ADG AF= BC = DEH DH = BCE = AEF 
C = ABF = DFG AG=BD=CEH EF = ADH = BGH 
D = ABG = CFG AH-DEF-—CEG EG = ACH = BFH 
E= BE = CDH = FGH EH = BCD = ADF = ACG = BFG 
F = ABC = CDG BH =CDE = EFG FH = ADE = BEG 
G= ABD =CDF CD = FG = BEH GH = ACE = BEF 
H = CE = BDH = AGH ABE = CEF = DEG 
AB=CF=DG CG = DF = AEH ABH = CFH = DGH 
AC = BF = EGH CH = BDE = AEG ACD = BDF = BCG = AFG 
AD = BG = EFH 
16 个 区 组 中 的 2 个 ; ABE=CEF=DEG 8 个 区 组 中 的 4 个 : ABE=CEF= DEG 
ABH—CFH-DGH 


EH-—BCD-—ADF-ACG-BFG 
———————————————————ÉÉÉÉBIswu—nbPwo 


mum 8 个 因子 的 设计 ( 续 ) 
(2) 7 分 式 析 因 设计 o aa‘ 


(n) 23-2 分 式 析 因 设 计 
正 计 生成 元 


G= ABCD H — ABEF 
定义 关系 : I = ABCDG = ABEFH = CDEFGH 


别名 

AB = CDG = EFH BG= ACD EF=ABH ADH= BFG- 

AC = BDG BH = AEF EG = AEG= BGH = 

AD = BCG CD = ABG EH =ABF AFG= CDE = FGH 
AE = BFH CE = FG = AGH = CDF = EGH 
AF = BEH CF = FH = ABE BCE= CDH = EFG 
AG = BCD CG = ABD GH= BCF = CEF = DGH 
AH = BEF CH = ACE = BCH = CEG = DFH 
BC = ADG DE = ACF = BDE= CEH = DFG 
BD = ACG DFP- ACH — BDF = CFG = DEH 
BE = AFH DG = ABC ADE = BDH = CFH = DEG 
BF = AEH DH = ADF = BEG= CGH = DEF 


32 个 区 组 中 的 2 个 : CDE = FGH 


16 个 区 组 中 的 44 CDE-FGH 


9 个 因子 的 设计 


设计 生成 元 
E-ABC F-BCD G=ACD H-ABD J=ABCD 


ACF 


^r BERE III 


o) 2275 分 式 析 因 设计 


定义 关系 :T= ABCE = BCDF = ADEF = ACDG = BDEG = ABFG = CEFG = ABDH 


—CDEH = ACFH = BEFH = BCGH = AEGH = DFGH = ABCDEFGH 
—ABCDJ = DEJ = AFJ = BCEFJ = BGJ = ACEGJ = CDFGJ 
—ABDEFGJ = CHJ = ABEHJ = BDFHJ = ABCDEFHJ 

=ADGHJ = BCDEFGHJ = ABCFGHJ = EFGHJ 


全 一 五 了 
D =F} 
E=DJ 
F-—AJ 
G=] 
H =CJ 


到 名 


J = DE = AF = BG = CH 
AB =CE = FG = DH 
AC = BE = DG = FH 
AD = EF = CG = BH 
AE = BC = DF = GH 
AG =CD = BF = EH 
AH = BD = CF = EG 
组 中 的 2 个 : AB = CE = FG = DH 


8 个 区 
人 


(s) 
9 个 因子 的 设计 { 续 ) 
(p) 2974 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 
设计 生成 元 


F= BCDE G= ACDE H= ABDE J = ABCE 
定义 关系 :了 = BCDEF = ACDEG = ABFG = ABDEH = ACFH = BCGH 

= DEFGH = ABCEJ = ADFJ = BDGJ = CEFGJ = CDHJ 

— BEFHJ = AEGHJ = ABCDFGHJ 


Hl 4 


BJ—-ACE-DG-EFH 
CD-—-BEF-—AEG-HJ 


AD-CEG-BEHC-FJ 
AE-CDG-BDH-BCJ-GHJ 


A-—BFG-CFH-DFJ 
B—AFG-CGH-DGJ 


16 个 区 组 中 的 2 个 : AEF-BEG-CEH- DEJ 8 个 区 组 中 的 4 个 ， 


C—AFH-BGH-DHJ 
D—AFJ-BGJ-CHJ 
E= 
F—ABG-—ACH-ADJ 
G—ABF-BCH-BDJ 
H—ACF-BCG-CDJ 
J—ADF-—BDG—-CDH 
AB-FG-DEH-CEJ 
AC—-DEG-FH-BEJ 


A = DHJ 
D= 

C = 

D = AHJ 
E 一 

F = 

G = 

H = ADJ 
J = ADH 
AB = CDG 
DE = CFJ 
DF = CEJ 
DG = ABC 
EF = ACH = 
EG = 

EH = ACF 
EJ = CDF 
FG = 
FH = ACE 
FJ = CDE 
GH = BCJ 


32 个 区 组 中 的 2 4: CEG 


AF-—BG-CH-DJ 

AG-CDE-BF-EHJ 
AH-BDE-CF-EGJ 
AJ—BCE-DF—EGH 
BC-DEF-GH-—AEJ 
BD—-CEF-—AEHZZGJ 


BE-CDF-ADH-ACJ-FH J 


BH-—ADE-CG-EFJ 


CE—-BDF-ADG-ABJ-FGJ 


CJ-ABE-EFG-DH 


DE-BCF-ACG-ABH-FGH 
EF—-BCD-DGH-CGJ-BHJ 
EG—ACD-DFH-CFJ—-AHJ 

EH-ABD-DFG-BFJ—AGJ 

EJ—ABC-CFG-BFH-AGH 

AEF-BEG-CEH-DEJ 


AEF-BEG-—CEH-DEJ 


AB-—FG-DEH-CEJ 


G= ABCD H-— ACEF J—-CDEF 
XE X OR: I—ABCDG-ACEFH-BDEFGH-CDEFJ—ABEFGJ—ADHJ-— BCGHJ 


出 名 


AC = BDG = EFH 
AD = BCG = HJ 


AE = CFH 
AF = CEH 
AG = BCID 


AH = CEF = DJ 


AJ = DH 


BC = ADG = GHJ 


BD = ACG 
BE = 

GJ = BCH 
ABE = EGJ 
ABF = EGJ 


CDJ ABH = BDJ 


ABJ = EFG = BDH 


ACJ = CDH 
ADE = EHJ 
ADF = FHJ 
AEG = BFJ 


AEJ — BFG — DEH 


AFG = BEJ 


16 个 区 组 中 的 4 个 : 


BF = 

BG = ACD = CHJ 
BH = CGJ 

BJ = CGH 


CD = ABG = EFJ 
CE = AFH = DFJ 
CF = AEH = DEJ 
CG = ABD = BHJ 
CH = AEF = BGJ 
CJ = DEF = BGH 
AFJ = BEG = DFH 


AGH = DGJ 
AGJ = BEF — DGH 
BCE = 
BCF = 

BDE = FGH 
BDF = EGH 
BEH = DFG 
BFH = BEG 
CEG = 

CFG = 

CFG = 


AGJ = BEF = DGH 


CD=BEF=AEG=HJ 
oc ki Ta x 
(q) 2273 分 式 析 因 设 计 4 HERE TV 


设计 生成 元 


ADE = EHJ 
UL 
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( 续 ) 
10 个 因子 的 设计 
(r) 21079 分 式 析 因 设计 -— 分 辨 度 III 
设计 生成 元 


E= ABC F=BCD G=ACD H= ABD J—ABCD K- AB 
定义 关系 ;T= ABCE = BCDF = ADEF = ACDG = BDEG = ABFG = CEFG = ABDH 
—CDEH = ACFH = BEFH = BCGH = AEGH = DFGH = ABCDEFGH 
= ABC DJ = DEJ = AFJ = BCEFJ = BGJ = ACEGJ = CDFGI 
= ABDEFGJ = CHJ = ABEHJ = BDFHJ = ACDEFHJ = ADGHJ 
= BCDEGHJ = ABCFGHJ = EFGHJ = ABK = CEK = ACDFK 


BDEFK = BCUDGK = ADEGK = FGK = ABCEFGK = DHK 
ABCDEHEK = BCFHK = AEFHK = ACGHK = BEGHI 


= ABDFGHK 


=CDEFGHK = CDJK = ABDEJK = BFJK = ACEFJK = AGJK 
= BCEGJK = ABCDFGJK = DEFGJK = ABCHJK = EHJK = ADFHJK 
= BCDEFHJK = BDGHJK = ACDEGHJK = CFGHJK = ABEFGHJK 


别名 
A—PJ—BR d= DE = AF = BG = CH 
B=GJ=AK K=AB = CE = FG = DH 
C= HJ= EK AC = BE = DG = FH 
D=EJ= HE AD = EF = CG = BH 
b-DJI—CK AE = BC = DF = GH 
F=AJ=ĠGK_ AG=CD = BF = EH = JK 
GG= B=FK AH= BED = CF = EG 
H = CJ = DK 


8 个 区 组 中 的 2 个: AG = CD = BF = EH = JK 


(s) 21979 分 式 析 因 设 计 


分 辨 度 IV 


设计 生成 元 


F= ABCD G-— ABCE 


H — ABDE 


J = ACDE K = BCDE 


EXRR : I =ABCDF = ABCEG = DEFG = ABDEH = CEFH = CDGH = ABFGH 
= ACDEJ = BEFJ = BDGJ = ACFGJ = BCHJ = ADFHJ = AEGHJ 
= BCDEFGHJ = BCDEK = AEFK = ADGK = BCFGK = ACHK 
—BDFHK = BEGHK = ACDEFGHK = ABJK = CDFJK = CEGJK 
—ABDEFGJK = BEHJK = ABCEFHJK = ABCDGHJK = FGHJK 
别名 


A= EFK = DGK = CHK = BJK 

B = EFJ = DGJ = CHJ = AJK 

C = EFH = DCH = BHJ = AHK 

D = EFG = CGH = BGJ = AGK 

E = DFG = CFH = BFJ = AFK 

F = DEG = CEH = BEJ = AEK 

G = DEF = CDH = BDJ = ADK ` 

H = CEF = CDG = BCJ = ACK 

J = BEF = BDG = BCG = ABK 

K = AEF = ADG = ACH = ABJ 

AB = CDF = CEG = DEH = FGH = JK 
AC = BDF = BEG = DEJ = FGJ = HK 
AD = BCF = BEH = CEJ = FHJ = GK 
AE = BCG = BDH = CDJ = GHJ = FK 
AF = BCD = BGH = CGJ = DHJ = EK 
AC = BCE = BFH = CFJ = EHJ = DK 


16 个 区 组 中 的 2 个 : AK =EF= 
8 个 区 组 中 的 4 个 : AK ==EF = 


AH = BDE = BFG = DFJ = EGJ = CK 
AJ = CDE = CFG = DFH = EGH = BK 
AK = EF = DG = CH = BJ 


BC = ADF = AEG = HJ = DEK = FGK 
BD = ACF = AEH = GJ = CEK — FHK 
BE = ACG = ADH = FJ = CDK = GHK 
BF = ACD = AGH = EJ = CGK = DHK 


BG = ACE = AFH = DJ = CFK = EHK 
BH = ADE = AFG = CJ = DFK = EGK 
CD = ABF = GH = AEJ = BEK = FJK 
CE = ABG = FH s ADJ = BDK = GJK 
CF = ABD = EH = AGJ = BGK = DIK 
CG = ABE = BH = AFJ = BFK = EJK 
DE = FG = ABH = ACJ = BCK = HJK 
DF = ABC = EG — AHJ = BHK = CJK 


DG = CH = BJ 
DG = CH = BJ 


AJ =CDE = CFG = DFH = EGH = BK 
AB =CDF = CEG = DEH = FGH = JK 


( 续 ) 


一 UOOA 


10 个 因子 的 设计 (A) 


(t) 2297* 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 


设计 生成 元 


G=BCDF H=ACDF J= ABDE K = ABCE 
定义 关系 :了 = BCDFG = ACDFH = ABGH = ABDEJ = ACEFGJ = BCEFHJ 
= DEGHJ = ABCEK = ADEFGK = BDEFHK = CEGHK 

—CDJK — BFGJK — AFHJK — ABCDGHJK 


齐名 
A = BGH AD = CFH = BEJ BK = ACE = FGJ 
B = AGH AE = BDJ = BCK CD = BFG = AFH = JK 
C = DIK AF = CDH = HJK CE = ABK = GHK 
D = CIK AG = BH CF — BDG — ADH 
E= AH = CDF = BG = FJK CG = BDF = EHK 
F AJ = BDE = FHK CH = ADF = EGK 
G = ABH AK = BCE = FHJ CJ = DK 
H — ABG BC = DFG = AEK CK = ABE = EGH = DJ 
J = CDK BD = CFG = AEJ DE = ABJ = GHJ 
K = CDJ BE = ADJ = ACK DF = BCG = ACH 


AB = GH = DEJ = CEK 


AC = DFH = BEX 
EF = 

EG = DHJ = CHK 
EH = DGJ = CGK 
EJ = ABD = DGH 


BF = CDG = GJK 
BJ = ADE = FGK 
GJ = DEH = BFK 
GK = CEH = BFJ 
HJ = DEG = AFK 
HK = CEG = AFJ] 


DG = BCF = EHJ 
DH = ACF = EGJ 


AEG = BEH = CFJ = DFK 


AEH = BEG 


AFG = BFH = CEJ = DEK 


AGJ = CEF = BHJ 


ABF = FGH 

ACG = BCH = EFJ 
ACJ = EFG = ADK 
FJ = BGK = AHK ADG = BDH = EFK CDE = EJK 
FK = BGJ = AHJ AEF = CGJ = DGK CFK = DFJ 


32 个 区 组 中 的 2 个 : AGJ = CEF = BH] 16 个 区 组 中 的 4 个 : AGJ =CEF = BHJ 
AGK = DEF = BHK 


AGK = DEF = BHK 
BCJ = EFH = BDK 
BEF = CHJ = DHK 


EK = ABC = CGH 
FG = BCD = BJK 
FH = ACD = AJK 


CD = BFG = AFH = JK 
11 个 因子 的 设计 
(u) 2 ”分 式 析 因 设 计 分 辨 度 III 
设计 生成 元 
E-—ABC F=BCD G=ACD H= ABD J= ABCD K=AB L-AC 
定义 关系 :了 -ABCE-BCDF— ADEF— ACDG - BDEG—- ABFG-CEFG- ABDH 
—-CDEH = ACFH = BEFH = BCGH = AEGH = DFGH = ABCDEFGH 


— ABCDJ = DEJ = AFJ = BCEFJ = BGJ = ACEGJ = CDFGJ 


= ABDEFGJ = CHJ = ABEHJ = BDFHJ = ACDEFHJ = ADGHJ 
— BCDEGHJ = ABCFGHJ = EFGHJ = ABK = CEK = ACDFK 
= BDEFK = BCDGK = ADEGK = FGK = ABCEFGK = DHK 
= ABCDEHK = BCFHK = AEFHK = ACGHK = BEGHK 
= ABDFGHK = CDEFGHK = CDJK = ABDEJK = BFJK = ACEFJK 
= AGJK = BCEGJK = ABCDFGJK = DEFGJK = ABCHJK = EHJK 
—-ADFHJK = BCDEFHJK = BDGHJK = ACDEGHJK = CFGHJK 
一 ABEFGHJK = ACL = BEL = ABDFL = CDEFL = DGL = ABCDEGL 
~ BCFGL = AEFGL = BCDHL = ADEHL = FHL = ABCEFHL 
= ABGHL = CEGHL = ACDFGHL = BDEFGHL = BDJL = ACDEJL 
=CFJL = ABEFJL = ABCGJL = EGJL = ADFGJL = BCDEFGJL 
=AHJL = BCEHJL = ABCDFHJL = DEFHJL = CDGHJL 
= ABDEGHJL = BFGHJL = ACEFGHJL = BCKL = AEKL = DFKL 
= ABCDEFKL = ABDGKL = CDEGKL = ACFGKL = BEFGKL 
= ACDHKL = BDEHKL = ABFHKL=CEFHKL=GHKL 
= ABCEGHKL = BCDFGHKL = ADEFGHKL = ADJKL = BCDEJKL 
= ABCFJKL = EFJKL- CGJKL = ABEGJKL = BDFGJKL 
= ACDEFGJKL = BHJKL = ACEHJKL — CDFHJKL = ABDEFHJKL 
= ABCDGHJKL = DEGHJKL = AFGHJKL = BCEFGHJKL 
别名 
A—FJ—-BK-CL J-DE-AF-BG-CH 
B—-GJ—-AK-EL K-—AB-CE-FG-DH 
C—HJ-EK-AL L= AC = BE = DG = FH 
D—-EJ-HK-GL AD = EF = CG = BH 
E-DJ-CK-BL AE=BC=DF=GH=KL 
F=AJ=GK=HL AG=CD= BF= EH =JK 
G=BJ=FK=DL AH-BD-CF-EG-JL 
H-CJ-DK-FL 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AE = BC-DF-GH-KL 
11 个 因子 的 设计 (EE) 
(v) 21178 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 
设计 生成 元 
F=ABC G-BCD H-CDE J=ACD K=ADE L=BDE 
定义 关系 :T=ABCF=BCDG=ADFG=CDEH=~ABDEFH= BEGH- ACEFGH 
—ACDJ—BDFJ—ABGJ-CFGJ-AEHJ-BCEFHJ-—ABCDEGHJ 
—DEFGHJ—-ADEK-BCDEFK-ABCEGK = EFGK— ACHK 
—-BFHK-ABDGHK-CDFGHK-CEJK -ABEFJK—-BDEGJK 
—ACDEFGJK-—DHJK-—ABCDFHJK-BCGHJK = AFGHJK 
-BDEL-ACDEFL-CEGL-ABEFGL-—-BCHL-AFHL-DGHL 
—ABCDFGHL-ABCEJL—EFJL—-ADEGJL-BCDEFGJL 
—ABDHJL-CDFHJL-—ACGHJL-BFGHJL—ABKL-CFKL 
—ACDGKL-BDFGKL-ABCDEHKL-DEFHKL-AEGHKL 


( 续 ) 


—-BCEFGHKL- BCDJKL-ADFJKL-GJKL-ABCFGJKL 


—-BEHJKL-ACEFHJKL-CDEGHJKL-ABDEFGHJKL 
齐名 

A-BCF-DFG-CDJ-BGJ-EHJ-DEK-CHK-FHL-BKL 
B-ACF-CDG-EGH-DFJ—AGJ—-FHK-DEL-CHL-AKL 
C-ABF-BDG-DEH-ADJ-FGJ—-AHK -EJK-EGL-BHL-FKL 
D-BCG-AFG-CEH-ACJ-BFJ-AEK-HJK-BEL-GHL 
E-CDH-BGH-AHJ-ADK-FGK-GJK-BDL-CGL-FJL 
F-ABC-ADG-BDJ-CGJ—-EGK-BHK-AHL-EJL-CKL 
G-BCD-ADF-BEH-ABJ-CFJ-EFK-CEL-DHL-JKL 
H-CDE-BEG-AEJ-ACK-BFK-DJK-BCL-AFL-DGL 
J-ACD-BDF-ABG-CFG-AEH-CEK-DHK-EFL-GKL 
A-CADE-EFG-ACH-BFH-CEJ-DHJ-ABL-CFL-QGJL 
L-BDE-CEG-BCH-AFH-DGH-EFJ-ABK-CFK-GJK 


AB-CF-GJI-—KL AE-—HJ—DK AH-EJ-—CK-FLI AL—-FH-BK BH-—-EG-CL-FK 
ACLBF—DJ—-HK AF-BC-DG-HL AJ-CD-—BG-EH BD-CG-—FJ-—ET CE—DH-JIK-(GL 
AD=FG=CJ=EK AG-DF-—BJ AR-DE-—CH--BL BE-GH-DL EF-GK-JI 


SC CDFGACCEBEPGSEFH-BOIA AFJEDGJSBENSGHN S AED HIUSDEI 
ABE-CEF-DFH-AGH-EGJ-BH]-BDK-CGK-FJK-ADL-FGLSCIL-EKL 
ABI - DEF-AEG-CFH-BEJ-GHJ-BCK-AFK-DGK-ACL-BFLSDJL-HKL 
ACE-BEP-ADH-FGH-DEJ-CHJ-CDK-BGK-EHK-AJK-DFL- AGL- BII 
S Aee E=DEC=BDH=CGH=FHEJ=DFK=AGK=BJ]K=CDL-BGL-BHL AJE 
16 个 区 组 中 的 2 个 : AB-CF-GJ-KL 8 个 区 组 中 的 4 个 : AB-CF-GI-ZKL 


AD = FG =C] = EK 


BD-CG-FJ-EL 
12 个 因子 的 设计 
(w) 214-8 分 式 析 因 设 计 分 辨 度 III 


设计 生成 元 
E= ABC F= ABD G= ACD H= BCD 
J = ABCD K=AB L= AC M= AD 
别名 
A=HJ = BK=CL= DM 
B =GJ = AK = EL = FM 
C =FJ = EK = AL = GM 
D=EJ=FK=GL= AM 
E=DJ=CK = BL=HM 
F=CJ = DK = HL = BM 
G =BJ = HK = DL = CM 
H = AJ =GK = FL = EM 
J = DE = CF = BG = AH 
K-AB-CE-DF-QGH 
L—-AC-BE-DG-FH 
M = AD = BF = CG = EH 
AE = BC = FG = DH = KL=JM 
AF = BD = EG=CH=JL=KM 
AG —EF-CD-BH-JK-LM 


8 个 区 组 中 的 2 个 : AE = BC = FG = DH = KL=JM 


(&) 
13 个 因子 的 设计 
(x) 213979 分 式 析 因 设计 分 辨 度 III 
设计 生成 元 
E—- ABC F—ABD G—ACD H= BCD 
J-ABCD K=AB L-AC M=AD N=BC 
别名 
A—-HJ-—-BK-CL-DM- EN 
B—-GJ—-AK—EL-FM-CN 
C-FJ—EK-—AL-GM - BN 
D—EJ—FK -GL-— AM — HN 
E—-DJ—CK-BL-HM —AN 
F=CJ = DK = HL = BM = GN 
G=BJ=HK=DL=CM=FN 
H—AJ—GK — FL — EM — DN 
J= DE = CF = BG=AH=MN 
K=AB=CE=DF=GH=LN 
L= AC = BE = BG=FH=KN 
M = AD = BF = CG = EH = JN 
N = BC = AE = FG= DH=KL=JM 
AF = BD = EG=CH=JL= KM 
AG=EF=CD=BH=JK=LM 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AF = BD = EG=CH=JL=KM 
14 个 因子 的 设计 
(y) 214719 分 式 析 因 设计 分 辨 度 III 
设计 生成 元 


E=ABC F=ABD G= ACD H-BCD J= ABCD 
K=AB L=AC M=AD N=BC O-—BD 
别名 
A= HJ = BK = CL = DM = EN = FO 
B = GJ = AK = EL = FM = CN = DO 
C=FJ = EK = AL = GM = BN = HO 
D=EJ= FK =GL = AM = HN = BO 
E= DJ = CK = BL = HM = AN = GO 
F=CJ= DK = HL = BM = GN = AO 
G= BJ = HK = DL = CM = FN = EO 
H = AJ = GK = FL = EM = DN = CO 
J= DE = CF = BG = AH = MN = LO 
K = AB = CE = DF = GH = LN = MO 
L = AC = BE = DG = FH = KN = JO 
M = AD = BF = CG = EH = JN = KO 
N = BC = AE = FG = DH= KL=JM 
O = BD = AF = EG=CH=JL=KM 
AG = EF = CD = BH = JK = LM = NO 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AG = EF = CD = BH = JK = LM = NO 


(&) 
15 个 因子 的 设计 
O @ 25-0 分 式 析 因 设计 o o MARET 


设计 生成 元 
E= ABC F— ABD G— ACD H = BCD J = ABCD 
K=AB L—AC M=AD N=BC O=BD P= CD 
别名 

A= HJ = BK = CL = DM = EN = FO = GP 

B = GJ = AK = EL = FM = CN = DO = HP 

C = FJ = EK = AL = GM = BN = HO = DP 

D = EJ = FK = GL = AM = HN = BO = CP 

E = DJ = CK = BL = HM = AN = GO = FP 

F= CJ = DK = HL = BM = GN = AO = EP 

G = BJ = HK = DL = CM = FN = EO = AP 

H = AJ = GK = FL = EM = DN = CO = BP 

J = DE = CF = BG = AH = MN — LO — KP 

K =AB=CE=DF=GH=LN=MO=JP 

L = AC = BE = DG = FH = KN = JO= MP 

M = AD = BF = CG = EH = JN=KO=LP 

N = BC = AE = FG = DH = KL= JM = OP 

O = BD = AF = EG = CH = JL= KM — NP 


P = CD = EF = AG = BH = JK = LM = NO 
CO 


A 
WE 354, 355, 356 

B 
Xd 8 278 
饱和 分 式 析 因 设 计 — 264 
保持 常量 因子 11 
备 选 分 式 241, 242, 249 
备 择 假设 27, 28, 30 
比例 数据 ”292, 480, 490 
边界 点 设计 383 
变换 24, 31, 48 
标准 化 对 照 ”73 
标准 拉丁 方 ”114 
标准 正 态 分 布 23, 36, 203 
别名 239, 241, 242 
泪 检 分布 ”人 4 
不 可 控 变 量 399 
不 完全 区 组 设计 98, 120, 125 
部 分 别名 271 
ARAM 236 

C 
Æ 14, 61, 62 
残 差 平方 和 151, 323, 343 
残 差 平方 和 的 纯 误 差分 量 187 
测量 系统 能 力 研 究 423 
超 饱和 设计 239, 283, 284 
尺度 化 残 差 340 
尺度 化 预测 方差 372, 378 
抽检 特性 (OC) 曲线 32 
抽样 分 布 17, 23, 24 
处 理 1, 17, 32 
处 理 均值 的 对 照 85 
处 理 获 应 ”51, 87, 139 
重复 测量 设计 508 
纯 二 次 项 蛮 曲 的 检验 209 

D 
单 边 备 择 假设 28, 37, 42 


5| 


单纯 形 格 点 设计 381, 383, 384 
单纯 形 设 计 367, 382, 396 
单 因子 ANOVA 检验 统计 量 56 
单 因 子 完 全 随机 化 实验 51 
单 因 子 折 又 设计 267 
等 半径 设计 371 
等 高 线 图 7, 160, 196 
第 [ 类 错误 27, 74, 75 
第 工 类 错误 27, 32, 284 
点 图 17,18, 50 
调 优 ”347 
调整 的 R? 统计 量 184 
定量 设计 因子 68, 158, 212, 296 
定性 设计 因子 68, 212, 296 
独立 随机 变量 107 
对 数 联 系 483, 484, 487, 
X 32,71, 72 
对 有 照 平 方 和 73 
多 重 比较 61, 71, 144 
多 重 响 应 ”11, 362, 404 

E 
二 阶 模型 209, 210, 354 
—Brui 367,371 
二 项 分 布 64 

F 
方差 9, 15, 20 
方差 分 量 52, 64, 107 
方差 分 量 估 计 415, A17, A41 
方差 分 析 12, 48, 50 
方差 散布 图 372 
方差 算 子 ”20, 404, 405 
方差 稳定 化 变换 64, 67, 85 
非 标准 模型 ”377 
非 几 何 设计 269 
非 线性 规划 364 
非 正 规 分 式 设计 281 
非 中 心 F 分布 82 


分 层 原理 158 A XU 117 
分 散 效 应 ”48, 85, 97 ZRF 450, 459, 463 
分 式 析 因 设 计 6, 7, 239 HE EYE 450 
分 式 析 因 族 241, 251 交互 作用 3,4,5 
附加 平方 和 法 ”335 交换 算法 378 

G 校正 平方 和 53, 117, 140 
10133448 483, 484, 487 近似 F 检验 415 
概率 分 布 17,19, 20 近似 和 多项式 70 
杠杆 点 342 经 验 模 型 2, 7, 212 
搁置 数据 ”491 均 方 ”224, 232, 247 
工程 设计 6 均值 模型 51, 139, 404 
构 香 分 式 析 因 设 计 K 
估计 量 22, 28, 59 卡 方 分 布 24, 402, 438 
fév 401 HARRA 134 
广义 交互 作用 233, 234, 251 可 加 模型 107 
三 义 线性 模型 480, 482, 483 可 控 变 量 349, 399, 400 
规范 设计 因子 135, 175, 350 可 重复 性 与 可 再 现 性 ”421, 444, 445 
过 程 稳健 性 研究 ”12, 398, 411 控制 处 理 79 

H L 
RÆ 18, 19, 50 拉丁 方 设计 98, 112, 115 
恒 等 联系 483 离散 概率 分 布 20 
互补 分 式 设计 241 立方 体形 设计 369 
回归 变量 319, 320, 332 连续 型 概率 分 布 19 
回归 的 假设 检验 ”319 联合 置信 区 间 59, 60, 85 
回归 的 帆 子 矩阵 332 EKRAN 480, 484, 487 
回归 和 方差 分 析 ”87 HHE t 检验 26, 28, 33 
回归 模型 17, 48, 136 SEX Wb 450, 471, 472 
回归 系数 1175, 176, 214 T[xWrib 472, A73, A78 
回归 显著 性 48, 88,111 岭 系 统 347, 362, 363 
混合 模型 ”415, 423, 424 FÆR 336, 416, 495 
混合 模型 的 无 约束 形式 ”427 逻辑 斯 谤 回归 ”480, 484, 485 
混合 模型 的 约束 形式 ”462 M 
温 合 水 平 析 因 设 计 296 满意 度 函 数 365 
混 料 实验 8, 380, 480 万 变换 族 481 
混 区 设计 225, 226, 234 面 中 心 立方 (FCC) 369 
混杂 设计 257, 258, 377 模型 拟 合 69, 167, 342 

J 模型 适合 性 检验 ”58, 98, 146 
机 理 模 型 1 N 
基本 设计 242, 243, 245 内 表 设 计 401 
假设 检验 ”14, 17, 26 WETERE 319 
检验 假定 76 拟人 台 响 应 曲面 347, 349, 366 
检验 统计 量 27, 28, 29 拟 合 响应 曲线 ”134 


简化 模型 89, 90, 111 MERER 485 


P 
配对 比较 实验 38, 40 
(m Fo 336 
平衡 不 完全 区 组 设计 98,120, 132 
Q 
ji; 48,151, 153 
期 望 值 64, 127, 421 
幅 套 设计 415, 429, 450 
REMAR 459 
球面 CCD 369 
区 组 化 ”260, 269, 373 
全 模型 189, 190, 335 
全 区 369, 464, 466 
全 区 误差 464, 465, 469 
确认 实验 250, 251, 338 
S 
散 点 图 50, 68,69 
füik3cu$ 7,171, 259 
设计 的 c 效率 378 
没 计 分 辨 度 239, 251, 541 
设计 生成 元 469, 541, 534 
实验 策略 1,2,3 
实验 单元 11, 12, 41 
实验 的 最 佳 猜测 法 3 
实验 方法 误差 率 ”59 
双边 备 择 假设 27 
随机 抽样 21 
随机 化 ”26, 32, 51 
随机 化 检验 ”32, 58, 141 
随机 化 区 组 设计 40, 105, 111 
随机 化 完全 区 组 设计 (RCBD) 98 
随机 效应 模型 52, 415, 417 


T 
泰勒 级 数 404 
讨厌 因子 10, 11, 12 
特征 向 量 361 
特征 值 356 
统计 假设 27 
统计 检验 的 显著 性 水 平 17, 29 
统计 量 21, 23, 28 
统计 模型 27, 52, 112 
推断 分 布 42 
wW 


外 表 设 计 401 


完全 混 区 设计 236 
完全 随机 化 ”129, 162, 216 
完全 随机 化 实验 26, 92, 98 
epr 267, 276, 281 
伪 分 量 384 
位 置 效 应 85, 86, 401 
稳定 岭 系 统 362 
稳健 参数 设计 15,398 
稳健 产品 设计 138 
稳健 过 程 1, 15, 398 
无 计划 实验 319 
无 偏 估计 量 22,151, 323 
无 重复 析 因 设计 192, 198, 201 
误差 传播 ”405 
误差 传递 法 404 

X 
析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 480 
析 因 实验 或 设计 4, 239, 296 
线性 统计 模型 ”51, 162, 471 
响应 变量 480, 483, 503 
响应 曲面 7, 8, 136 
响应 曲面 的 稳定 点 ”354, 360 
响应 曲面 法 ”347 
啊 应 曲面 设计 297, 348, 368 
响应 曲面 图 136, 177, 378 
RÆ 257 
小 复合 设计 371, 411, 414 


效应 的 半 正 态 概率 图 276, 277, 402 


效应 模型 ”415, 416, 428 

效应 稀疏 原理 ”192 

协 变量 12, 493, 495 

Uk X: 495, 496, 498 

协 方差 分 析 498, 499, 503 

HAEE 319, 323, 443 

信 噪 比 103 

序 贯 实验 ”239, 240, 275 

旋转 设计 368,372, 375 

旋转 性 347, 368, 369 

学 生化 残 差 ”339, 340, 341 

学 生化 极 差 统计 量 76, 77, 536 
Y 

样本 标准 差 21, 40, 41 

样本 方差 42, 43, 53 


样本 均值 9, 21, 22 


一 般 回归 显著 性 检验 48, 87, 89 


一 次 一 因子 实验 4 137, 138 
一 阶 模型 ”209, 210, 342 
一 阶 设计 367, 373, 395 
因 变 量 319 
因果 图 12 
D] 11,12,171 
隐藏 重复 195 
影响 诊断 319 
预测 变量 320 
预测 方差 准则 378 
预测 区 间 251 
约束 最 大 似 然 估计 法 443 
约束 最 优化 ”364 

Z 
噪声 变量 ”399, 400, 401 
EZH 48, 73, 74 
Ext T 7; 98,118, 118 
Exi J Ath 98,117, 118 
正 交 区 组 化 ”373 
EX it 160, 175, 284 
正 态 分 布 332, 337, 402 
ESMEE 17, 30, 31 
正则 形式 347, 356, 361 
直 积 表 设 计 399, 400, 401 
指数 分 布 484 
秩 变 换 48 
置信 系数 35 
置信 区 间 14, 17, 34 
中 心 点 171, 209, 211 
中 心 复合 设计 7,210, 347 
中 心 极限 定理 ”23, 36, 37 
轴 试 验 210, 367, 383 
主 分 式 设 计 244, 250, 266 
主 区 组 — 228, 229, 234 
TE (RE) 464 
本 区 误差 ”464, 465, 472 
自 变 量 319, 320, 347 
自由 度 22, 24, 25 
组 合 表 设计 398, 401, 414 
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最 大 似 然 估计 法 — 441, 484 
最 速 上 升 法 177, 347, 349 
最 速 上 升 路 径 349, 350, 352 
最 小 低 阶 混杂 设计 257 
B RE 69, 109, 323 
最 小 二 乘 正 规 方程 组 97,125, 321 
最 小 方差 估计 量 22 
最 小 分 辨 度 为 IV 的 设计 282 
最 小 显著 性 差异 77 
最 优 设计 272, 273, 377 

其 他 
23 析 因 设计 的 回归 分 析 326 
2* 设计 的 标准 顺序 175 
2* 设计 的 回归 系数 的 标准 误 、 189 
25 设计 的 效应 的 标准 误 ”189 
2k 设计 投影 ”195 
ANOVA 随机 因子 51, 415 
ANOVA 中 的 方差 相等 性 检验 ”64 
A 最 优 设计 378 
Bartlett 检验 65 
Box-Behnken 设计 369, 370, 394 
Cochran 定理 55 
Dunnett 检验 79, 92, 530 
D 最 优 设 计 272, 377, 378 
Fisher LSD 方法 105, 128, 129 
F 4TH 25, A3, 72 
G 最 优 准 则 378 
Hadamard 和 矩阵 设计 283 
Hosmer-Lemeshow HAREE ARE 
Kruskal-Wallis 检验 法 48, 90, 97 
Levene 检验 65, 66, 96 
Logit 联系 484 
Ockham 剃刀 原则 244 
Pearson 拟 合 优 度 检 验 485 
Plackett-Burman 设计 269, 270, 271 
PRESS 统计 量 184, 224, 341 
PRESS RÆ 340 
Tukey 检验 76, 77, 94 
t 分 布 71, 86, 166 
V 最 优 设计 378 
Yates 顺序 175 


